RATKAISUT 1928 — 1937

1928. Olkoon suorakulmion erisuuntaisten sivujen pituudet a ja b sekéd nelion sivun pituus c. Tehtdva on mielekés
vain, jos suorakulmio ei ole nelio, joten oletetaan, ettd a # b. Suorakulmion piiri on 2(a + b) ja ala ab. Nelioén piiri on
4c ja ala c®. On osoitettava, etti 2(a + b) > 4c eli ettd a + b — 2¢ > 0. Alojen yhtisuuruudesta seuraa, etti ab = c2,
joten ¢ = Vab. Nyt

a+b—2c=a+b—2Vab= (Va)?—2Vab+ (Vb)? = (vJa—Vb)? > 0,

koska +/a # v/b oletuksen perusteella. Viite on todistettu.

1929. Piirretaéin kolmioon korkeusjana h kulmasta § ja korkeusjana k kulmasta -y oheisen kuvion mukaisesti. Tassé
a=68°1236 , 0 =35°24 45 ja~y=180°—a—pF = 76°22 39 . On méairattava kolmion sivut z, y ja z, kun tunnetaan
viels kolmion ala t = 38,256 m?.
Kuviosta nahd&éan, etté

rsiny=h=zsina ja k=xsinf
Kolmion ala t = %hy = %kz Sijoittamalla tdhén h:n ja k:n
lausekkeet saadaan yhtalot

t 1 i t 1 i 4 1 in
= —zxysin = —yzsina, t = —zzsinf.
gLy smay, 2Y ) 5 vesl

Ensimmaéisesté ja toisesta yhtéilostd saadaan

sin «v

1 1
—xysiny = iyzsina — =2z

2 siny

Sijoitetaan saatuun a:n  lausekkeeseen kolmannesta
yhtilosté ratkaistu z.

2t sin v o 2tsina Y

. o ra—
rsinf  sinvy sin Bsiny’

2t sin o
T=\| 7.
sin B sin ~y

Sijoittamalla tdhén alan ja kulmien arvot saadaan x ~ 11,248672.

joten

Léhtemilld samalla tavalla toisesta ja kolmannesta yhtédlostd saadaan

[ otsi
y = |28 09o1s.
sin o sin 7y

Vastaavasti saadaan ldhtemélld ensimmaéisesté ja kolmannesta yhtalosta

2t si
2= =BT+ 11,755860.
sin asin 8

Vastaus: Sivujen pituudet ovat 7,0092 m, 11,249 m ja 11,756 m.

Huomautus 1: Sivu z ei ole mitenkdén erityisasemassa. Néin ollen riittdd laskea x:n lauseke. Siitd saadaan y yksin-
kertaisesti muuttamalla merkinnét vastaaviksi, ts. korvaamalla a kulmalla £, 5 kulmalla v ja v kulmalla «. Edelleen,
y:std saadaan z korvaamalla $ kulmalla v, v kulmalla « ja o kulmalla ~.

Huomautus 2: Laskua varten voidaan asteluvuissa olevat minuutit ja sekunnit tarvittaessa muuttaa asteen osiksi,
onhan 60 =1 ja 60 =1°.

Huomautus 3: Vuonna 1929 ei ollut laskimia, joten trigonometristen funktioiden arvot oli katsottava taulukosta
ja numeeriset laskut oli suoritettava logaritmien avulla kidyttden logaritmitauluista saatavia taulukoituja logaritmien
arvoja. Kussakin vaiheessa pystyttiin laskemaan korkeintaan viiden merkitsevin numeron tarkkuudella.



1930. On osoitettava, ettd oheisessa kuviossa koveran kulman o = /AOB
madradméit kaaret AB ja C'D ovat yhté pitkiit.
Jos r on suuremman ympyran side, on kaaren AB pituus

A :
l(AB):%'QTM“:%WTT. ( B

Tarkastellaan sitten pienempéi, O’-keskistd ympyrdd. Sen side on kon-
struktion mukaan %r. Koska tam# ympyrd kulkee O:n kautta, on kulma

a = /COD tamén ympyrin kehdkulma. Koska kehidkulma on puolet vastaa-
vasta keskuskulmasta, on keskuskulma /CO’D = 2a. Néin ollen ympyrin
kaaren C'D pituus on

20 1 «
D)= 2 op. Zp =% L np = 1(AB).
I(CD) 360 T 2r 180 mr = 1(AB)

On osoitettu, ettd kaaret AB ja C'D ovat yhta pitkét.

1931. Aloitetaan piirtamaélld pyydetty kuvio.

G /7

¢ E
Kysytyn tetraedrin séirmit ovat AB, AC, AD ja CD. Jos kuution sirmi on a, on tetraedrin jokainen sirmi av/2.
Koska kaikki sdrmét ovat samanpituisia, on tetraedri sdannollinen.

Kuutiosta jai tetraedrin ulkopuolelle yhtenevét pyramidit ABGC, CDEA, ABFD ja CDH B. Kussakin on pohjana
kuution sivunelion puolikas alaltaan %az ja korkeutena kuution sdrmé a. Nain ollen kunkin pyramidin tilavuus on

1 1 1
Vo = —a- -a? = a5,
f2 3a 2a 6(1
Koska kuution tilavuus on a3, on tetraedrin tilavuus
4 1
VT=a3—4Vp=a3—6a3=§a3

eli se on yksi kolmasosa kuution tilavuudesta.

Vastaus: Tetraedrin ja kuution tilavuuksien suhde on %

1932. Kysessd on addriarvotehtdva, jonka ratkaisemiseksi on muodostettava pallosektorin kokonaispinta-ala yhden
muuttujan x funktiona. A

r-siteinen pallosektori syntyy, kun oheisessa tasokuviossa O-keskinen ym-
pyrisektori BAC' pyoriahtad akselin OA ympéri. On helppo nihdé, etta
kokonaisalaltaan suurimman pallosektorin on oltava vahintdén puolipallo, jo-
ten tilanne on kuvion kaltainen.

Valitaan muuttujaksi x pallosektorin pohjaympyrin etdisyys keskipisteesta
O, 0 < z < r. Pallosektorin kokonaispinta muuodostuu pyodriahdyskaaren
BAC tuottamasta kalotista ja pyoridhdyskolmion BC'O tuottaman kartion
vaipasta.

Kalotin pinta-ala on
Ag =2mr - AD = 27r(r 4+ x)

Ay =7-CO-CD = nry/r? — 22,

ja pyorahdyskartion vaipan ala



Pallosektorin kokonaispinta-ala on siis

Alx) = Ak + Ay =2mr(r + ) + mrv/r? — 22,

Tamé on haluttu yhden muuttujan maksimoitava funktio. Airiarvon médiriimiseksi haetaan funktion derivaatan
nollakohdat. Derivaatta on

1 -2
Alw)=2mr+ —mr —— =qr (2 ——— ).
2 =

2 _ 2 — 2
Siten
o0/r2 — 22 _
A(z) =0 < 29— T ) e YT T ) =
2 _ 2 2 _ 2
2
r=2/r?—2? <= 2% =4(* - 2?) = x:%rmo,Sgr.

Edellisen perusteella

2
Ar) >0 &= 2<2Vri—2?2 & < —r

V5

2
Ar) <0 &= 2>2Vr2—22 & x> —.

V5

Niin ollen pinta-alan funktio A(x) saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa.

Vastaus: Suurin kokonaispinta-ala on puolipalloa suuremmalla pallosektorilla, jonka kalotin pohjaympyréin tason

etdisyys pallon keskipisteestd on —r.

V5
Huomautus: Vanhoissa oppikirjoissa téllainen tehtdvé ratkaistiin ilman derivaattaa esimerkiksi seuraavalla tavalla.
Funktion A(z) = 27r(r + ) + 7rv/r? — 22 suurin arvo on sama kuin funktion y = 2z + v/r2 — 22 suurin arvo. Kun
yhtilostd v/r2 — 22 = y — 2z ratkaistaan nelivénkorotuksen kautta x, saadaan

2y & /512 — 92
=" °
5

2 2
Suurin arvo saadaan, kun 572 — y? = 0 eli suurin arvo on y = v/5r. Vastaava z:mn arvo on & = gy = %r.

1933. Ratkaistaan ensin tarvittava suorien leikkauspiste yhtéloparista

r—2y+3=0
9z + 6y +7=0.
Kertomalla ensimméinen yhtédlo kolmella ja laskemalla yh-
teen saadaan x:lle yhtalo

4
122416 =0 =— x:—g.

Sijoittamalla saatu z:n arvo ensimméiseen yhtdloon saa-
daan 4 5
3T G

Leikkauspiste on siis (—3, 3). Suora 2 —y = a kulkee tdmén

pisteen kautta, jos pisteen koordinaatit toteuttavat suoran
yhtélon. Téstd saadaan madrattyé a.

. Y
3 6 6

9z + 6y +7=0

Piirtamélla suorat koordinaatistoon kayttden arvoa a =
—% nahdéén, ettd x — y = a todella kulkee leikkauspis-
teen kautta. 4

13

Vastaus: a = — R



1934. Hahmotellaan tilanteesta mallikuvio.

Y

Qo

Q2

RO Rl

Rs

Ry
P P P, Py x

Tehtévéinannon mukaan P, = (n,0) ja @, = (n, (3)"), n=0,1,2,3,.... Janojen P,Q, pituudet ovat

3\° 3 3\? 3\"
P0Q0<4) =1, PlQlZZ, P2Q2<4) 7"'aPnQn<4) e

Jokaisen suorakulmion R,, kannan P, P, pituus on yksi. Suorakulmioiden aloiksi A(R,,) saadaan

A(Ry) = 1, A(Ry) = %, A(Ry) = (i)Q A(Rs) = (i)g,

eli yleisesti

Pinta-alojen summa on siis
o [e.¢] 3 n
s=y am)=3 (5) -
n=0 n=0

Tamé on padttyméiton geometrinen sarja, jonka suhdeluku g = %. Koska ¢ < 1, suppenee sarja ja sen summa on

Vastaus: Pinta-alojen summa on 4.

1935. Jos luvut ovat a ja b, on a = (14 155)b. On laskettava, kuinka monta prosenttia a® on suurempi kuin b%. Kysytty

prosenttiluku on
a? — b? a? p \2 b2
100 - =100 L —1) =100 (1 7) 1
b2 <62 ) ( * 100/ b? )

2

2p 7’ p
—100 1+ L 1) =2+ 2
( 100 * 1002 ) P+ 100

Vastaus: 2p + ﬁpz prosenttia suurempi.

1936. Tasasivuisen kolmion keskipiste on sen korkeusjanojen leikkauspiste.
Hahmotellaan tilanteesta mallikuvio. Symmetrian vuoksi riittdé tarkastella
vain kolmion sivua AB ja ympyrén siitd erottamaa osaa DF.

Olkoon kolmion sivun pituus a ja ympyrian side r sekd = DFE puolikas
janasta DF. Haetaan x:lle esitys a:n funktiona suorakulmaisen kolmion ODFE
avulla.

Koska kolmio ABC' on tasasivuinen, on sen pinta-ala ia2\/§. Ympyréan ala
on 7r2. Alojen yhtisuuruudesta saadaan yhteys

2 \/32
WT:TQ < r

Korkeusjana CE = @a. Korkeusjanojen leikkauspiste O jakaa korkeusjanan suhteessa 1 : 2, joten

2 _ @ag
4

1 1
OFE = =CE = ——a.
3 2v/3



Suorakulmaisesta kolmiosta ODFE saadaan nyt

@(IQ_ 1 V3 o1

2 2 2 2 2
e = T GREY TG )
V3 o1
T = -— - .
47 12
Kysytty suhde on
DF 2 1 1
DFE 20 _, V3 1 _ ﬁ—fzo,zmﬁg.
AB a 4 12 T 3

Vastaus: ? — % ~ 0,47.

1937. Logaritmin maéritelmén mukaan log, b = ¢ <= a° = b. Olkoon siis luku = niin, ettéd logs z = y ja log, x = 2.
Tehtavan mukaan y = z — 1, joten
¥=x=2" = 3 '=2%

Ottamalla viimeisestad vaiheesta puolittain logaritmit saadaan

log 3 _ log3

—1)log3d =zlog2 <= =z= = .
(z )log “08 N log3 —log 2 log%

Siis g 3
x = 2% =20:G/2 & 6,54100
log 3
Vastaus: Luku on 27 (/2 a 6,54100.
Huomautus 1: Luvun tarkka arvo ei riipu siinéd olevan logaritmin kantaluvusta.

Huomautus 2: Vuonna 1937 ei ollut laskimia, joten vastauksen likiarvo laskettiin kiyttéden taulukoituja logaritmien
arvoja eli ns. logaritmitauluja. Kussakin vaiheessa pystyttiin laskemaan korkeintaan viiden merkitsevdn numeron
tarkkuudella.



