Suomi 100 Finland

Tehtavien 1948 — 1957 ratkaisut

1948 Kun juna matkaa AB kulkiessaan pysdhtyy vdliasemilla,
kuluu matkaan 10 % enemmdn aikaa kuin jos se kulkisi py-
sahtymdtta. Kuinka monta % olisi nopeutta lisdttdvd, jotta
matkaan AB pysdhtymisineen kuluva aika lyhenisi 15 %, jos
valiasemilla kuluva aika pysyy muuttumatta?

Ratkaisu. Merkitddan matka AB = s, junan kulkunopeus
ennen muutosta = v ja matkaan kuluva aika ilman pysah-
dyksia = t. Naiden valilla vallitsee yhtalo s = vt. Kulkuno-
peutta nostetaan x %:ia, joten uusi nopeus

= (1 x)
v <+100”

Nopeuden lisaamisen jalkeen matkaan pysahdyksitta kulu-
va aika t' saadaan yhtalosté

t”:t’<1 x) —
! T100)" T ®

mista seuraa
S 100 s

I — .
' (1+5)v 1004z 0

Matkaan pysahdyksineen kuluva aika ennen muutosta on
1,1t ja se lyhenee 15 %, joten t’ + 0,1t = 0,85 - 1,1¢. Siis

# =085 1,1t — 0,1 = 0,835t

Merkitsemalla saadut ¢':n lausekkeet samoiksi, saadaan

005 835 = 0.835°.
100 + 2z v v
mista seuraa
100
= — — 100 ~ 19.8.
YT 0,835 !

Nopeutta on siis nostettava noin 19,8 %.
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1949 Terdvdikulmaisen kolmion korkeusjanojen kantapisteet yh-
distetaan toisvinsa. Todista, ettd alkuperdisen kolmion kor-
keusjanat puolittavat ndin muodostuneen kolmion kulmat.

Ratkaisu. Olkoot A ABC terévakulmainen ja sen korkeus-
C

Yp

B/
A/

Yap

janat AA’, BB’ ja CC’. Osoitetaan, etta BB’ puolittaa kul-
man £ C'B’A’. Piirretdan AB ja BC halkaisijoina ympyrét
Yap ja Ypco. Koska kolmion kulmat ovat teravia, pisteet
C ja A sijaitsevat ympyroiden ulkopuolella kuviosta naky-
valla tavalla. Kehakulmalauseen perusteella korkeusjanojen
kantapisteet ovat ndiden ympyroiden kehilla. A BA'A ~
A BC'C (kk), joten LZA'AB = ZC'"C'B. Ympyran Ype sa-
maa kaarta vastaavina kehdkulmina ZC'CB = ZC'B'B.
Siis ZC'B'B = ZA’AB. Ympyran Y,p samaa kaarta vas-
taavina kehakulmina ZA'AB = ZBB'A’. Taten ZC'B'B =
ZBB'A’, joten BB’ puolittaa kulman ZA’B'C’. Samalla ta-
valla vaite todistuu muidenkin korkeusjanojen osalta.
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1950 r-sdateisen ympyran ympdri on piirretty suorakulmainen kol-

1951

mio. Laske sen ala, kun sen toinen kateetti on a.

Ratkaisu. Olkoon toinen kateetti b. Ympyran tangentti-
kulmien kyljet ovat yhta pitkét, joten kuvion merkinnéin

é
N
« 7
I
LS
r
r @
N
>
g\rr
0
r a—r

saamme Pythagoraan lausetta soveltaen b:n ratkaisemiseksi
yhtéalon
(a+b—2r)? = a® + b

Siita seuraa, etta

b — 2r(a —r)
 b—2r
ja kysytty pinta-ala
1 ar(a —r)
A= —ab =
2" b—2r

Minka yhtalon tulee vallita kertoimien p ja q wvalilla, jotta
yhtdloilli 2* 4+ px+q = 0 ja 2%+ gz +p = 0 olisi yksi ja vain
yksi yhteinen juuri? Madrdd yhteinen juurt ja muut juuret
yksinkertaisimmassa muodossaan.

Ratkaisu. Olkoon x yhtédloiden yhteinen juuri. Talloin

2 2

pr+q = —x° ja qr+p = —x°,

joten pr +q = qr+peli (p—qzxr = p—q. Jos nyt
p = q, niin z ei ole yksikasitteisesti maaratty. On siis oltava
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1952

p # q, joten yhteinen juuri z = 1. Talloin kertoimien vélilla

vallitsee yhtalo 1 +p+q =0, eli ¢ = —1 — p. Yhtalo

2 +pr+q=0

P 4pr—1—p=0

(2* = 1) + (px —p) =

(e = 1) +1) +pla - >

(33—1)(33+1+p) =0
=1l1Vzer=—-1—-p=q.

HMM

Téten yhtalon 22 4+ px + ¢ = 0 juuret ovat x = 1 ja z = q.
Kisittelemme yhtélon 22 + gz + p = 0 dskeistéd suoraviivai-
semmin. Koska yhtalon toinen juuri on x = 1 ja juurten tu-
lo on p, on toinen juuri x = p. Siis yhtaloiden yhteinen juuri
on x = 1, lukujen p ja ¢ vililla vallitsee yhtalo p + ¢ = —1
ja yhtaloiden toiset juuret ovat q ja p.

Madritd sen logaritmijarjestelman kantaluku (tai tdmdn Brigg-
silainen logaritmi), jossa kahden mddrdtyn luvun a ja b lo-
garitmien tulo = samojen lukujen tulon logaritmi. Laske
kantalukujen 4-desimaalinen likiarvo kun a =5 ja b = 2.

Ratkaisu. Olkoon x kysytty kantaluku. Sen on oltava po-
sitiivinen ja # 1. Myo6s a ja b ovat positiivisia. Yhtalo

log, a log, b = log, ab (1)
on voimassa kaikilla sallituilla x:n arvoilla, jos a = b = 1.
Jos vain toinen luvuista a, b on 1, niin yhtalo ei ole voi-

massa. Olkoot seuraavassa a ja b # 1. Yhtélostd (1) seuraa
(vaihtamalla kantaluku = kantaluvuksi 10)

lga lgb  lgab

lgzlge gz’

ja edelleen

~lgalgd
~ lgab
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1953

1954

Tehtavissa puhutaan kantaluvusta monikossa; saamme sille

kaksi esitystapaa:

lgalgd lgb Ig b
T = 101gx — 10 lgab — (101ga)lgab — (lsab
ja
Igalgh lga lga
T = 101gx = 10 Igab = (101gb)1gab — Dlgab .

Jos a =5 ja b= 2, niin lgab =1g 10 = 1, joten

r = 5182 = 2185 ~ 1 ,6233.

Todista, ettd kaikilla x:n arvoilla sin* z + cos* x — %sin2 21

on pienemprt tai yhtasuurt kuin 1.

2 2

Ratkaisu. Kaavoja cos2x = cos®x — sin
2sin x cos x soveltaen naemme, etté kaikilla x € R patee

T ja sin2x =

4 2

sin'z + cos'x — Lsin®22 = cos'x +sin'x — (2sinz cosa)
= cos'z + sin® x — 2sin® x cos® x

= (cos’x —sin®z)? = cos? 2z < 1.

Paraabelin polttopiste on origo ja huippu (0,—2). Missd
pisteissa paraabelin ja x-akselin letkkauspisteisiin piirretyt
tangentit leikkaavat toisensa? Piirrd kuvio.

Ratkaisu. Paraabeli koostuu pisteisté, joiden etaisyys polt-
topisteesta ja johtosuorasta on sama. Paraabelin huippu ja
polttopiste maardavat sen symmetria-akselin ja johtosuora
on kohtisuorassa sité vastaan. Symmetria-akseli on y-akseli
ja johtosuoran yhtalo on y = —4. Paraabelin yhtalo on ta-

ten
va +y2 = ‘y - (_4)|7
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miké sievenee muotoon

Y = %:1:2 — 2.
Paraabeli leikkaa x-akselin pisteissi (+4,0). Naissa pisteis-
sé paraabelia sivuavat tangentit sijaitsevat symmetrisesti
y-akselin suhteen, joten riittad maarittaa niista toinen. Pis-
teen (4,0) kautta kulkevat suorat x = 4 ja y = k(z — 4),
missa k € R. Pystysuora x = 4 lavistad paraabelin, se ei
ole sen tangentti. Maaritamme vakion k siten, etta yhtalo-

parilla
y=k(z—4)
Y = %aﬂ — 2

on yksi ratkaisu. Eliminoimalla y saadaan yhtalo
v? — 8kx + (32k — 16) = 0,

jolla on yksi ratkaisu, kun £ = 1. Téaten paraabelia pistees-
sé (4,0) sivuavan tangentin yhtélo on y = x — 4. Pisteessé
(—4,0) sitad sivuavan tangentin yhtaloé on y = —x — 4. Tan-
gentit leikkaavat toisensa pisteessa (0, —4).

Y
(Iay)v Yy = ézZ -2
N
dy
da
S I
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1955 Jaa jana a kahteen osaan x ja y sekd y vield kahteen osaan
z ja u siten, etta x 1y = y: 2z = z:u. Laske suhde x : u.

Ratkaisu Koska y: 2 =z2:ujau=y— z, on

y_ Z

2 y—2z
mistd seuraa y? — zy — 22 = 0, ja edelleen

y_l—%\/g
z 2

Yz =

Koskax:y=vy:2=2:u,on

T _vy z_ (1+¢5>3:2+¢g,

oYy zou 2

1956 M:lla x:n arvoilla padattymdaton geometrinen sarja

—1 —1\2 — 1\n
1—|—§+1+<i+1> +...+(i+1) + ...

suppenee ja mikd on tilloin sen summa S(x)? Piirrd funk-
tion y = S(x) kuvaaja.

Ratkaisu. Sarjan suhdeluku
r—1
r+1

q:

ja sarja suppenee, jos |¢| < 1. Suppenemisehto sievenee
muotoon

le—1] < |[x+1]|, eli |Jz—1| < |z—(-1)|,

mista ilmenee, etta luvun x tulee olla lahempéané lukua 1
kuin lukua —1. Sarja siis suppenee, kun x €]0,00[. Sen
summa

1 x+1
S(z) = —1 = =1lz+ 1
(z) 1—22 41— (z—1) ¥ 2
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1957

,3) alkava

x > 0. Sen piirtdminen jaa

Funktion y = S(z) kuvaaja on siis pisteesté (0
avoin puolisuora y = %x + %,

aktiiviselle lukijalle harjoitustehtévéksi. (:/\)

Toisen asteen yhtalon juurien erotus, summa ja tulo muo-
dostavat aritmeettisen sarjan mutta erotus, tulo ja summa
(tassd jarjestyksessd) geometrisen sarjan. Kirjoita yhtdlo.

Ratkaisu. Olkoot yhtalon juuret u ja v. Talloin
u—v, u+v, uv

on aritmeettinen jono, joten 2(u + v) = u — v + uv, mika
sievenee muotoon
u+ 3v = uv.

Geometrinen jono saadaan asettamalla nama suureet jar-
jestykseen
u—v, uv, uU-+0.

Talloin
(w)? = (u—v)(u+v) = u® — o™
Yhtaloparin
U+ 3v = uv
u? —v? = (uw)?
ratkaisut ovat u = %, v = —% jau =0, v=0. Saamme siis

kaksi yhtéloa
(z—3)(z+3) =0 ja (z—0)(z—0) =0.
Ne sievenevit muotoon

1522 -8 —16 = 0 ja 2% = 0.
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