Tehtavien 19681977 ratkaisut

1. Liitettdvien n uuden luvun keskiarvo on 30, joten niiden summa on 7 -30 . Kun alunperin
annettujen 250 luvun summa on 250 - 20, saadaan néin epayhtalo
250 -20 4+ n - 30 <o
250 +n
mistd edelleen 250 - 20 +n - 30 < 250-24 +n-24 . Siten 6-n < 4-250, joten n voi olla
korkeintaan 166.

2. Koska sin2z =2sinz cosz ja cos2zx =1—2sin?x , niin yhtilo sievenee muotoon
sinz (sinx + cosz) = 0.

sint =0 kunzx =nrw, n€Z,tanz = —1 kunx = —7/4+n7w , n € Z, joten yhtilon ratkaisut
ovat t =nmjax=—-7w/d+nr, nez.

3. Lavennettaessa murtolausekkeet samannimisiksi yhtélo saa muodon

a 1 1 (a+2)2* —a
—+ + = =0.
r z+1 x-1 z(z? —1)
Koska 22 > 0, niin yht#loll ei ole reaalista nollakohtaa, kun a +2 =0 tai kun a ja a+ 2
ovat erimerkkisié. Siten yhtalolla ei ole reealijuuria, kun —2 <a < 0.

4. Pisteen E ollessa janteiden AB ja C'D leikkauspiste 2
voimme olettaa, ettd a = EC > ED = b. Yhta pitkét B
janteet AB ja C'D ovat yhtéd etdillda ympyrin keskipis-

teestd O, ja jos P ja () ovat janteiden AB ja C'D keski-

pisteet, niin siis OP = OQ), ja C'D:n keskipiste () on pis- \ A
teiden C' ja FE vilissid. Koska janteet AB ja C'D ovat koh-

tisuorassa toisiaan vastaan, niin ympyran sisddn muodos-

tuu nelio OPEQ ja siten OP = PE = QF = QO. Mutta

jana QQC on puolet janteestd C'D = a + b, joten QC =
1(a+b)jaQ0=QE=a—1(a+b)=1(a—0). Saam-

me nyt Pythagoraan lauseen nojalla ympyran sidteen eli

suorakulmaisen kolmion QQC'O hypotenuusan OC' nelioksi

1 1 1
0C? = QC*+ QO* = Z(a+b)2+ Z(a—b)2 = 5(a?+b2) .

Siten ympyréin pinta-ala on Z (a* 4+ b?) .
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5. Kirjoitetaan differentiaaliyht#lé muotoon T
dy 1 1 2 g
dr 2) Y A
Néhdaén, ettd y = 0 on erikoisratkaisu, minké lisdksi
erottamalla muuttujat saadaan 3
1 1
[ (1-5) @ 2
eli 2, o
1 1 1
— =g+ —-—+C = M , 1
Y x x
missd C' € R on reaalinen vakio. Differentiaaliyhtalon 0 >
yleinen ratkaisu on siten muotoa 0 1 2 3 4 5
x
=——— , (CeR.
G |
Ratkaisu saa muuttujanarvolla z =2 arvon y =2 kun C = —2, joten
x x
’y =

:U2—2:E+1:(a:—1)2

maédrittelee kaikille x > 1 pisteen (2,2) kautta kulkevan integraalikdyrén. Pisteessi x = 1
olevan epéjatkuvuuskohdan takia ratkaisua ei voida jatkaa muuttujanarvoille z < 1.

6. On siis madrattava pienin kylvettidvien siementen lukumééra n > 2 siten, ettd todenndkoisyys
qn sille, ettd niistd korkeintaan yksi itd4, on vahdisempi kuin 5% eli pienempi kuin 1/20. Bi-
nomijakauman antama todennékéisyys télle

a= (") + (1) @A = —@nt)
1 0 3

pienenee kylvettdvien siementen lukuméairan kasvaessa, ja kun ¢4 = 1/9, niin jo
¢s = 11/243 < 1/20. On siis kylvettava vihintddn 5 siementé.

7. Valopisteen P ja pallon keskipisteen O kautta

kulkevan tason leikatessa r-séteistd palloa muo- A
dostuu oheinen kuvio, missi PA ja PA’ ovat

r-siteisen ympyrian tangentteja. Koska pallo-

kalotilla on sama pinta-ala kuin yht& korkeal-

la samanséteiselld ympyrélieriolla, taytyy pallo- .
kalotin korkeuden olla kuudesosa pallon ympéri

piirretyn suoran lierion korkeudesta eli % r . Si-

ten OB = %r , ja koska suorakulmaiset kolmiot

OAB ja OPA ovat yhdenmuotoisia, pallon sidde N
onr=0A=20P=2c.

8. Piste (,, y,) on ympyrin 22 +y? = 3/2 sisilli, jos z2+y2 < 3/2. Koska 2! > 0,3? > 0 kaikilla
reaalisilla z ja y, niin z? <1 ja siten myds |z| < 1 kaikissa annetun kiyrin z?+y? =1
pisteissd. Télloin 2% < 22 | ja siten epiyhtilo 22 + 32 > 2* + y? = 1 toteutuu kiiyrin kaikissa
pisteissi. Mutta toisaalta saamme nelioksi tiydentdméalld z* — 22 = (22 —1/2)2 —1/4 > —1/4 ,
joten 2% < '+ 1/4 ja siis kaikille kiiyrdn 2?4+ ¢y = 1 pisteille piitee

Pyt <at+ P+ 1/4=5/4<3/2

Kéyrd 2 +9? =1 on siten kokonaan ympyrin 22 + y? = 3/2 siséll4.
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9. Pisteen (z,, y,) kautta kulkevan suoran y = y,+k(z—x,) ja paraabelin y = 22 leikkauspisteet
saadaan yht#lostd o2 = y, + k(x — x,), ts. leikkauspisteiden x-koordinaatit ovat yhtdlén

2 —kr 4+ kx,—y, =0

juuria. Suora sivuaa paraabelia, jos se leikkaa paraabelia tdsmélleen yhdessé pisteessé, ts. jos
saadun yhtalon diskriminantti hévidé, eli jos kulmakerroin £ toteuttaa toisen asteen yhtélon

E* — 4(kxy — yo) = k* — 4ak + 4y, = 0 .

Talld yht#lolla on kaksi reaalijuurta ki, ks € R kun gy, < 22, ja saadut paraabelin tangentit
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan kun —1 = kiky = 4y, . Pisteet (x,, y,) piirtavét siten suoran

y=-1/4.

10. Pisteet A = (2,0) ja D = (—1,0) yhdistdva ympyrénkaari K on aina symmetrinen suoran
r = 1/2 suhteen. Kun suora y = y, leikkaa kaaren K pisteessi B = (z,,¥,), niin piste C' =
(1 — z,,9,) on sen ja kaaren K toinen leikkauspiste, ja janteen BC' pituudeksi saadaan BC' =
|2z, — 1|, minka liséksi symmetrian takia AB = CD. Jos nyt B = (x,,¥,) on kaaren K
ja annetun hyperbelin oikean haaran H leikkauspiste, niin jadnteen AB pituudeksi saadaan
V(e —2)24+y2 = \/(zo—2)2+3(z2 — 1) = /422 — 4z, + 1 = 22, — 1. Jénteet AB, BC ja
C'D ovat siten yhté pitkid, AB = BC = CD = 2z, — 1. Pisteiden B ja D vélinen kaaren K
osa on siis aina kaksi kertaa niin pitkd kuin pisteiden A ja B vélinen kaaren osa.




