1998
Yhtilo on mééritelty, kun 2x+3 0, joten on oltavax # —E.

Yhtdlo voidaan kirjoittaa yhtdpitdvdin muotoon

x(x—3) _(x—3)(2x+3) _ 0. ja edelleen (x—3)(—x—3) 0
2x+3 2x+3 2x+3

Tastd saadaan (méarittelyehdon tayttivéit) yhtdlon ratkaisut x =3 tai x=-3.

1999
Tehtdvin ensimmdainen kysymys:
Paittely 1:

Kukansiemenen 16ytymistodenndkdisyys on 1—-0,05=0,95. Siementen

itdmistodenndkoisyys on 0,95. Se, ettd puutarhuri saa itdvin kukansiemenen
edellyttdd, ettd kyseessd on kukansiemen ja ettd se itdd. Tdmén todennékodisyys on

edellisten todennikdisyyksien tulo eli 0,95-0,95=0,95".
Binomitodennikoisyyskaavan avulla saadaan:

P ("Véihintéién 19 kukantainta") =P ("19 tainta tai 20 tainta") =

= P("19 tainta") + P("20 tainta") = [12;)](0,952 )" (1-0,95%)+ ng(o,%2 )" ~0,41.

Padttely 2:

Puutarhuri voi saada véhintddn 19 kukantainta joko niin, ettd pussissa on 19
kukansiementi ja ndma kaikki itdvét tai, ettd pussissa on 20 kukansiementd ja ndma
kaikki itdvat tai ndistd itd4 19.

Lasketaan eo. (erillisten) tapahtumien todenndkdisyydet yhteen. Kukin tapahtuma

voidaan tulkita toistokokeena ja todennikdisyydet laskea binomitodennékoisyyden
kaavan avulla.

Todennékoisyys, ettd pussissa on 20 kukansiementd ja kaikki itdvét on
0,95% -0,95% =0,95%.
— =

kaikki kukan-  kukin itdd

siemenid

Todenndkodisyys, ettd pussissa on 20 kukansiementd, joista 19 itd4 on

20
0,95% [ j-0,9519- 0,05 =0,95".
9 —

—
kaikki kukan-

siemenid

yksi ei idd
19 kukan-
siementa itdd



Todenndkodisyys, ettd pussissa on 19 kukansiementd, joista 19 itd4 on

20
(19)0,9519- 0,95 - 0,05 =0,95".

| —
kaikki kukan-  yksi rikka-
- —— siemenet itdvdt ruohon siemen
19 kukansiementa itdd

Todennékoisyys, ettd puutarhuri saa vihintddn 19 kukantainta on siten
0,95% + 0,95 + 0,95 ~ 0,41

Tehtdvin jalkimmainen kysymys:

Todennékoisyys, ettd puutarhuri kylvdd yhden rikkaruohonsiemenen on
komplementti sille, ettd kaikki siemenet olisivat kukansiemenié (tdssd osassa tehtavii
el itdmistodenndkdisyyttd tarvita lainkaan):

P("Véihintéiéin yksi rikkaruohonsiemen") =

20
1— P("Ei yhtéén rikkaruohonsiementd") =1—- [20) 0,95% ~0,64.

2000

Kun pallo asetetaan tehtdvin ehtojen mukaisesti astiaan niin, ettd se sivuaa kartion
vaippaa, voidaan erottaa kaksi tapausta. Alla niisti poikkileikkauskuvat.

1) pallo uppoaa kokonaan astiaan (kuva 1),

2) pallo uppoaa vain osittain (kuva 2 ja kuva 3).

kuva 1 kuva 2 kuva 3



Kun pallo on kokonaan astiassa, on selvda, ettd se syrjdyttad eniten vettd, kun pallo
on mahdollisimman suuri. Tita tapausta esittdd kuvan 1 punainen ympyra. Talta
osalta tarkastelu voidaan siis rajoittaa koskemaan tapausta, jossa pallo sivuaa kartion
pohjaympyrii (astiassa olevan veden pintaa).

Kun pallo on vain osittain astiassa, se syrjayttdd aina jonkin pallosegmentin
tilavuuden verran vettd. Kuvassa 2 punainen ympyrd kuvaa tilannetta, jossa pallo
viela juuri ja juuri sivuaa kartion pohjaa (kyseessd on sama pallo kuin kuvan 1
punaisella ympyréviivalla merkitty pallo). Kun pallon koko tdstd kasvaa, paadytidin
jossain vaiheessa tilanteeseen, jossa pallo sivuaa kartion vaippaa pohjaympyralla
kohtisuorasti (sininen ympyrd) (kuva 2 ja 3).

Kun pallon koko tésta kasvaa (edelleen sivuten kartion pohjaympyrii), se e1 voi enda
syrjayttda vettd enempad kuin se pallo, jota kuvaa sininen ympyra kuvassa 3 (ja
kuvassa 2), koska jokainen tillainen pallo uppoaa astiaan vihemman.

Tarkasteltaviksi jadvit siis kuvan 2 tilanteet, joiden joukosta haetaan upoksissa
olevan suurimman pallosegmentin tilavuus, jota verrataan kuvan 1 (tai kuvan 2)
punaisen pallon tilavuuteen ja kuvan 2 (tai kuvan 3) sinisen pallon upoksissa olevan
segmentin tilavuuteen.

Kyseessd on ddriarvotehtiva.

Olkoon kartion pohjan keskipiste 4, kiarki C, pallon keskipiste
P, piste B pallon piste, joka on ldhinni kartion kérked, D
pallon ja kartion vaipan sivuamispiste seké £ kartion
poikkileikkauskuviossa kartion pohjaympyrin ja sivujanan
leikkauspiste. P voi sijaita joko niin kuin kuvassa tai se voi
olla myds janan CA jatkeella (4:sta ylospéin). Laskut ovat
kuitenkin samat molemmissa tapauksissa.

RN

h

Janan CA pituus saadaan Pythagoraan lauseella:
CA=4/11,0° - 6,6 =8.8. Jitetdsn yksikot tissi vaiheessa

pois. Yhdenmuotoisista kolmioista CAE ja CDP saadaan

QZL,josta CP= ll’Or:Er.
1,0 6,6 6,6 3

Pallosta kartion sisélld olevan pallosegmentin korkeus # = B4 =CA—-CP + PB =
:8,8—§r+r=8,8—§r.

Kartiosta pois valuva vesimdérd on suurin, kun segmentin tilavuus on suurin.

Sijoitetaan pallosegmentin tilavuuden kaavaan V = 7k’ (r — %hj yo. kaavasta



h=828— %r ratkaistu » = %(8,8 - h) , jolloin maksimoitava funktioksi saadaan
sievennysten jilkeen V' (h) =7 (1 3,2h" — %if j .

Etsitddn seuraavaksi tarkasteltavana olevan funktion méérittelyjoukko eli haetaan /:n
vaihteluvili. Nyt riittdd rajoittaa 4 niiden arvojen véliin, jotka vastaavat alussa
esitettyjd rajatilanteita (punainen ja sininen ympyra kuvissa 1 — 3).

Jos pallo on kokonaan astian sisdlld, se syrjayttdd vetti
eniten, kun pallo on mahdollisimman suuri. Tdma tilanne
vallitsee oheisen kuvion tilanteessa, ja riittad siis laskea tata
tilannetta vastaava /:n arvo, joka on tietysti sama kuin
pallon halkaisija.

Esim. kulmanpuolittajalauseella (kolmion ABC kulman
Z ABC puolittaja BP jakaa vastaisen sivun viereisten

r _ Y
8,8—r 11,0
(Myo6s yhdenmuotoisten kolmioiden avulla saadaan sama
verranto.) Télldin segmenttiné on siis koko pallo ja 7 =6,6.

suhteessa), saadaan yhtilo ,josta r=3,3.

Kun pallon koko kasvaa ja osa pallosta on astian
ulkopuolella, on diritilanne esitetty oheisessa kuviossa. Télloin saadaan

yhdenmuotoisista kolmioista yhtilo D _ b4 ja siis
CD (4

_r _66 , josta r=8,25. Télloin

11,0 8,8

h=PB—PA:r—PA=r—(PC—AC)=
11

r—PC+AC=8,25——6-8,25+8,8:3,3.

9 h

(Tai suoraan aiemmin lasketusta kaavasta B

h =8,8—%r:8,8—2-8,25 =3,3.)
3 3

Funktion V" médrittelyjoukoksi voidaan néin ollen valita
]3, 3.6, 6[ . Muodostetaan J:n derivaatta ja mééritetdan

(Jatkuvan) funktion V suurin arvo tarkasteluvalilla.

V'(h)=m(26,4h—55n*)=0,kun h=0 tai h=4,8.

Naéistd arvoista vain jdlkimmaéinen sijoittuu tarkasteluvilille.



Derivaatan kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, joten V'(h) >0, kun he ]O; 4,8[ ja
V'(h) <0,kun he ]4, 8; 6,6[ . Funktio V saa siis maksimiarvonsa vélilla ]3,3; 6, 6[

kohdassa 7 =4,8, ja V(4,8) :7{13,2-4,82 —1—61-4,83jz318,4.

Muissa tarkasteltavissa tapauksissa syrjdytyvin veden tilavuus:

Kun pallo on kokonaan upoksissa: V' = §7Z'I”3 = %ﬂ -3,3° ~150,5.

Toinen daritilanne: V(3,3) = 7{13,2 3,37 — % . 3,33J ~244.6.

Suurin tilavuus saadaan arvolla # =4,8, jota vastaava pallon siteen arvo on

3
=2(8,8-4,8)=6.
: 2(’ 8)

Astiasta valuva vesimiiri on siten suurin, kun pallon sidde on 6,0 cm.
2001
Kuvatkoon funktio E = E(¢), missd 7 >0, yhteiskunnan elintasoa ajan ¢ funktiona.

Talldoin derivaatta £ ’(t) kuvaa elintason muutosta. Elintason kasvu on kdantiden

verrannollinen jo saavutettuun elintasoon, joten £ '(t) =k m , missé k on vakio ja
4

E '(t) >0, koska kyseessi on elintason kasvu. Talloin myos £ > 0.

Kysytty differentiaaliyhtdlomalli voidaan nyt esittdd esimerkiksi muodossa C;—f = % ,
missd k£ >0.

Yhtélon ratkaisu saadaan separoimalla muuttujat. Aluksi saadaan EdE = kdt, josta
puolittain integroimalla %Ez =kt+D,josta E=22kt+C ,missd C=2D>0.

Koska vain positiivinen juuri kelpaa, saadaan ratkaisuksi E(t)=~/2kt +C .

Tassd E'(¢)= ﬁ >0 ja E(t)on méaritelty kaikilla ¢ > 0, joten elintason kasvu

on jatkuvaa.

Muutoksen luonnetta voidaan tutkia elintason kasvun eli £ '(t) :n derivaatan avulla.



k Lk ! K
E"(t)= D————==kD(2kt +C) 2 == (2kt + C) 2 - 2k = ———=—— <0

J2kt +C 2 (2kt+C)

kE'(t)

7 <0.

Tdméa ndhddén my0s suoraan muodosta £ ”(t) =—

Koska kasvun derivaatta on negatiivinen, on kasvu hidastuvaa.

limE (z‘) =lim+/2kt + C =0 , joten elintaso ei ldhesty mitddn vakiotasoa.

t— t—0

2002

Olkoon muropaketin paino (oik. massa) ennen kokomuutosta m (jotain yksikkod,
esim. kg) ja hinta % (jotain yksikkoa, esim. euroa). Olkoon lisdksi myyntimaara
talloin v kpl. Kokomuutoksen jialkeen uudet arvot ovat 1,10m; 1,124 ja 0,90v.

1,L10m-0,9v

my

b) Verrataan myynteja w

a) Verrataan myynteja: =0,99.

=1,008.

Vastaukset: a) Myynti vdheni painona 1 prosentin, b) rahana myynti lisdéntyi 0,8
prosenttia.

2003

Koska mainitut kulmat ovat kolmion kulmia, pitee yhteys a + £+ y =180°.
Téstd saadaan esim. y =180°—a — £ ja sijoittamalla timé annettuun yhtaloon,
saadaan sinasin f = cos(180° -a- ﬂ) = cos(180° — (a + ,B)) = —cos(a + ,B) =
=—(cosacos f—sinasin f).

Téstéd seuraa cosacos =0, miké pitee, jos cosa =0 tai cos f=0.

Siis joko a =90° tai £ =90° ja siis kolmiossa on vilttimattd 90° kulma ja kolmio
on siis suorakulmainen.

2004

Fermat’n pieni lause:
Jos p on alkuluku ja a € Z ei ole jaollinen p:114, niin a”' = l(modp).

Tdméi voidaan luonnehtia my6s seuraavasti: Jos p on alkuluku ja a € Z ei ole
jaollinen p:114, niin on olemassa k € Z siten, ettd a” —1=kp.



Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen. Tarkastellaan aluksi tapausta, jossa luku 2003
ei ole luvun n € N tekijé ja sitten tapausta, jossa 2003 on luvun n e N tekiji.

Havaitaan, ettd luku 2003 on alkuluku.
Jos luku 2003 ei ole luvun n € N tekijd, niin Fermat’n pienen lauseen mukaan

"% —1=n""" —1=2003k jollakin ke Z.
Tilldin n*” —n = n(n2002 - 1) =n-2003k = pk - 2003.

eZ
Siis n*” =n (m0d2003).

Jos sitten luku 2003 on luvun n e N tekijats. n=4k-2003, k € Z , niin

n" —p= (k -2003

)2003

~ k2003 = k-2003) (k-2003)"" ~1]=1-2003, missi
= k-(k-2003

)2002

-1 jaleZ.
T&ll6inkin siis #*°” =n (mod 2003) )

Nain viite on todistettu kaikille n e N.
2005

Pisteen O sijainti on laskujen kannalta epéoleellista.
Tilanteen hahmottamiseksi piirretdan kuva, jossa
pisteeksi O on valittu origo. Kuvan perusteella
huomataan, ettd vaadittuja vektoreita voi olla kaksi.
OA L 4B, jolloin OA- AB = 0. Merkitéin

AB=xi +yJ, jolloin (77 +97)-(x7 +yj)=0 jasiis

Tx+9y =0, josta x:—%y :

Pituusehto ‘E‘ = %‘@

, johtaa yhtdloon

\/x2 +y’ = %\/ 7° +9 , josta saadaan yhtipitivisti x° + ° = % Sijoitetaan tihin

X = —2 ja ratkaistaan saatava yhtalo ﬁ 247 —@
7 V,] y 19 y ty >

. 7. _9
Ratkaisuina ovat y = iz Ja naita vastaavat x:n arvot ovat x = +§.

Vektori OB on nyt joko



@:@+E:77+97_§7+%7:§7+§7 tai

2
OB =0+ AB=17+97+27-17-B7, 117,
2 2 2 2

2006
Jono (x,) on geometrinen, joten sen yleinen termi on x, =aq"” ,n=1,2,...

Vastaavasti jonon (yn) yleinen termion y, =bp" ", n=1,2,...

Tulojonon (zn) yleinen termi on néin ollen z, =x,y, =aq"" -bp"" = ab(qp)n_1 :

Jonon (z,) perdkkaisten termien suhde on = = =ab, joka on jonon

n-1
z, ab(pq)
indeksistd # riippumaton vakio. Niin ollen tulojono (zn) on geometrinen.

Jos geometrinen lukujono (xn) suppenee ja ( yn) hajaantuu, niin ei ole valttimatta

niin, ettd tulojono hajaantuu. Téhén riittdd vastaesimerkki:

n-1
Olkoon x, = (Zj ja y =2"". Selvisti nimi ovat geometrisia lukujonoja, joista

n-1 n-1
1 1
(x,) suppenee ja (,) hajaantuu. Kuitenkin on z, =x,y, = [Zj 2= (Ej , joka

on suppeneva geometrinen lukujono, koska suhdeluku % on itseisarvoltaan pienempi

kuin 1.

2007



