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Geometriakulma: Kiyran pituus

Edellisen geometriakulman mukaan luontevin tapa tasokéyrin esittdmiseen on parametriesitys: kiayrén pisteiden
koordinaatit esitetdin kdyridparametrin ¢ funktioina x(¢), y(¢), jolloin jokaista parametriarvoa t (joltakin tar-
kasteluvililtd) vastaa kiyrin piste (z(t), y(t)). Jos kyseessd on avaruuskiyri, tarvitaan kolmatta koordinaattia
varten kolmas funktio z(¢).

Tasokéiyrii voidaan esittiis vektorimuodossa 7(t) = x(t)i + y(t) j, avaruuuskiiyrd vastaavasti 7(t) = z(t)7 +
y(t)j + z(t) k. Téssd 7(t) on kdyrin pisteen paikkavektori, so. origosta parametriarvoa t vastaavaan kédyrin
pisteeseen osoittava vektori.

Olkoon siis tarkastelun kohteena taso- tai avaruuskéyré 7(t), ¢t € [a, b].

Kéayran pituutta voidaan approksimoida valitsemalla kayrélté jarjestyksessa pisteet Py, P, ..., Py, missd Py on
kéayran alkupiste ja P, loppupiste, ja yhdistdma&lld ndmé& murtoviivalla. Mitd enemmaén pisteitéd valitaan ja mitéa
tiheimmin ne sijaitsevat, sitd tarkemmin murtoviivan pituus tuntuisi — ainakin riittdvan sddnnollisella kayralla
— vastaavan kayran pituutta. Kéyréan pituus voitaisiin siten suoranaisesti méaritella murtoviivan pituuden raja-
arvoksi, kun jakoa tihennetaén.




Solmu 3/1999-2000 16

Pisteitd Py ja Pry1 yhdistdvan janan pituus saadaan vastaavien paikkavektoreiden erotusvektorin pituutena:
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Avaruuskédyran tapauksessa on luonnollisesti liséittévi z-koordinaatista johtuvat termit. Murtoviivan pituus on
osajanojen pituuksien summas:
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Kun jakopisteiden méaras lisdtéddan ja jakoa samalla tihennetéddn, kasvaa summan termien médra ja samalla
jokainen termi |A7y| ldhestyy nollaa. Ei siis ole selviii, miten raja-arvon kdy. Méérétty integraali on juuri
tdméntyyppisen summan raja-arvo. Se pitéisikin mieluummin mieltd4 summan raja-arvoksi kuin pinta-alaksi.

Koska juurilausekkeen raja-arvo on
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saadaan summalausekkeen raja-arvoksi integraali

b

/|F'(t)| dt.

a

Tamé antaa siis kdyrdn pituuden. Vektorin derivointi tapahtuu yksinkertaisesti komponenteittain: 7 '(t) =
' (t)i+y'(t)J

Edell& oleva raja-arvopééttely on hieman ylimalkainen. Oikean idean se kuitenkin antaa.

Esimerkkin olkoon ellipsi 2 /a?+y? /b = 1, missd a > b. Témén parametriesityksen () = a cost, y(t) = bsint,
0 <t < 27, perusteella saadaan kehdnpituudelle integraali

/ \/a2 sin? ¢ 4 b2 cos? t dt.

Tamén integrointi ei onnistu alkeisfunktioiden avulla. Se on palautettavissa erédiksi erikoisfunktioksi, jota kut-
sutaan elliptiseksi integraaliksi. Symbolinen laskentaohjelma Mathematica tuntee tdmén nimelld EllipticE.

Keh#npituudelle saadaan tilloin lauseke 4aEllipticE(1 — b2 /a?), miki on laskettavissa Mathematican versiolla
2.2. Uudemmat versiot sen sijaan tuntuvat antavan vairéan tuloksen... Mathematican pahin kilpailija Maplekasan
ei selvié taysin kunnialla ennen kuin versiossa 6.

Ruuviviiva on avaruuskéyri, jonka yhden kierroksen parametriesitys on x(t) = acost, y(t) = asint, z(t) = bt,
0 <t < 27. Edelld johdettu integraali antaa helposti tdmé#n pituudeksi 2wv/a? + b2.

Sama tulos on myo6s saatavissa alkeellisella geometrialla: Jos lieriépinta, jolla ruuviviiva sijaitsee, leikataan
jotakin sivuviivaa pitkin auki ja taivutetaan tasoksi, tulee yhta kierrosta vastaavasta ruuviviivasta kalteva jana.
Téamén vaakasuoran projektion pituus on lierién pohjaympyran kehédnpituus eli 27a; janan pystysuora projektio
on z-koordinaatin muutos eli 27b. Pythagoraan lause antaa t&lloin kidyrdn pituuden!

Kerrottakoon lopuksi edellisessd geometriakulmassa pohdittaviksi annettujen kédyrien parametriesitykset:

r = cosdt, y =sindt;
3 .
1+¢2’

cost sint t
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x=14cost, y=sint, z=2sin(t/2).

r=t3-2t y=
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Parametrivilien pohtiminen ja&akoon edelleen lukijalle.

Periaatteessa samantyyppisid kédyrid voi muodostaa monilla muillakin parametrisoinneilla. Kolmas kédyra on
ruuviviivan muunnelma. Neljdnnesséd projektio xy-tasoon on ympyré ja z-koordinaatti on méaratty siten, etté
kéyra sijaitsee origokeskiselld pallolla; kyseessé on siten pallon ja lierion leikkauskayra.

Simo K. Kiveld



