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1 Johdanto

1.1 Miksi matematiikan historiaa?

Matematiikka nayttad olevan oppirakennelma, jonka sisallon méaaraa ajasta ja paikasta
riippumaton looginen valttamattomyys, Monet matematiikkaan sisaltyvat kasitteet, kay-
tanteet ja merkinnat tulevat selvemmiksi ja ymmarrettavammiksi, kun tiedetddn jotakin
niiden takana olevista historiallisista syistd ja kehityskuluista. Matematiikan oppimisen
vaikeus ei hammastyta, kun ajattelee, ettd monien nykyaan matematiikan peruskursseihin
kuuluvien asioiden keksiminen ja hiominen on vaatinut ihmiskunnan ehkapa teravimpien
aivojen ponnisteluja, yrityksid ja erehdyksia, jopa vuosisatojen ajan. Oppikursseissa ma-
tematiikan tulokset tulevat oppijaa vastaan usein kiillotettuina ja virtaviivaistettuna. Tut-
kimuksen ja soveltamisen ongelmat, kun niita ihan itse pitaa ratkoa, puolestaan tuntuvat
usein aivan ylivoimaisilta. Historia auttaa nakemaéaan, ettd ne virtaviivaiset osatkin ovat
usein vaivalla rakentuneet.

Matematiikan haarautuminen sadoiksi osa-alueiksi hamartaa kasityksia matematiikan yh-
tendisyydesta. Matematiikan historiaa seuraamalla kuva matematiikasta kuitenkin yhtena
oppina kirkastuu.

Matemaatikoilla on kuten muidenkin tieteenalojen edustajilla tapana pystyttaa aineetto-
mia muistomerkkeja kollegoilleen nimeamalla kasitteita ja matemaattisia tuloksia heidan
mukaansa. Toisinaan nimitykset eivat osu aivan kohdalleen: herra X:n teoreeman onkin
todistanut herra Y, toisin kuin nimen kayttoon ottanut herra Z aikanaan luuli. Ei tar-
vitse ottaa kantaa siihen filosofiseen kysymykseen, onko matematiikka olemassa ihmisista
riippumatta, vai onko se ihmisluomus, kun sanoo, ettd matematiikan tuloksiin liittyy ih-
misia ja heidan tyotaan. Matematiikan historian kurssin yksi pyrkimys on kertoa jotakin
matematiikan nimien takaa 16ytyvista ihmisista ja heidan vuorovaikutuksestaan.

Luonnollisesti matematiikan historian kurssi pyrkii myos herattamaan kiinnostusta mate-
matiikkaan yhtena ihmisen kulttuurin olennaisena osana — matematiikan vaaliminen kult-
tuurina kun ei voi olla kenenkaian muun kuin matemaatikkojen ja matematiikan opettajien
itsensa asia. He ovat joka tapauksessa avainasemassa, kun pyritaan murtamaan niita san-
gen sitkeitd kasityksia, joiden mukaan matematiikka on jotain epainhimillista, sellaista,
jota normaali sivistynyt ihminen ei voi ymmartaa ja jonka ymmartaminen ei myoskaan ole
millaan tavalla tarpeellista. Matematiikan populaari esittely ”suurelle yleisolle” tuntuu
valilla nojautuvan liiaksikin juuri matematiikan historiaan. Mutta tdmékin mahdollinen
vinouma puoltaa sita, ettd matematiikan erilaisilla ammattilaisilla olisi hyvéa olla jollakin
lailla tasapainoinen ja kattava kuva matematiikan historiasta.

Ja matematiikan historia on kiehtovaal
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1.2 Tasta luentosarjasta

Matematiikan historiaa voi lahestya eri nakokulmista: sita voi yrittaa seurata kronologi-
sesti, maantieteellisesti, matematiikassa omaksutun sisaisen aihejaottelun mukaisesti, ma-
tematiikan ja ympéaroivan maailman vuorovaikutuksia tarkkaillen, matemaatikkojen hen-
kilokuvia piirtaen jne. Tassa esityksessa on valittu yksinkertaisin tapa, padasiassa kronolo-
ginen eteneminen. Niin kauan kuin liikutaan verrattain kaukaisessa menneisyydessa, tapa
on mielekas. Nykyaikaa lahestyttiaessd matemaattisen tiedon kasvu ja monimutkaistumi-
nen aiheuttaa samanaikaisten ilmioiden tulvan, ja enemman aiheenmukainen kasittelytapa
tuntuu ainoalta mahdolliselta.

Matematiikan historiasta on luonnollisesti jokseenkin mahdotonta puhua ilman matema-
tiikkaa itseddn ja sen tuntemusta. Matematiikan historian ilmididen sitoutuvat aikoihin ja
paikkoihin. Kurssin seuraaminen edellyttda ainakin jonkinasteista historian ja maantie-
teen yleissivistystd. Joudutaan siis lahteméan oletuksesta, ettd matematiikka ja historia
eivat olisi kuulijoille aivan vieraita. Painotus tulee kuitenkin vaistaméatta olemaan vahem-
mén sofistikoidun matematiikan puolella, ja varsinaisia esitietovaatimuksia ei voi esittéa.
Toivottavasti historian kurssi opettaa hiukan itse matematiikkaakin.

Oikeaoppinen historioitsija ei saisi luottaa toisen kiaden lahteisiin. Néaissa luennoissa nojau-
dun lahes yksinomaan alan oppikirjoihin. Lahdeviitteita en esitd, mutta erillisessa kirjal-
lisuusluettelossa lyhyesti esitellyista teoksista on ollut minulle hyotya. Niista saa tayden-
nysta myos lisatietoja kaipaava. — Matematiikan historiaa koskevia alkuperaisartikkeleita
lukiessa tulee usein ajatelleeksi, etta historioitsijoiden paatavoite on kumota tarkastelun
kohteena olevista ilmitista vallitsevat vakiintuneet kasitykset. Oma tavoitteeni on vahem-
man kunnianhimoinen; ennemminkin pyrin esittelemaan naita vakiintuneita kasityksia.

* * *

Tama teksti on syntynyt runsaan 30 vuoden aikana pitdmieni luentokurssien tueksi; olen
sita aikojen kuluessa muutellut ja korjaillut. Erityisen kiitollinen olen dosentti Jouni Luuk-
kaiselle, joka loppusyksysta 2011 luki tekstini huolellisesti ja esitti lukuisia korjauksia ja
tasmennyksia, jotka melkein kaikki olen ottanut huomioon. Bittimaailmassa eldvaa tekstia
on helppo muuttaa. Otan edelleen mielelldni vastaan kaikki korjaus- ja parannusehdotuk-
set.

1.3 Matematiikan historian suuret kaudet

Ennen kuin kdydaan lahemmin tarkastelemaan eri aikakausien matematiikkaa, on hyodyl-
lista luoda hyvin suurpiirteinen katsaus matematiikan koko 5000-vuotiseen historiaan.

Matematiikan historian suuria periodeja ovat ensinnékin esikreikkalainen antiikki, eten-
kin ns. babylonialaisen matematiikan kukoistuskausi n. 2000 eKr., sitten kreikkalainen ja
hellenistinen antitkki, 1ahes tuhannen vuoden jakso noin 500 eKr.— 300 jKr., intialainen
varhaiskeskiatka noin 500 — 1200 jKr., islamin eli arabialaisen matematiikan kulta-aika noin
800—-1200 jKr., renessanssi lahinna Italiassa 1500-luvulla, uuden matematiikan paaalan,
analyysin, synty Euroopassa 1600-luvulla ja sen nopea kehitys 1700-luvulla sekd mate-
matiikan yleinen abstrahoituminen ja laajeneminen 1800-luvulla. Edelliseen luetteloon
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voi varmasti lisata 1900-luvun, joka on luultavasti kasvattanut matemaattista tietoa yhta
paljon kuin miké hyvansa aikaisempi periodi ja jonka aikana suurin osa kaikkien aikojen
matemaatikoista on elanyt.



2 Matematiikan esihistoriasta

Nykymatematiikan monimutkainen ja abstrakti kédsitemaailma pohjautuu perimmaltaan
lukumaaraa, kokoa ja muotoa koskeviin havaintoihin. Tieto siitd, miten nama ovat saa-
neet systemaattista muotoa primitiivisten kansojen keskuudessa, on lahinna epasuorien
todisteiden ja spekulaatioiden varassa. Alan tutkijat ovat mm. esittdneet teorioita las-
kemisen tai geometrian synnysta kaytannon tarpeiden vaatimusten mukaan ja toisaalta
ajatuksia matematiikan mahdollisesta rituaalis-uskonnollisesta alkuperasta.

Lukumaaran ja jako-osuuden ilmaisemisen tarve on ilmeinen jo keraily- ja pyyntikult-
tuureissa. Useimmissa kielissa ilmeneva suurempien lukujen kokoaminen pienemmista
yvksikoista on ilmeisen matemaattinen oivallus. Kielitieteellisen todistusaineiston avulla
voidaan paitella, ettd useimmissa kulttuureissa lukujen ilmaiseminen on perustunut ta-
jestelméédn, mutta myos esim. kaksikymmenjérjestelméa (vaikkapa ranskan kielessd 80 on
quatre-vingts 'nelja kertaa kaksikymmenta’ ja 90 quatre-vingt-diz 'nelja kertaa kaksikym-
menta ja kymmenen’ tai latinassa 18 duodeviginti, 19 undeviginti "kaksi’, ’yksi kahdesta-
kymmenestd’) ja kaksi- tai kolmejarjestelméé esiintyy. — Suomessa ja sen sukukielissé voi
aavistella kymmenjarjestelman alkua vaikkapa yksi, yhden — yhdeksan ja kaksi, kahden —
kahdeksan -sanapareista. Kahdeksan ja yhdeksan alkuperiisiksi merkityksiksi kielitiede
esittad 'kaksi puuttuu’ ja 'yksi puuttuu’. Sanan kymmenen etymologinen selitys on 'kam-
men’ tai ’kaksi kimmenta’, jonka voi tulkita tarkoittavan sormilla laskemista niin, etta
kaikki sormet on taivutettu kdmmenta vasten. Suomalais-ugrilaisten kielten tutkimus on
osoittanut, etta lukusanat kaksi ja viisi ovat kielemme vanhinta kerrosta.

Kielitieteellisia todisteita voi halutessaan ndhda myos geometrian peruskasitteissa. Mie-
lenkiintoiselta tuntuu esim. se, ettda kulman tai kolmion kylkiin liittyvat nimitykset ovat
monissa kielissa raajojen nimia.

Geometrisia koristekuvioita tavataan jo kivikaudenaikaisessa keramiikassa ja tekstiileissa
— nain voitaisiin ajatella geometrian syntyneen ihmisen esteettisista tarpeista. Maanvilje-
lyksen ja maanomistuksen kehittyminen on tuonut mukanaan tarpeen mitata maata. Geo-
metrian merkitys rituaaleissa tulee ilmi esim. varhaisimmissa intialaisissa matemaattisissa
teksteissa, Sulvasutrissa, joissa kasitellaan temppelien alttarien mittasuhteiden méaaritta-
mista, tai ns. Deloksen ongelmassa eli kuution kahdentamisongelmassa, jonka perinteinen
muotoilu koski kuutionmuotoista alttarikivea.



3 Muinaiskulttuurien matematiikasta

Matematiikasta edes jossain maarin siind mielessa kuin sana nykyisin ymmarretaan, voi-
daan ruveta puhumaan FEgyptin, Mesopotamian, Intian ja Kiinan jokilaaksojen ensimmais-
ten suurten muinaiskulttuurien yhteydessd (amerikkalaiset maya- ja inkakulttuurit ovat
ajallisesti paljon myohaisempia ja maantieteellisesti kokonaan erossa matematiikan kehi-
tyksestd). Karkeasti ottaen kahta—kolmea vuosituhatta ennen ajanlaskumme alkua néissé
kulttuureissa kehittyneet maanviljelys, keinokastelu seka eriytynyt yhteiskuntajarjestys ja
keskitetty hallinto edellyttivat melkoisessa méaarin laskemista. Nykyaan on luotavissa jol-
tisenkin selked kuva kahden ensiksi mainitun kulttuurin matematiikasta; lansimaisen ma-
tematiikan kehitykselle on muinaiskulttuureista merkittavin vaikutus ollut Mesopotamian
matematiikalla eli babylonialaisella matematiikalla.

3.1 Egyptin matematiikkaa

Egyptilaisessa hieroglyfikirjoituksessa kaytettava numeroiden merkintdtapa on peraisin vii-
meistddn noin vuodelta 3000 eKr. Sen periaate on sama kuin roomalaisten numeroiden:
kullekin kymmenen potenssille on oma symbolinsa, joka toistetaan numeroa kirjoitettaessa
tarpeellisen monta kertaa. Numerot kirjoitettiin niin, ettd korkeampia kymmenen potens-
seja esittavat merkit olivat oikealla. Egyptilaisista piirtokirjoituksista on 16ydetty jopa
miljoonan suuruusluokkaa olevia lukuja.

| | 1 N A
1 2 3 4 5 6 1 8 g 1
N N nn M " 2 99 {

II 12 20 40 70 100 200 1000 10,000

l

Hieroglyfinumeroita

Noin 2000 eKr. numeromerkinta kehittyi nykyisempaan suuntaan, kun ns. hieraattisessa
kirjoitustavassa eri numeroita alettiin merkita omilla symboleillaan. Suurin osa siilynytta
egyptilaistda matematiikkaa on kirjoitettu hieraattisella kirjoituksella.

Egyptilaisten ajanlasku oli verrattain kehittynyt. Vuodessa oli 12 30 paivan kuukautta
ja b tasauspaivaa. Rakennustaiteen tuotteet osoittavat nekin huomattavia matemaatti-
sia taitoja. (Pyramidit; etenkin Kheopsin pyramidin mittasuhteisiin liittyvat myohemmét
numerologiset spekulaatiot lienevit kuitenkin perusteettomia.) Téllaisten epdsuorien to-
disteiden lisaksi on kaytettavissd muutamia suoraan egyptilaistd matematiikanharjoitusta
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[ w2z A

3 4 5 6 1 8 g9 1

Hieraattisia numeroita

valaisevia lahteita, joista tarkeimmat ovat kaksi sisalloltaan matemaattista papyruskasroa,
ns. Rhindin papyrus, noin vuodelta 1650 eKr., ja ns. Moskovan papyrus noin vuodelta 1850
eKr.

Rhindin eli Ahmesin papyrus sisaltad 85 etupadssa aritmeettista tehtdvaa vastauksineen
ja eraita laskemista helpottavia taulukoita. Teksti on varsin lyhytta eika aivan helposti
avautuvaa. (Ahmes oli papyruksen puhtaaksikirjoittaja, joka kuitenkin vain kopioi luulta-
vasti paljon vanhempaa tekstia, Henry Rhind, 1833-63, puolestaan skottilainen pankkiiri
ja kerailija, joka osti papyruskaaron vuonna 1858 Luxorin basaarista. Papyruskaaro on n.
5 metria pitka ja vajaan metrin leved; nykydan se on ainakin ajoittain nahtavissa esilla
British Museumissa Lontoossa.)

Rhindin papyruksen tietojen perusteella egyptildisen aritmetiikan keskeisia piirteitd ovat
additiivisuus, kahdennukseen ja osittelulakiin perustuva kerto- ja jakolasku seka yksik-
komurtolukujen kéytto. Siten esim. kertolaskussa 69 - 19 = 69 - (16 + 2 + 1) laskettiin
69469 = 138, 138+138 = 276, 276+276 = 552, 552+552 = 1104 ja 1104+138+69 = 1311.
Egyptildinen kertolasku perustui siis itse asiassa luvun binaariesitykseen. (On helppo to-

distaa, etta jokainen positiivinen kokonaisluku n on summa Z?:o a;j2’, a; € {0, 1}.)

2 1
Murtoluvuista egyptildiset kayttivat vain lukua — ja muotoa — olevia lukuja eli yksikko-
n
murtolukuja. Syy tdhan on luultavasti lukujen merkintatapa: yksikkomurtoluvun merk-
kin&d oli nimittajan numerosymboli, jonka paille piirrettiin pieni soikio tai piste. Koska

—:1n kahdentaminen tuottaa luvun —, joka ei yleensa ollut sallittua muotoa, oli kaytossa
n n

2 1
taulukkoja —:n lausumiseksi muodossa — + i + ...+ —. Rhindin papyrus sisaltaa tallaisen
n a c

2 1 1
taulukon kaikille parittomille n:ille v&lilla [5, 101]. (Triviaalia jakoa — = — + — egyptiléi-
n o n o on

set eivét kelpuuttaneet.) — Englantilainen J.J. Sylvester osoitti 1800-luvulla, ettd jokainen
ykkosta pienempi murtoluku voidaan esittda aarellisend yhden tai useamman yksikkomur-
toluvun summana ja esitti erdan algoritmin, jolla tama voidaan tehda. Todistus voidaan
tehda induktiolla murtoluvun osoittajan suhteen:

k
Olkoon p > 2. Oletetaan, ettd kaikki murtoluvut — voidaan kirjoittaa yhden

q
tai useamman eri yksikkbmurron summaksi, kun £ < p. (Ta&mé& pitda tietysti

paikkansa, kun p = 2.) Jos p on ¢:n tekija, P supistuu yksikkomurtoluvuksi.
q

1
Muussa tapauksessa olkoon — suurin yksikkomurto, joka on pienempi kuin P
n q
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Silloin n > 1 ja

eli 0 <np —q < p. Mutta

= — +
qg n nq
— — 1
Koska np — ¢ < p, P4 on eri yksikkomurtojen summa; koska P4 < —,
ng n
yksikaan niista ei ole —.
n
Egyptilainen jakolasku: lasketaan esimerkiksi —. Se on luku, joka kerrottuna 8:lla antaa
1 1 1
19. Lasketaan 1-8 =8, 2-8 = 16, §~8:4, Z~8:2, §-8:1; koska 19 = 16 + 2 + 1,
19 94 1 N 1
8 T 4 8

Egyptilaisten kirjureiden laskennon oppikirjaksi ilmeisesti tarkoitettu Rhindin papyrus si-
saltaa joukon tehtavia, jotka on tulkittavissa muotoa x 4+ ax = b oleviksi ensimmaisen
asteen yhtaloiksi, vielapa siina maarin abstraktissa muodossa, etta tuntematon ei ole ai-
van konkreettinen maéra jotain konkreettista hyodyketta, vaan abstraktimpi aha, ’kasa’.
Yhtélon ratkaisu loydettiin menettelylld, jota sittemmin on alettu kutsua nimelld posi-
tio falsi eli vadra sijoitus: tuntemattoman suuruus ”arvattiin”, laskettiin tatd arvausta
vastaava ”yhtalon oikea puoli” ja korjattiin arvausta tunnetun oikean puolen avulla.

1
Esim. ”Kasa ja - kasaa on 19. Kuinka suuri on kasa?” Jos kasa olisi 7, kasa ja -

1 1 1 1
kasaa olisi 8; koska 19 = (2+ 1 + §) -8, tehtavan oikea vastaus 16+ 3 + 3 saadaan,

kun lasket 7 2+1+1 =(1+2+4) 2+1+1 = 2+1+1 +
un lasketaal 1 3 = 1 3 = 1 3

4+1+1 + 8—i—1—i—1 —16-|—1-i-1
2 4 2/ 2 8
Rhindin Papyrus sisdltaa viela tarkistuksen, ts. ”todistuksen”: todellakin

16+1+1+1 16+1+1 =19
2 8 7 2 8) 7

Egyptilaisten tuntemat algebralliset tehtavat rajoittuvat vain lineaarisiin yhtaloihin. Toi-
sen tai korkeamman asteen yhtaloihin johtavia tehtavia ei muinaisessa Egyptissa ilmeisesti
tarvittu eika hallittu.

Kreikkalainen historioitsija Herodotos (n. 484 — n. 425 eKr.) katsoi kreikkalaisten oppineen
geometrian egyptildisilté, jotka olivat tarvinneet geometriaa maanmittaukseen: faarao oli
alkuaan antanut ihmisille viljelysmaata, kullekin yhta paljon, ja maarannyt maasta veron.
Niilin tulvan jalkeen viljelypalstojen koko muuttui. Maanmittarit, geometrit eli koydenpin-
gottajat, olisivat sitten méarittaneet uudet veroperusteet. Egyptildisten varsinainen geo-
metrinen tietdmys on siilyneista lahteista paatellen ollut kuitenkin melko niukkaa. Erdan
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Rhindin papyruksen tehtédvan (numero 50) mukaan ympyrén ala olisi laskettu tavalla, joka

vastaisi m:n jokseenkin hyvaa likiarvoa T 3,16...: "Pyorean pellon halkaisija on 9

1
ketia. Mika on sen pinta-ala? Ota halkaisijasta 9’ eli 1; jaannos on 8. Kerro 8 kertaa 8:

tulos on 64. Siis ala on 64 setatia.”

d\’ d\’ 4-64 256
Jos olisi 7 <§> = (%) , olisi m = =~ s Luonteva selitys talle arviolle

on verrata ympyrad nelioon, jonka sivu on d. Jos nelié jaetaan yhdeksdan yhtenevaan
pikkunelioon, niin nadkee helposti, ettd ympyran ala ei paljon poikkea alasta, joka on

2
— . — Rhindin papyruksessa on muitakin likima&araisme-
9 81 81 9

a+c b+d

R
Epasuorasti voidaan paatella, etta egyptilaiset olisivat tienneet, ettd yhdenmuotoisten ku-
vioiden alojen suhde on vastinsivujen suhteen nelio; asiaa ei tietenkaédn tasmallisesti formu-
loitu tai ”todistettu”. Mitadn varsinaisia todisteita siité, etta egyptilaiset olisivat tunteneet
esimerkiksi Pythagoraan lauseen sisallon, ei ole.

netelmia: nelikulmio, jonka sivut ovat a, b, c ja d saa alakseen

Ehka yllattavin egyptildista geometriaa koskeva tieto 10ytyy Rhindin papyrusta parisataa
vuotta vanhemmasta ja muuten sita suppeammasta Moskovan papyruksesta: siina laske-
taan eraan katkaistun neliopohjaisen pyramidin tilavuus kayttaen selvasti oikeaa kaavaa

h
V = 3 (a2 —|—ab—i—b2). (Papyrykseen piirretyssa kuviossa on profiili katkaistusta pyramidista,

luvut 4 ja 2 pohjan ja kannen sarmanpituuksina ja 6 korkeutena seka laskutoimitus, joka

johtaa oikeaan tilavuuteen 56.) Télle tulokselle osaa antaa arvoa, kun huomaa, ettd puo-
2 2

a”+ b=,

lisuunnikkaan alan kaavan yleistykseen perustuvan virheellisen kaavan "V = h -

saattaa 10ytaa viela 1900-luvulla painetuista oppikirjoista. — Kaavoja sanan nykymielessa
eivat egyptilaiset tosin kirjoittaneet: kaikki asiat esitettiin sanallisina toimintaohjeina ja
konkreettisin numerolaskuin.

3.2 Babylonialainen matematiikka

Muinaiskulttuureista kehittynein matematiikka oli ilmeisesti Mesopotamiassa, nykyisen
Irakin alueella. Téatd matemaattista kulttuuria on tapana kutsua babylonialaiseksi, vaikka
aluetta vallitsivat ja matematiikkaa harjoittivat vuosituhansien aikana useat muutkin kan-
sat sumerilaisista alkaen.

Babylonialaisen kulttuurin ja matematiikankin yhdistava ulkoinen piirre on nuolenpaa- eli
kiilakirjoitus. Kirjoitussymbolien kiilamuoto johtuu siita, etta ne synnytettiin painamalla
poikkileikkaukseltaan kolmiomaista kirjoitinpuikkoa vinosti saveen. Koviksi poltetut sa-
vitaulut ovat erittain kestavii, ja niitd on loydetty tuhansittain, joukossa kolmisensataa
sisalloltaan matemaattista. Nama taulut ajoittuvat kolmelle kaudelle, vuoden 2100 eKr.
ympaérist66n, vuosille 1800-1600 eKr. (Hammurabin aika) ja vuosille 600 eKr.—300 jKr.;
mielenkiintoisimmat ovat keskimmaiselta jaksolta.

Babylonialainen numeromerkinta valilla 1-59 noudatti samaa periaatetta kuin egypti-
laisen hieroglyfikirjoituksenkin. Ykkosella ja kymmenelld oli omat nuolenpaamerkkinsa,
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joita toistettiin tarvittava maara. Suurempia lukuja merkittdessa kaytettiin kuitenkin
60-kantaista paikkajarjestelmdd. Siten esim. 60 merkittiin samalla merkilla kuin 1, 61 kah-
della vierekkaiselld ykkosen merkilla jne. Kaytossa oli siis 60-kantainen lukujarjestelma
eli seksagesimaalijarjestelmda. Merkintatapaa sovellettiin myos ykkosta pienempiin lukui-
hin. Babylonialainen merkintatapa on yha kéytossa asteen tai tunnin jaossa minuuteiksi
ja edelleen sekunneiksi. Ympyran kehén jakaminen 360 asteeseen on alkuperaltaan epa-
selvempi. Sita kaytettiin tahtitieteessd ensimmaisind vuosisatoina ennen ajanlaskumme
alkua. Eraana selityksend on tarjottu m:n likiarvoa 3. Kun ympyran sdde jaetaan 60-
jarjestelméan mukaisesti kuudeskymmenesosiin, niin kehalle naita samoja jako-osia tulisi
360.

rmmyY FW W O¥VRW

1 2

BB < O @ (g4

10 1 1 20 30 40 0

T XK W T TIK
70 80

60 120 130

Babylonialaisia numeromerkintoja

”Seksagesimaalipilkun” ja nollan puuttuminen teki babylonialaisesta numeromerkinnasta
2
monitulkintaisen: ”22” saattoi olla esim. 2-60+2 = 122, 2-3600+2 = 7202 tai 2—1-@. Nollaa

tarkoittava symboli tuli osittain kayttoon muutamana ajanlaskumme alkua edeltavana
vuosisatana. Nollaa kaytettiin kuitenkin vain muiden numeromerkkien valissa, ei luvun
lopussa. Seksagesimaaliluvut esitetdan nykyajan teksteissa niin, etta eri 60:n potenssien

kertoimet erotetaan pilkuilla ja ”ykkosten” ja ”kuudeskymmenesosien” valid merkitaan

1 1
puolipisteelld; esimerkiksi 2, 35, 11; 17 = 2 - 3600 + 35 - 60 + 11 + 6—; = 9311 %

Babylonialaisten kaytannollinen numeromerkintéa teki tarkat numerolaskut periaatteessa
yhta helpoiksi kuin nykyaankin. Sailyneissa savitauluissa on esimerkkeja kertomatauluista,
jotka 60-jarjestelmassa ovat laajempia kuin meille tutut. Useat jakolaskut oli helppo pa-

lauttaa kertolaskuiksi, koska murtoluvut —, missa k& on 60:n tekija ovat yksinkertaisia

1 1 1 1
k i lilukuja (= = 0;30, - - =0;12, = =0;10, - = 0;7,30
seksagesimaalilukuja (2 5 : 5 3 e
jne. Jakolaskujen helpottamiseksi kaytossa oli kaanteislukutauluja. Naissa tyyppia 2T

1
0; 20, 1 0; 15,

jne. oleville luvuille annettiin paattyvia seksagesimaaliapproksimaatioita.
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Babylonialaiset kehittivat lisdksi taitavia algoritmisia menetelmid. Esim. nelidjuuri /a
saatettiin laskea approksimaation

ﬁ:\/m%n—l—%:l(n—l—%)

2

avulla; tissd m? on suurin a:ta pienempi kokonaisluvun nelié. Approksimaatio on sama

kuin se, joka saadaan, kun neliojuurifunktion potenssisarjasta otetaan kaksi ensimmaista
termia. Toisessa menetelméassa lahdetaan approksimaatiosta aq; muodostetaan perakkain
a a1 + by a

b1 = —, ag = N b2 = — jne.
aq 2 a9

Niin saadaan muutaman askelen jdlkeen sangen tarkka /a:n likiarvo. Ei ole kuitenkaan
olemassa todisteita siitd, etta babylonialaiset olisivat ajatelleet prosessiin sisdltyvaa paat-
tymattoméan suppenevan lukujonon ideaa.

Jo noin 4000 vuotta vanhat babylonialaiset tekstit osoittavat, ettd — toisin kuin egyptilai-
set — babylonialaiset tunsivat toisen asteen yhtalon ratkaisumenetelmén. Se ei kyllakdan
esiinny yleispatevana ratkaisukaavana, vaan numeeristen esimerkkien muodossa, mutta
esimerkit ovat selvésti tunnistettavissa yleisen metodin opetusvélineiksi. Seuraavassa kay-
tetdan 60-jarjestelman numeroita siten, ettd paikkaerotin on pilkku ja desimaalierotin puo-
lipiste. Eraassa tulkitussa savitaulussa kysytadn nelion sivua, jos ala vahennettyna sivulla
on 14,30 (eli 14 - 60 4 30 = 870) Tehtédvin ratkaisu on seuraava:

Ota puolet yhdesta, eli 0;30 ja kerro 0;30 0;30:1l4, joka on 0;15; lisda tama
14,30:een, joka on 14,30;15. Tama on 29;30:n nelio. Lisaa 0;30 29;30:een, ja
tulos on 30 eli nelion sivu.

Selvisti kyseessd on yhtilon z2 — px = ¢ ratkaisukaavan

p)2 p
x = — —
(2 T4ty

kaytto, kun p = 1 ja ¢ = 870. Huomattakoon myos, ettd alan ja sivunpituuden erilaisiin
mittayksikkoihin ei kiinnitetd huomiota, vaan kummankin lukuarvot esiintyvit samassa
yvhtalossa. — Koska negatiiviset luvut eivat olleet kaytossa, antiikin aikana toisen asteen
yhtilot saattoivat olla vain muotoa x2 = px + ¢, 2 + pxr = q ja 2 + ¢ = px, missi p ja q
ovat positiivisia.

Babylonialaista yhtalonratkaisua vield, nykysymbolein ja merkinnoin: maarita x, jolle
22 4 62 = 16. Aseta y = x + 6. Ratkaistavana on yhtaloryhmé

y—x =20
ry = 16.

Jos y = a+3jax=a— 3, niin jilkimmaiinen yhtilé on a? — 9 = 16, jostaa =5, v = 2. —
Tyyppid 722 +62 = 1 olevaa yhtiloi ei sievennetty nykytapaan jakamalla 22:m kertoimella,

vaan kertomalla koko yhtild 7:114: yhtiloksi saadaan (7x)% + 6(7z) = 7 eli 4% + 6y = 7,

1
jostay =1,z = —.
J Y 7
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Babylonialaisessa matematiikassa esiintyy jopa korkeamman asteen polynomiyhtaloihin
johtavia tehtévis; sellaisia ratkaistiin erikoistapauksissa kayttamalla apuna mm. n3 + n?-
taulukkoja. Taulukoiden avulla ratkaistiin myos korkolaskujen yhteydessa vastaan tulevia
eksponenttiyhtaloita.

Babylonialaisten matematiikka oli (kuten muidenkin muinaiskulttuurien matematiikka)
voittopuolisesti algebrallis-algoritmista. Geometriasta lienee tunnettu ainakin Pythago-
raan lause. Erdassa savitauluista puretussa tehtavassa kysytaan, miten kauas 30 yksikkoa
pitkan sauvan alapaa joutuu pystysuorasta seinasta, kun ylapaata lasketaan 6 yksikkoa.
Pythagoraan lauseen mukainen ratkaisu on /302 — (30 — 6)2 = /324 = 18.

Omalaatuisin todiste Pythagoraan lauseen tunnettuudesta Babyloniassa on luonteeltaan
aritmeettinen, nimittain paljon tutkittu ja monien selitysten kohteena ollut savitaulu, joka
tunnetaan nimelld Plimpton 322. Siinéd on seksagesimaalilukuja

1:59,0,15 1,59 2,49
1: 56, 56,58, 14,50,6,15 56,7 1,20,25
1:55,7,41,15, 33, 45 1,16,41 1,50,49
1:53,10,29,32,52,16  3,31,49 5,9, 1

2

c
Yksi taulun selitys on, etta siina olevat luvut olisivat lukuja (b_Q’ a, c), missi a? + b =

c?. Tamin ehdon toteuttavat positiivisten kokonaislukujen kolmikot (a, b, ¢) ovat ns.

Pythagoraan lukuja. On tunnettua, ettd jos kolmikon luvuilla ei ole yhteisia tekijoita, niin

luvuista a ja b tasan toinen on parillinen; jos se on b, niin on olemassa yhteistekijattomat

kokonaisluvut p ja g, siten etti a = p? — ¢, b = 2pq ja ¢ = p* + ¢°. Plimpton-taulun luvut

olisivat alku taulukolle, jossa ovat kaikki tallaiset, arvoilla p < 125 ja 1 < L <142
2 4 g2 1

saatavat luvut jarjestettyna suureen mukaan. — Plimpton 322:n merkityksesta

2pq
keskustellaan jatkuvasti, ja erilaisia tulkintoja on useita.
Babylonialaisten tekstien tiedot ympyridnmitannosta osoittavat, ettd ympyran kehan ja
halkaisijan suhteelle kaytettiin tavallisimmin arvoa 3, mutta eraista teksteista loytyy pa-
rempi likiarvo 3% (sddnnollisen kuusikulmion piirin suhde ympéri piirretyn ympyrén ke-
héa&n on 0;57, 36.)

Myos Vanhassa testamentissa esiintyy ”m:n arvo 3”7, kuten Ensimmainen Kuningasten Kirja
(7:23) kertoo:

Hén [Salomo] teki my6s meren, valetun, kymmenta kyynéaraé levedn reunasta reu-
naan, ympariinsa pyorean — — ja kolmenkymmenen kyynéran pituinen mittanuora
ulottui sen ympari.

Katkaistun pyramidin tilavuudelle 16ytyy babylonialaisista savitauluista seka vaaria etta
oikeita laskutapoja. Yleisia matemaattisia teoreemoja eivat babylonialaiset sen paremmin
kuin egyptilaisetkaan tietojemme mukaan tunteneet eivatka todistaneet: heiddn matema-
titkkansa oli (kuten ”insiné6rimatematiikka” nykypéivindkin) kokoelma toimintaohjeita,
ei niiden perusteluja.
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4 Antiikin Kreikan matematiikkaa

Matematiikan voidaan katsoa muodostuneen omaksi itsenaiseksi tieteekseen kreikkalaisen
kulttuurin piirissd noin puoli vuosituhatta ennen ajanlaskumme alkua. Muutos esikreik-
kalaisesta antiikista kreikkalaiseen matematiikkaan on hammastyttava, eika sille ole aivan
uskottavaa selitysta 16ytynyt.

Kreikkalaisen matematiikan ajanjakso ulottuu noin vuoteen 400 jKr. asti. Se voidaan kar-
keasti jakaa noin vuonna 300 eKr. paattyneeseen klassiseen kauteen ja sitd seuranneeseen
hellenistiseen kauteen. Kun puhutaan antiikin Kreikan matematiikasta, ei maantieteelli-
sesti rajoituta nykyiseen tai silloiseen Kreikkaan, vaan kysymys on paljon laajemmasta
alueesta, joka kasitti myos Etela-Italian, Sisilian, Vahan-Aasian ja Egyptin. Kaikki huo-
mattavat matemaatikot eivat ilmeisesti kansallisuudeltaankaan olleet kreikkalaisia.

Kreikkalaista matematiikkaa ei juuri voida tutkia alkuperiislahteista, toisin kuin esimer-
kiksi babylonialaista matematiikkaa. Tekstit ovat kopioita ja kopioiden kopioita. Monet
ovat myos kulkeneet kiertotien: ne on aikanaan kainnetty kreikasta arabiaksi ja sitten
arabiasta lansimaisille kielille.

Tiedot kreikkalaisen matematiikan varhaiskehityksesta perustuvat etupéassa lahes tuhat
vuotta myShemmin kirjoittaneen Prokluksen (410[7]-485 jKr.) historiaan. Huomatta-
vasti varhaisemman Fudemuksen (n. 320 eKr.) aritmetiikan ja geometrian historioista on
sailynyt vain muutama mychempien kirjoittajien lainaama katkelma. Myohempienkaan
kreikkalaisten matemaatikkojen alkuperiisia kéasikirjoituksia ei ole sailynyt — kreikkalais-
ten kirjoitusmateriaali oli papyrus. Luultavasti monien tuntemiemme kreikkalaisten suu-
renmoisten matemaattisten saavutusten lisaksi paljon hienoa matematiikkaa on aikojen
saatossa tuhoutunutkin. Hyvin suuri osa varhempien vuosisatojen kreikkalaisesta mate-
matiikasta on koottu Fukleideen monumentaaliseen teokseen Alkeet, joka on Kkirjoitettu
noin 300 eKr.

Kreikan perustavaa laatua oleva merkitys matematiikan historialle nakyy vaikkapa lu-
kuisien matemaattisten termien kreikkalaisesta alkuperasta. Tallaisia ovat esimerkiksi
trigonometria, logaritmi, aritmetitkka, geometria, matematiikka, teoreema, tetraedri,
probleema, ellipsi, paraabeli, hyperbeli, aksiooma, analyysi... Luetteloa voi jatkaa lahes
rajatta. — Kaikki matematiikan kreikkaan perustuvat termit eivat toki ole antiikin ajalta,
mutta matematiikan kieleksi miellettya kreikkaa on kaytetty uudissanoja luotaessa. Ma-
tematiikan kehityksen kannalta olennainen keksinto, kuvion osien nimeaminen kirjaimin
niin, etta kuviosta puhuminen ja kirjoittaminen yksinkertaistuu, on sekin kreikkalainen
innovaatio.

4.1 Kreikkalaisten laskento

Kauppaa kayvat kreikkalaiset kaupunkivaltiot tarvitsivat kaytannon aritmetiikkaa. Ero-
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tukseksi lukujen ominaisuuksia tutkivasta ”oikeasta” aritmetiikasta, nykytermein siis lu-
kuteoriasta, kaytannon laskemista kutsuttiin logistiikaksi.

Kreikkalaiset kayttivat lukujen merkinnéssa kahta eri jarjestelmaa. Vanhemmassa, attika-
laisessa eli herodiaanisessa jarjestelmassa esitystapa oli samanlainen kuin egyptilaisilla tai
roomalaisilla, ts. ykkosella, kymmenella, sadalla, tuhannella ja kymmenelldtuhannella oli
oma symbolinsa kullakin. | = 1, I' = 5, ei iso gamma vaan vanha iso pi kuten pentagoni,
A = 10, H = 100 — vrt. hehtaari — X = 1000 — vrt. kilo — M = 10000). My6hemmaissa,
joonialaisessa jarjestelméssa kutakin luvuista 1, 2, ..., 9, 10, 20, ..., 90, 100, 200, ..., 900
vastasi aakkoston kirjain (1 = A, 2 = B, 3 = I" jne., myShemmin — pienaakkoset ovat synty-
neet paljon myShemmin kuin suuraakkoset — 1 = « jne.), lukuja 1000, . .., 9000 merkittiin
vastaavilla ykkosten symboleilla, joita edelsi pilkku, ja suurempia lukuja kayttamalla ker-
rointa M = 10%. Jotta luvut eiviit sekoittuisi sanoihin, lukuja tarkoittavien kirjainten tai
kirjainyhdistelmien ylapuolelle vedettiin vaakasuora viiva. Tavallisten kreikan aakkosten
lisdksi numeromerkinnoissa kaytettiin muutamaa sittemmin aakkoskaytosta poistunutta
kirjainta. — Vaikka kreikan kirjaimisto on paljolti lainaa foinikialaisilta, foneettisen kirjoi-
tustavan keksijoilta, niin keksinto kayttaa kirjaimia numeroina on puhtaasti kreikkalainen.

A =1 I =10 P =100
B = K =20 2 =200
r =3 A =30 T =300
A =4 M=40 Y =400
E =5 N =50 o =500
Clgl=6 z =60 X =600
1 =7 0=170 Y = 700
H =38 M=280 Q =800
8 =9 0 =90 T{A]= 900

Joonialaiset numeromerkit
”Oudot” kirjaimet ovat digamma (6), koppa (90) ja sampi (900).

Joonialainen numeromerkinta sailyi tieteellisessa kaytossa lansimaissa viela pitkadn kes-
kiajan lopulle, kauan nykyisen intialais-arabialaisen lukumerkinnan kayttoontulon jalkeen-
kin. — Joonialaiseen lukumerkintdan ei varsinaisesti kuulunut murtolukuja; yksikkomur-
toluvuista kaytettiin kuitenkin merkintaa, jossa nimittajaa esittavaan symboliin liitettiin
murtoluvun merkki, ja mychemmin tulivat kidyttoon seksagesimaalimurtoluvut (minuutit
ja sekunnit).

4.2 Thales — kreikkalaisen matematiikan alku

Perimétiedon mukaan ensimmaéinen nimeltd tunnettu kreikkalainen matemaatikko (ja ma-
temaatikko yleensédkin) oli Vahén-Aasian merkittdvimmaésta kreikkalaiskaupungista Mile-
toksesta kotoisin ollut kauppias Thales (624[?]-547[?] eKr.). Thaleen, joka oli yksi Kreikan
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perinteen seitsemésté viisaasta (néihin kuului myds Ateenan kuuluisa lainlaatija Solon),
kerrottiin saaneen oppinsa Egyptista. Hanen sanotaan esittaneen tai todistaneen seuraavat
viisi geometrian teoreemaa. — Sanan teoreema, samoin kuin teorian ja teatterin pohjana
on kreikan katsomista tai havaitsemista tarkoittava verbi Yewpew.

1. Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret.
2. Ristikulmat ovat yhta suuret.

3. Kaksi kolmiota, joilla on yhta suuret kaksi kulmaa ja niiden valinen sivu, ovat
yhtenevat.

4. Ympyrin jokainen halkaisija jakaa ympyran kahteen yhta suureen osaan.

5. Puoliympyran kaaren sisdltaméa kulma on suora.
Naista erityisesti viimeinen kulkee edelleen nimella Thaleen lause.

On huomattava perustavanlaatuinen ero Thaleen ja babylonialaisen tai egyptildisen geo-
metrian valilla: Thales muotoili yleispatevia kuvioiden ominaisuuksia koskevia lauseita,
jalkimmaiset esittivat laskennollisia ratkaisuja tiettyihin eksplisiittisesti muotoiltuihin
probleemoihin. Epéselvempad on, mitd tarkoittaa, ettd Thales todisti ndma — ilmeisesti
han esitti vaittamien tueksi rationaalisia perusteluja.

4.3 Pythagoras ja pythagoralainen matematiikka

Noin puoli vuosisataa Thalesta nuorempi on Vihan-Aasian rannikon Samos-saarelta kotoi-
sin oleva Pythagoras (572[?]-497 eKr.), niin ikd&n puoleksi tarunomainen hahmo. Pythago-
raan Eteld-Italian Krotoniin (nykyisin Crotone) noin 530 eKr. perustamalla matemaattis-
mystisella koulukunnalla on ollut suuri merkitys matematiikan kehitykselle itsenaiseksi
tieteenalaksi. Sana "matematiikka”, pafdnua johdoksineen, lienee pythagoralaisten kayt-
t00n ottama, ja sen alkuperédinen merkitys on ’se, mikéa tulee tietdd’. (Sanan etymologisia
sukulaisia ovat sanskriitin man ’ajatella’, latinan mens 'mieli, sielu’ tai saksan munter
'iloinen’.) Pythagoralaisten keskuudessa sanotaan tulleen kéyttédn opetussuunnitelman,
jossa geometrialla, aritmetitkalla, astronomialla ja musiikilla, myohemmin latinankieli-
selld nimelld quadrivium tunnetulla yhdistelmélla, oli keskeinen asema. (7Triviaali-sana
muuten johtuu seitseméan vapaan taiteen oppijakson alkuosan humanistisemmista kolmesta
aineesta, grammatiikasta, retoriikasta ja logiikasta, jotka muodostivat triviumin.)

Pythagoralaisten veljeskunnan symboli oli viisikanta eli pentagrammi, saannéllisen viisi-
kulmion lavistajien muodostama viisisakarainen tahti, jonka keskustan muodostaa saan-
nollinen viisikulmio. Symbolin ja kuvioon sisidltyvdan matematiikan yhteydestd janojen
yhteismitattomuuden keksimiseen on spekuloitu.

Pythagoralaiset eivat juuri jattaneet kirjallisia lahteita — veljeskunta siirsi tietoa suullisesti
ja pyrki salaamaan oppinsa ulkopuolisilta. Turvallisempaa kuin liittda asioita suoraan
Pythagoraaseen itseensa on sanoa niiden liittyvan pythagoralaisiin.

Keskeistd pythagoralaisten matematiikassa ja koko filosofiassa oli (luonnollinen) luku.
Téassa mielessa Pythagoraan koulukuntaa voidaan pitaa babylonialaisen aritmeettis-
algebrallisen tradition jatkajana. Aritmetiikka erotettuna logistiikasta on pythagoralaista
lahtoa. Pythagoralaisilta periytyvat paitsi lukumystiikkaan liittyvat kasitteet myos useat
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vha kaytossa olevat lukujen luokittelut. Tallainen on mm. luokittelu parilliset ja paritto-
mat luvut. Huomattakoon, etta luvun parillisuus ja parittomuus ei kreikkalaisten lukumer-
kintaa kaytettaessa ole ollenkaan niin heti ilmeinen asia kuin nykyisessa kirjoitustavassa.
Yhta ja toisinaan myos kahta ei pidetty samassa mielessa lukuina kuin nyt. Luokitusta tar-
kennettiin mm. luvun tekijoiden parillisuuteen pohjautuvalla jaottelulla pariton—pariton,
pariton—parillinen, parillinen—parillinen. Luokittelu alkuluku — yhdistetty luku on myos
pythagoralainen. Alkulukuja kutsuttiin lineaarisiksi luvuiksi, yhdistettyja lukuja tasolu-
vutksi.

Lukujen jako taydellisiksi, vajaiksi ja abundanteikst eli runsatksi on myos vanha, joskaan
sitéd ei pystytéd suoraan kytkemédn pythagoralaisiin. Luku on vajaa, jos sen tekijoiden (1
mukana, luku itse ei) summa on pienempi kuin itse luku (1 + 2 + 4 < 8), téydellinen, jos
summa on sama kuin luku (1 4+ 2+ 3 = 6) ja runsas, jos summa on suurempi kuin luku
(1424446 > 12). Antiikin aikana tunnettiin nelja taydellista lukua: 6, 28, 496 ja 8128.
Lisiksi tiedettiin, etté jos 2P —1 on alkuluku, niin 2°P=1(2P —1) on tiydellinen luku. — Euler
todisti 1700-luvulla, etta kaikki parilliset taydelliset luvut ovat tata muotoa. Muotoa 2P —1
olevat alkuluvut ovat ns. Mersennen alkulukuja; usein uusien ja entistd tehokkaampien
tietokoneiden testiajoissa saavutetut ”suurin tunnettu alkuluku” -muotoiset ennatykset
ovat poikkeuksetta koskeneet Mersennen alkulukuja.

Taydellisen luvun kasitteen sukulainen on ystavallisten lukujen kasite: n ja m ovat ysta-
vallisia, jos n on m:n tekijoiden summa ja m n:n tekijoiden summa. Pari m = 284, n = 220
on esimerkki tallaisista luvuista.

Tyypillinen pythagoralaisten tuote oli kuviolukujen teoria. Kuviolukujen pohjana on aja-
tus lukujen samastamisesta pisteistoihin ja ilmeisesti konkreettiset laskukivien konfiguraa-
tioilla tehdyt kokeilut. Kuviolukuja ovat kolmioluvut 1, 3, 6, ...,

*
*
nelicluvut 1, 4,9, ...,
*
viisikulmioluvut 1, 5, 12, ...
*
k k *
* * * * * *
* * * * *
* * *

ja pitkanomaiset luvut 2, 6, 12, 20, .... Yleisesti ensimmaéinen n-kulmioluku on 1 ja toinen

on n. Jos kmnetta lukua m(n, k) edustaa n-kulmio ja siiné olevat m(n, k) pistetté, k + 1.

saadaan jatkamalla kahta n-kulmion sivua E—osalla pituudestaan, taydentamalla kuvio n-



20

kulmioksi ja lisaamalla uusille sivuille pisteita niin, ettd kuvion reunan joka sivulla on sama
maara pisteitd. Prosessissa lisatyt pisteet muodostavat gnomonin, kuvion, joka edustaa
kahden perdkkéisen kuvioluvun erotusta. (Antiikin luonnontieteessd gnomon tavataan eri
yvhteyksissa. Se voi olla aurinkokellossa varjon synnyttava sauva, puusepan suorakulma-
tyokalu tai geometriassa se osa suunnikkaasta, joka jaa yli, kun suunnikkaasta poistetaan
pienempi suunnikkaan muotoinen kulma.) Kuvioita, erityisesti gnomoneja tarkastelemalla
nakee helposti monia lukurelaatioita, mm.

1+3+5+-+(2n—1) =n?

tal
2- (142434 --+n)=n(n+1)

(kaksi n:tta kolmiolukua muodostavat pitkdnomaisen luvun n(n+1)) tai ettd nelicluku on
kahden perakkaisen kolmioluvun summa.

Kasitteet aritmeettinen, geometrinen ja harmoninen keskiarvo ovat peraisin pythagora-
laisilta. Naihin johduttiin ilmeisesti musiikkiin liittyvien numerosuhteiden tarkastelujen
kautta, pythagoralaiset kun havaitsivat, etta jannitettyjen kielten aanenkorkeudet ja kiel-
ten pituudet olivat tekemisisséd toistensa kanssa. Sen, ettd b on a:n ja c:n aritmeettinen,
geometrinen tai harmoninen keskiarvo, voi karakterisoida yhtaloilla

c—b_
b—a

a
a’ b—a a b—a a

Oktaavin paassa toisistaan olevia savelia vastaavien kielenpituuksien harmoninen keskiarvo
antaa savelen, joka on kvinttia korkeampi kuin alkuperaisista savelistd matalampi. Savel-

harmonia teki lukukolmikon (6, 8, 12) sindnsd harmoniseksi; seurauksena oli esim., etta
kuutio, jossa on 6 sivutahkoa, 8 karkea ja 12 sarméaa, oli harmoninen kappale.

Pythagoralaiset maarittelivat a:lle ja c:lle kaikkiaan 10 eri keskiarvoa varioimalla a:n, b:n
ja c:n paikkoja yllaolevan kaltaisissa kaavoissa.

Geometriassa riidattomimmin pythagoralaisiin liitettavissa oleva teoreema on kolmion kul-
mien summaa koskeva lause.

Pythagoraan lauseen alkupera kreikkalaisessa geometriassa on epéaselvd. Olettamusta,
jonka mukaan lause tosiaan olisi peraisin itse Pythagoraalta, ei ainakaan voi helposti to-
distaa vaaraksi. Yksinkertainen ja mahdollisesti alkuperainen lauseen todistus hyodyntaa
yvhdenmuotoisia kolmioita, jotka synnyttaa hypotenuusaa vastaan piirretty korkeus: jos x
ja y ovat kateettien a ja b projektiot hypotenuusalla ¢, niin

a’> b
cTERY=TA D

josta ¢ = a? + b%. Tami todistus perustuu kuitenkin suhdeoppiin, joka osoittautui on-
gelmalliseksi. Eukleides todistaakin Pythagoraan lauseen alykk&an apupiirroksen avulla,
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G

Eukleideen todistus Pythagoraan lauseelle

joka palauttaa kysymyksen tietoon, jonka mukaan samakantaisilla ja samakorkeuksisilla
kolmioilla on sama ala.

Pythagoraan on arveltu paatyneen lauseeseensa havaittuaan, etta kolmio, jonka sivut ovat
5, 4 ja 3 on suorakulmainen; todistus on voinut sitten perustua yhdenmuotoisiin suorakul-
maisiin kolmioihin tai nelion erilaisiin paloitteluihin neljaksi suorakulmaiseksi kolmioksi ja
nelioiksi.

4.4 Yhteismitattomuus

Pythagoralaisten kokonaislukuihin perustuva matematiikan jarjestelma johti ymmarret-
tavasti geometriassa yhteismitallisuuteen perustuvaan suhdeoppiin: geometrisia suureita
yritettiin verrata toisiinsa niiden mittalukujen kautta. Pythagoralaisten jarjestelma koki
melkoisen kriisin, kun (ilmeisesti viidennelld vuosisadalla ennen ajanlaskumme alkua kui-
tenkin Pythagoraan elinaikaa myohemmin — vuosilukua 430 eKr. on esitetty; keksijaksi
perimétieto kertoo Hippasus Metapontolaisen) havaittiin, ettd monet yksinkertaiset jana-
parit, kuten nelion sivu ja lavistdja tai jatkuvaan suhteeseen jaetun janan osat, eivit voi
olla yhteismitallisia.

Tunnettu jaollisuuteen perustuva epésuora todistus luvun /2 irrationaalisuudelle (Jos
V2=252om supistettu murtoluku, niin p? = 2¢2, joten p? ja siis p on parillinen,
jolloin 52 ja giis 2¢2 on jaollinen 4:114, ja ¢ siis parillinen eli ¢ parillinen, mikéi on risti-
riidassa sen kanssa, etta P on supistettu.) on mahdollisesti ollut tuttu pythagoralaisille;
ainakin Fukleides kayttaa sita. Todistus yhdistettyna Pythagoraan lauseeseen kertoo heti,

etta nelion sivu ja lavistaja eivat voi olla saman janan monikertoja: ne eivat siis ole yh-
teismitallisia.

Toinen arveltu tie yhteismitattomien janojen olemassaolon toteamiseen liittyy pythagora-
laisille tarkeaan viisikantakuvioon. Jos viisikulmion sivu on a ja lavistaja d, on viisikantaan
liittyvia tasakylkisia kolmioita tarkastelemalla melko helppo johtua tulokseen, jonka mu-
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kaan — = . Viisikulmion sivu on taman mukaan pitempi niista osista, jotka saadaan,
a

kun lavistaja j%etaan ns. jatkuvaan suhteeseen. Jatkuvaan suhteeseen perustuvaa jakoa
voi jatkaa: jos sivusta erotetaan lavistajan jaon pienempi osa d — a, jaljelle jadneen osan
a — (d — a) = 2a — d suhde d — a:han on sama kuin d — a:n suhde a:han jne. Jos nyt a ja
d olisivat janan m monikertoja, olisivat sita d — a, 2a — d jne., mutta jakoja toistettaessa
jako-osat pienenevat, ja lopulta ne alittavat m:n, ja tullaan taas ristiriitaan. — Edelli-
sissa paattelyissd on molemmissa esiintynyt epdasuora todistus. Se on yksi kreikkalaisen

matematiikan ominaispiirteita.

Yhteismitattomuuden havaitseminen ja tasta seuraava huomio, jonka mukaan pelkilla lu-
kusuhteilla ei voida ilmaista geometrisia relaatioita, johti matematiikan painopisteen muut-
tumiseen geometrian suuntaan: aikaisemmin laskemalla ratkaistut tehtavat oli voitava
ratkaista synteettisen geometrian keinoin, samaa ulottuvuutta olevien kuvioiden avulla.
— Huomattakoon, ettd kutsumme yha luvun toista ja kolmatta potenssia sen nelioksi ja
kuutioksi.

Mm. toisen asteen yhtaloita vastaavia tehtavia ei voinut ratkaista babylonialaisten tapaan
laskualgoritmilla, vaan laskualgoritmia vastaavalla geometrisella konstruktiolla. Téllainen
on ns. pinta-alan sovittaminen. Tehtavassa konstruoidaan suorakaide, jonka kanta on an-
netun janan pituinen ja jonka ala ylittaa tai alittaa annetun nelion alan neliclla, jonka sivu
on suorakaiteen korkeus. Algebrallisesti tehtivi on ax4x? = b?. Yksinkertainen geometri-
nen konstruktio tehtavan ratkaisemiseksi tapauksessa, jossa suorakaiteen ala ylittaa nelion
alan: piirretdan AB = a. Olkoon C' AB:n keskipiste. Erotetaan AB:n keskinormaalilta

a
CO = b. Piirretaan O-keskinen i—séiteinen ympyra, joka leikkaa puolisiteen C'B pisteessa

2
D. Nyt DB = % — (2) — b2 = 1, silld jos piirretdan nelic DBEF, niin suorakaiteen

2
ADF(@ ala on

G F E
x
a
A B
c D
b
(o,

Toisen asteen yhtidlon geometrinen ratkaisu

<a_x>x:ax_x2:(g+ (g)%bz> (g_ (g)%ba):bz

Suorakaiteen ABEG ala on siis tunnetun nelién ala b? lisittyni neliolld, jonka sivu on
suorakaiteen toinen sivu. Voidaan huomata, ettd itse asiassa on ratkaistu tehtava ”kat-
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kaise jana niin, ettd sen osat muodostavat suorakaiteen, jonka ala on tunnettu”. Tallaisia
tehtavia olivat monet babylonialaisen matematiikan ”toisen asteen yhtalot”. — Vastaava
Pythagoraan lauseeseen perustuva konstruktio tilanteeseen, jossa suorakaiteen ala on tun-
netun nelion ala vahennettyna neliolld, on helppo tehda.

Tieteen historiaa sysayksittain etenevéna pitava koulukunta nimittad yhteismitattomuu-
den keksimistd matematiikan ensimmaiseksi suureksi kriisiksi.

4.5 Antiikin kolme suurta ongelmaa

Vanhin ilmeisesti jokseenkin alkuperaisen kaltaisena jalkimaailmalle sailynyt kreikkalainen
matemaattinen teksti on Khiokselta kotoisin olleen Hippokrateen (n. 470 — n. 410 eKr.)
(Hippokrates Khioslainen on eri henkil6 kuin ldéketieteen isdné tunnettu Kosin Hippokra-
tes) tasakylkiseen suorakulmaiseen kolmioon liittyvien ympyrankaarikaksikulmioiden eli
Hippokrateen kuunsirppien pinta-alan méaaritys (noin 430 eKr.).

Puoliympyrdiden, joiden halkaisijoina ovat (minkd hyvénsd) suorakulmaisen kolmion hy-
potenuusa c ja kateetit a ja b, alat ovat muotoa kc?, ka? ja kb?, missi k on verrannolli-

suuskerroin (itse asiassa k = 5%) Jos ison puoliympyran ulkopuolelle jaavien pienempien

puoliympyroiden osien ala on X, niin koko kuvion ala voidaan lausua kahdella tavalla:

1 1
X + kc?® = ka® + kb® + §ab. Pythagoraan lauseesta seuraa heti, etta X = §ab eli sama
kuin suorakulmaisen kolmion ala.

Hippokrateen sanotaan yrittdneen soveltaa samaa ideaa ympyran pinta-alan maarittami-
seen seuraavasti: jos saannollisen kuusikulmion, jonka sivu on r ja ala Y, ympari piirretaan
ympyra ja kunkin kuusikulmion sivu halkaisijana piirretaédn puoliympyrat, saadaan pipar-

kakun muotoinen alue, jonka ala on toisaalta Y + 6k (g) , toisaalta kr? + 6X, missd X

on ison ympyran ja pienemmén puoliympyran valiin jadavan alueen ala. Jos X tunnetaan,
verrannollisuuskerroin £ eli ympyran ala voidaan méaarittdaa. Ongelmaksi muodostuu se,
ettd X ei ole samoin helposti maaritettavissa kuin vastaavassa suorakulmaisen kolmion
tapauksessa. — Trigonometrisin tarkasteluin voidaan osoittaa, etta ympyrankaarikaksi-
kulmion nelidinti onnistuu silloin ja vain silloin, kun kaksikulmiota rajoittavien kaarien

keskuskulmien suhde on jokin luvuista 2, 3, 37 5, 3" Ensimmainen, joka tdméan todisti, oli
Turun Akatemian matematiikan professori Martin Wallenius (1731-73).

Ympyran pinta-alan maaritys eli ympyran nelioimisen ongelma on yksi antiikin kolmesta
suuresta matemaattisesta ongelmasta, joiden tutkimus alkaa viidennelta vuosisadalta eKr.
Muut kaksi ovat kulman kolmijako ja kuution kahdentaminen. Kaikissa tapauksissa rat-
kaisu pyrittiin saamaan puhtaasti geometrisin konstruktiomenetelmin, harpilla ja viivoit-
timella eli ns. euklidisilla tyokaluilla. Vasta 1800-luvulla kyettiin lopullisesti osoittamaan,
ettd mikaan naistd konstruktioista ei onnistu. Ympyran neliéinnin mahdottomuus palau-
tuu siihen, ettd 7 on transkendenttiluku (minka todisti saksalainen Ferdinand Lindemann
(1852-1939) v. 1882), ja kulman kolmijaon seké kuution kahdentamisen mahdottomuus sii-
hen, etta harppi ja viivoitinkonstruktioin voidaan tuottaa vain pisteita, joiden koordinaatit
saadaan lahtopisteiden koordinaateista rationaalisin laskutoimituksin ja neliojuuren otoin,
kun taas mainitut ongelmat johtavat yleensad kolmannen asteen yhtaloihin, joille 1800-
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luvun alkupuolella kehittyneiden keinojen mukaan voidaan osoittaa, etta tallainen ratkaisu
ei yleensa ole mahdollinen. Tasmallisen todistuksen kuution kahdennustehtavan ja kul-
man kolmijaon ratkeamattomuudelle harpilla ja viivoittimella antoi ranskalainen Pierre
Wantzell (1814-48) vuonna 1837. — Kolmijako-ongelma kiehtoo silti edelleen, ja esim.
yliopistojen matematiikan laitoksiin saapuu yha ehdotuksia ongelman ratkaisemiseksi.

Antiikin kolme suurta ongelmaa ovat tyypillisid puhtaan matematiikan ongelmia: niilla
ei oikeastaan ole mitaan tekemista kaytannon tarpeiden kanssa. Vaikka 2200 vuoden tyo
lopulta osoitti, etta kaikki kolme ongelmaa ovat alkuperaisessa mielessa ratkeamattomia,
niin ratkaisuyritysten vaatimien lisdaapuneuvojen kehittely on monissa yhteyksissa vienyt
matematiikan kehitystd eteenpéin: jo antiikissa esim. Menaikhmos (noin 350 eKr.) joh-
tui kuutiota kahdentaessaan kartioleikkauskayriin ja Hippias (noin 425 eKr.) kulman
kolmijako-ongelman yhteydessa erdaaseen transkendenttikayraan.

Hippiaan kayran, trisectrizin eli quadratrizin, voi ajatella syntyvén tasaisella kulmanopeu-
della pyorivan ympyran siateen ja tasaisella nopeudella liikkuvan, suuntansa sailyttavan
janan leikkauspisteen urana. Ajatellaan, ettd ympyran keskipiste on origo ja sdde kaantyy
vastapaivadn niin, ettd sen toinen péétepiste lahtee pisteestd A = (1, 0) ja padtyy pistee-
seen B = (0, 1). Saman ajan kuluessa x-akselin suuntainen jana puolestaan kohoaa niin,
ettd sen toinen paatepiste siirtyy origosta O pisteeseen B. Siateen ja janan leikkauspiste
piirtaa trisectrix-kayran. Nykymerkinnoin kayran yhtaloksi saataisiin

tan -2
= I tan —.
y 2

Jos trisectrix on kéytettévissd, kulman kolmijako (tai mihin tahansa suhteeseen jako) on
yvksinkertaista. Sijoitetaan kulma, jonka suuruus on « niin, ettd sen karki on origossa ja
oikea kylki yhtyy z-akseliin. Jos vasemman kyljen ja trisectrixin leikkauspiste on Py =

(2o, Yo), niin suora y = §y0 leikkaa trisectrixin pisteessd P; niin, ettd ZAOP; = ga.
Koska
lim Y 2
¥=0 tan oo
2

trisectrix leikkaa x-akselin pisteessd, jonka etaisyys origosta on 1-sdteisen ympyran ke-
han neljanneksen kaanteisluku. Tata tietoa voi kayttaa ympyran suuruisen nelion kon-
struoimiseen. — Viimeksi mainittua havaintoa ei tehnyt Hippias, vaan vasta mychemmin
Dinostratos, Menaikhmoksen veli.

Kolmijako-ongelmaan esitettiin myos mm. ns. neusis-ratkaisuja. Niissd pyrittiin maara-
mittainen jana ”liu’uttamaan” asemaan, jota ei voi maarittda harpilla ja viivoittimella.
Arkhimedes esitti seuraavan yksinkertaisen kolmijakokonstruktion: Olkoon annettu kulma
AOB, AO = OB = r. Piirretdan O-keskinen r-siateinen ympyra ja piirretdédn A:n kautta
suora, joka leikkaa ympyran myos pisteessa D ja suoran BO pisteessa ('; asetetaan suora
vield niin, ettd C'D = r (tdmé& on neusis). Tasakylkisistd kolmioista DC'O ja DOA néh-
déan heti, ettda LZAOB = 3- ZACB. — Ei ole tarkkaa tietoa siitd, miksi geometrian ainoiksi
sallituiksi tyokaluiksi kiteytyivat juuri harppi ja viivain. Antiikin aikana geometriassa kay-
tettiin usein myoOs neusis-menetelméat mahdollistavaa viivainta, johon on merkitty kiintea
jana.
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Kuution kahdennusongelma tunnettiin antiikin aikana myos Deloksen ongelmana. Yksi
asiaan liittyvan legendan versio kertoo, ettd Delos-saarta vaivanneen kulkutautiepidemian
vuoksi konsultoitu oraakkeli oli kehottanut kaksinkertaistamaan Apollon temppelin kuu-
tionmuotoisen alttarin. Epidemia ei ollut hellittanyt, vaikka tyomiehet olivat rakentaneet
alttarin, jonka mittasuhteet olivat alkuperaiseen verraten kaksinkertaiset. Deloksen asuk-
kaat kysyivat neuvoa Platonilta, jonka piirin matemaatikot yrittivat ratkaista ongelmaa.

Nelion kahdennustehtévi: etsi z, jolle 22 = 2a?, voidaan ratkaista etsimilld amn ja 2a:mn

keskiverto:
2a x

x a
Hippokrates (joka eli paljon ennen Platonia!) keksi, ettd kuution kahdennusongelma pa-
lautuu samalla tavoin kahden janan kahden keskiverron maéarittamiseen: jos

a x Y

Ty 2
niin
a a T Yy 1

@2z oy 20 2
Menaikhmos puolestaan osoitti, ettd Hippokrateen versio ongelmasta palautui paraabelin
. o« . . .ee . 2 a . . . .« . . “ee 2
(nykyaikaisin merkinnéin esim. y* = 53@) ja hyperbelin (nykyaikaisin merkinnéin zy = a®)
leikkauspisteen etsimiseen.

Ympyran nelicinti on kautta aikojen ollut matemaatikkojen piirin ulkopuolellakin tunnettu
esimerkki vaikeasta tai mahdottomasta tehtévastd. Dante Alighierin (1265-1321) Juma-
laisen ndytelmdn viimeisestd runosta: ”Kuin matemaatikko, kun ympyréaé héan / keskittyy
nel6iméan eiké keksi / suhdetta tarkedd, jos kuinka miettii . ..” (Elina Vaaran suomennos).

4.6 Zenonin paradoksit

Yhteismitattomuuden tavoin merkittavaa osaa kreikkalaisen matematiikan kehityksessa
ndyttelivit elealaisen Zenonin (n. 450 eKr.) liikettd, aikaa ja ddrettomyyttéa koskevat pa-
radoksit dikotomia, Akhilleus ja kilpikonna, nuoli ja stadion. Jos on kuljettava O:sta 1:een,

on ohitettava pisteet —, —, jne. Afrettomén monessa pisteessa ei voi vierailla darellisessa

ajassa, joten liike ei ole mahdollista. Jotta Akhilleus tavoittaisi kilpikonnan, hinen on en-
sin paastava pisteeseen, jossa kilpikonna oli liikkeelle ladhdettaessa, sitten pisteeseen, jossa
kilpikonna oli Akhilleuksen ollessa edella tarkasteltuna hetkend jne. Nain Akhilleus on
aina kilpikonnaa jaljessa. Lentdva nuoli on jokaisena ajanhetkené tietyssa paikassa. Se ei
siis voi liikkua. Olkoon kolme rivia esineité:

A A A A
B B B B
¢ C C C

Jos A:t ovat paikallaan, B:t liikkkuvat oikealle niin, ettd lyhyimpéana mahdollisena aikana
B:t siirtyvat yhden pykéldn A:ihin verrattuna ja C:t liikkkuvat samoin vasemmalle, niin
lyhyimpéana mahdollisena hetkend B:t ja C':t siirtyvatkin toisiinsa nahden kaksi pykalaa,
joten on vield lyhempia hetkia.
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Zenonin paradoksit osoittavat, ettd avaruuden kasittaminen diskreetiksi — mika oli koko-
naislukuihin perustuvan pythagoralaisen matematiikan mukainen kasitys — johtaa ongel-
miin. Aristoteles (384-322 eKr.) torjui paradoksit tuomalla matematiikkaan luvun ja
suureen eron. Suuretta voidaan jakaa rajatta. Aristoteles késitteli filosofiassaan aaret-
toman kéasitettd. Héanen kantansa oli, ettd ns. aktuaalista ddretonta ei ole olemassa, sen
sijaan kylla potentiaalinen ddrettomyys. Suoran ei tarvitse olla adreton, riittda, kun sita
voidaan jatkaa niin pitkalle kuin on tarpeen. — Zenonin paradokseihin sisaltyvat ongelmat
tulivat uudelleen merkityksellisiksi nykyaikaisen matemaattisen analyysin myo6ta.

4.7 Tyhjennysmenetelma ja suhdeoppi

Vaikka filosofi Platon (429-347 eKr.) ei itse ollut matemaatikko, hénen Ateenassa noin
vuodesta 387 eKr. toimineen filosofikoulunsa, Akademian, (jonka portilla kerrotaan olleen
tekstin ATEQMETRHTOY. MHAEIY EIXITC), ”paasy kielletty geometriaan perehtymét-
tomilta”) piirissd toimi useita huomattavia matemaatikkoja, mm. jo mainittu Menaikhmos.

Platon itse oli ollut kosketuksissa pythagoralaisiin Sisiliassa. Platonin Valtio-teoksessaan
hahmotteleman ideaalivaltion filosofijohtajien tuli olla matemaattisesti koulutettuja. Pla-
tonin omat filosofiset kirjoitukset ovat ensimmaisié, joissa esiintyy matematiikan perusteita
kasittelevia jaksoja ja viittauksia matematiikan deduktiiviseen rakenteeseen. — Platon
esitti Laeista-dialogissaan, etta sopivin valtion asukasmaara on 5040, koska kyseinen luku
on lukujen 12, 21 ja 20 tulo, koska sen kahdestoista osa on jaollinen 12:lla ja koska se on
jaollinen kaikilla luvuilla 1:std 12:een (paitsi 11:114; kuitenkin 5038 on 11:114 jaollinen).

Huomattavin Platonin piirin matemaattinen edustaja on knidoslainen Eudoksos (408[?7]—-
355 eKr.). Eudoksos saattoi yhteismitattomien suureiden suhdeopin loogisesti pitéville
perustalle seuraavalla maarittelylla: Jos A, B, C' ja D ovat samaa laatua olevia suureita
(pituuksia, pinta-aloja jne.), niin yhtdsuuruus A : B = C : D on voimassa silloin ja
vain silloin, kun jokainen positiivisten kokonaislukujen pari m, n toteuttaa tasan yhden
seuraavista kolmesta relaatiosta:

mA <nB ja mC <nD,
mA=nB ja mC =nD,
mA >nB ja mC >nD.

Taman voi tulkita vaikkapa niin, etta kaksi ”irrationaalista” suhdetta ovat samat, jos jo-
kainen rationaalilukujen suhde, joka on toista irrationaalisuhdetta pienempi, on toistakin
pienempi, mutta eri suuret, jos on olemassa rationaalilukusuhde, joka on toista irrationaali-
suhdetta suurempi ja toista pienempi. Eudoksoksen maaritelma tulee hyvin lahelle runsaat
kaksituhatta vuotta myhemmin (1800-luvun lopulla) esitettyd reaalilukujen maarittely&
rationaalilukujen joukon ns. Dedekindin leikkauksina!

Toinen Eudoksoksen merkittava keksinto oli ns. ekshaustio- eli tyhjennysmenetelmd pinta-
alojen ja tilavuuksien maarittamiseksi tai yhtasuuruuden todistamiseksi. Tyhjennysme-
netelman ydin on seuraava raja-arvokasitteelle sukua oleva havainto: Olkoon annettuna
kaksi suuretta, A ja B. Jos A:sta vdhennetddn suure, joka on suurempi kuin A/2, jal-
jella olevasta osasta taas yli puolet jne., tullaan aina lopulta tilanteeseen, jossa jaannos
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on pienempi kuin B. Tyhjennysmenetelman avulla voidaan muodostaa tasmallisia epa-
suoria todistuksia kayraviivaisten kuvioiden mittalukuja koskeville lauseille ja maarittaa
pinta-aloja ja tilavuuksia, tarvitsematta varsinaisesti menna raja-arvoihin tai vastaaviin
aarettomiin prosesseihin.

Esimerkiksi lause ”ympyroiden alat suhtautuvat toisiinsa kuten sateiden neliot” voidaan
ekshaustiomenetelmalla todistaa epasuorasti vertaamalla ;- ja ro-sateisten ympyroiden
aloja Ay ja A, sisdan piirrettyjen sadnnollisten monikulmioiden aloihin, joiden tiedetaan
2 2
r r
suhtautuvan kuten vastinjanojen neliét. Jos A1 > (—1) As ja B= A, — (—1> Ay, saa-
) )
daan jakoa tihentdmalla ri-sidteisen ympyran sisdan piirretyn monikulmion alan ja Aj:n
erotus pienemmaksi kuin B. Jos nimittain k-kulmio vaihdetaan 2k-kulmioksi, ympyran
ja monikulmion valinen ala pienenee tasan puolella sellaisten suorakaiteiden alasta, joi-
den kannat ovat k-kulmion sivuja ja korkeudet monikulmion ja ympyran erotuksen muo-

dostavien ympyriansegmenttien korkeuksia. Koska segmentin ala on pienempi kuin sita

)

ymparoivan suorakaiteen, tyhjennysehto tayttyy. Jos nyt AY‘” ja Agk ovat ympyroiden

sisadn piirrettyjen saannollisten k-kulmioiden alat, niin jollain k:n arvolla A, —Agk) < B=

T2

2 2
Ay — (—) As. Tasta ja monikulmioille tunnetusta tuloksesta Agk) = (T—1> Agk) seka

epayhtalosta Agk) < As, johdutaan ristiriitaan

2 2 2
B:A1_<T_1) AQ:Al_Agk)‘i_(:_;) Agk)—<T—1) A2<A1—Agk)<B.

T9 T2

Toinen vastaavanlainen ristiriita johdetaan oletuksesta A; < (r1/r2)?As. Ainoaksi mah-
2

A
dollisuudeksi jaa siis oo %
A2 T

Fudoksoksen tyhjennysmenetelméatarkasteluja voidaan pitaa integraalilaskennan edellakéa-
vijana. Tyhjennysmenetelmélld suoritetut paattelyt ovat kuitenkin yleensa erittdin moni-
mutkaisia. Kahden suureen yhtasuuruuden osoittaminen vaatii kaksi epasuoraa todistusta,
kummallekin mahdolliselle epayhtalon suuruussuunnalle. — Eudoksos oli paitsi matemaa-
tikko myo0s merkittava tahtitieteilija. Hanen hahmottelemansa maailmanjarjestys perustui
27:aan sisakkéiseen eri tavoin pyorivaan palloon, joiden yhteisvaikutuksena syntyva tai-
vaankappaleiden liike oli kohtuullisen hyvin sopusoinnussa havaintojen kanssa.

4.8 Eukleides ja Alkeet

Aleksanteri Suuren seuraaja Egyptissa, Ptolemaios I, perusti noin 300 eKr. Aleksandri-
aan Museion-nimisen instituutin, jota voidaan pitda maailman ensimmaisené yliopistona.
Museion jakautui neljaan osastoon, jotka omistautuivat kirjallisuudelle, matematiikalle,
tahtitieteelle ja ladketieteelle. Museionin ensimmainen matematiikan edustaja oli Fuklei-
des (365[7]-300[7] eKr.). Eukleides oli luultavasti saanut koulutuksensa Platonin Akade-
miassa, mutta hanen elamanvaiheistaan ei juuri ole tietoa. Eukleideen kuuluisin teos on
Stoikheia, eli Alkeet, joka tunnetaan yleisesti my0s latinankieliselld nimelldan Elementa.
Alkeet on luultavasti kaikkien aikojen menestyksellisin matemaattis-luonnontieteellinen
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teos. Se levisi lukemattomina késikirjoituksina (joissa luonnollisesti oli virheitd ja paran-
nuksia tai parannusyrityksid) ja kddnnoksind; vuodesta 1482 alkaen on myds painettuja
versioita ainakin toista tuhatta. Kouluopetuksessa teos oli keskeisena oppikirjana 1800-
luvulle asti useissa maissa, myos Suomessa. — Samanlaisia yleisesityksia oli kylla kirjoitettu
jo ennen Eukleidesta. Mm. Hippokrateen tuotantoon tiedetddn kuuluneen Alkeet-teoksen,
joka kuitenkaan ei ole siilynyt.

Alkeet jakautuu 13 "kirjaksi”. Se sisaltad yhteensa 465 propositiota eli lausetta, jotka muo-
dostavat koko Eukleidesta edeltdvan ajan matematiikan yleisesityksen. Suuri osa teoksen
sisallosta on peraisin Eukleideen edeltajilta.

Alkeiden I kirja esittda ensin joukon geometristen kasitteiden méaritelmia. Sen jalkeen
seuraavat viisi postulaattia ja viisi aksioomaa. Postulaatit ovat geometrialle ominaisia:

1. On mahdollista piirtda suora mista hyvansa pisteestd mihin hyvansa pisteeseen.

2. On mahdollista jatkaa janaa jatkuvasti suoraksi.

3. On mahdollista piirtda ympyra, jonka keskipiste on mikéd hyvéansa ja keskipisteen ja
kehan etaisyys mika hyvénsa.

4. Kaikki suorat kulmat ovat keskendan yhta suuria.

5. Jos suora, joka leikkaa kaksi muuta suoraa, synnyttaa samalle puolelle itseaan kaksi
sisapuolista leikkauskulmaa, jotka ovat yhteensa vahemman kuin kaksi suoraa kulmaa,
niin suorat, jos niitd rajatta jatketaan, kohtaavat toisensa silla puolen kolmatta suoraa,
misséa ovat kaksi mainittua kulmaa, jotka ovat yhteensd vihemmaén kuin kaksi suoraa
kulmaa.

Aksioomat puolestaan ilmaisevat universaaleja suuruussuhteisiin liittyvia totuuksia:
1. Asiat, jotka ovat samat kuin jokin asia, ovat myos keskenaén samat.
2. Jos yhta suuriin lisataan yhta suuret, niin kokonaisuudet ovat yhta suuret.
3. Jos yhta suurista vahennetaan yhta suuret, niin jaannokset ovat yhta suuret.
4. Asiat, jotka yhtyvat toisiinsa, ovat yhta suuret.
5. Kokonaisuus on suurempi kuin sen osa.

I kirjan propositiot kasittelevat kolmioiden ja monikulmioiden seké yhdensuuntaisten suo-
rien perusominaisuuksia. 5. propositio on tullut tunnetuksi nimella pons asinorum, aasin
silta. Siina Eukleides todistaa ovelalla, mutta ilmeisesti aloittelijalle vaikeasti ymmarretta-
valla tavalla, etta tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret. Pythagoraan lause
on I kirjan viimeinen, 47. propositio. 1I kirja esittelee kreikkalaisen geometrisen algebran,
mm. toisen asteen yhtalon geometrisen ratkaisun. III kirja kasittelee ympyroita. Mielen-
kiintoinen on ympyran kehan ja sen tangentin valisen ”"nollakulman” kasittely. IV kirjan
aiheena ovat ympyran sisaan ja ympari piirretyt monikulmiot. V kirja esittelee Eudoksok-
sen suhdeopin. Suhdeoppi on tarpeen VI kirjassa, jossa kasitelladn yhdenmuotoisuutta.

Paitsi alkeisgeometrian aksiomaattista kasittelya Alkeet sisaltaa kirjoissa VII, VIII ja IX
koko joukon alkuaan pythagoralaista lukuteoriaa, esim. Fukleideen algoritmin kahden lu-
vun suurimman yhteisen tekijan tai kahden suureen yhteisen mitan 16ytamiseksi. Lukujen
a ja b yhteiset tekijat ovat tekijoina jakoyhtalon a = ¢1b + r; mukaisessa jakojaannok-
sessa 11, jakoyhtalon b = gory + ro jakojaannoksessa ro jne. Koska b > r1 > ro > ...,
jokin jakojaannos on viimeinen positiivinen jakojaannos. Siinéd ovat edelleen tekijoina a:n
ja b:n yhteiset tekijat ja vain ne. Jos a ja b ovat mielivaltaisia suureita, esim. janoja,
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Eukleideen algoritmi paattyy airellisen monen askeleen jalkeen, jos ja vain jos a ja b ovat
yhteismitallisia.

Klassisen kaunis todistus alkulukujen maaran rajattomuudesta saattaa olla Eukleideen
oma oivallus. Mitd hyvénsa &arellistd alkulukujen kokoelmaa {p1, po, ..., pr} kohden
voidaan valita luku, jossa ne kaikki ovat tekijoina, esim. lukujen tulo pips - - - pi, ja lisdta
tata lukua yhdella. Luku pips---pr + 1 on joko itse alkuluku tai silla on alkutekija, joka
ei voi olla mikaan luvuista py, pa, ... k.

Stoikheian kirjoista laajin on kirja X, joka sisiltdd muotoa y/+v/a + /b olevien suureiden
luokittelun. Viimeiset kirjat kasittelevat avaruusgeometriaa ja tyhjennysmenetelmaa. Ne
huipentuvat todistukseen tédsmaélleen viiden séénnoéllisen monitahokkaan (”Platonin kap-
paleen”) olemassaolosta ja néiden kappaleiden tilavuuksien laskemiseen.

Stoikheian merkitys on paitsi siséllossd myos deduktiivisessa esitystavassa. Kaikki lauseet
johdetaan suoraan tai valillisesti maaritelmista, postulaateista ja aksioomista. Yleisena
tiedonmuodostusmenetelména aksiomaattis-deduktiivinen metodi on ldhtdisin Aristote-
leelta. Myohemmin on Eukleideen paattelyista loydetty sielta taalta aukkoja ja virheita,
mutta itse aksiomaattis-deduktiivinen metodi on tullut matematiikan vakiintuneeksi esi-
tystavaksi.

Erityisen merkityksen tuli saamaan Fukleideen viides postulaatti eli ns. paralleeliaksiooma,
jonka itsestaanselvyys ei ole laheskaan niin kiistaton kuin muiden postulaattien. Parallee-
liaksiooma tunnetaan usein yhtapitavassa muodossa ”suoran ulkopuolella olevan pisteen
kautta voidaan piirtaa yksi ja vain yksi suoran kanssa yhdensuuntainen suora”. Tata muo-
toilua kutsutaan Playfairin aksioomaksi skottilaisen John Playfairin (1748-1819) mukaan;
Playfair oli kuitenkin vain ottanut kayttoon ainakin jo Prokluksen tunteman muotoilun.

Monet matemaatikot yrittivat eri aikoina johtaa paralleelipostulaatin muista aksioomista.
Vasta 1800-luvulla nama yritykset osoitettiin mahdottomiksi, samalla kun konstruoitiin
ns. epdaeuklidisia geometrioita, joissa paralleelipostulaatin korvaa jokin muu suorien yh-
densuuntaisuutta koskeva oletus.

4.9 Arkhimedes

Antiikin lahjakkaimpana matemaatikkona ja luonnontieteilijand pidetaan Arkhimedesta
(287[?]-212 eKr.). Hén toimi Syrakusassa, mutta oli ilmeisesti saanut koulutuksensa Alek-
sandriassa. Useimmat Arkhimedeen teknistd taitavuutta koskevat kertomukset liittyvat
Syrakusan piiritykseen ja valloitukseen Rooman ja Karthagon vélisessa toisessa puunilais-
sodassa. Vaikka Arkhimedeen kuuluisuus liittyy ennen muuta héanen fysikaalis-teknisiin
keksintoihinsé, tarina Arkhimedeen kuolemasta kertoo hénen askarrelleen matematiikan
parissa silloinkin, kun roomalainen sotilas hanet surmasi. Arkhimedeen viitetyt viimei-
set sanat ”ala sotke ympyroitani”, ”mnoli turbare circulos meos” ovat jaaneet lentdvaksi
lauseeksi. (Mutta Arkhimedes ei luultavasti puhunut latinaa.)

Arkhimedes oli ensimméinen rationaalisia fysikaalisia periaatteita kehitellyt ajattelija: hé-
nen keksint6dan ovat vipulaki (”antakaa minulle kiinted piste, niin vipuan maan paikoil-
taan”) ja hydrostatiikan Arkhimedeen periaate (kappaleeseen kohdistuva noste on yhté
suuri kuin kappaleen syrjayttdmén nestemdirédn paino). Tunnettu Arkhimedes-legenda
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kertoo Arkhimedeen heureka-huudahduksesta hinen oivallettuaan nostelain.

Arkhimedeen monipuolisen matemaattisen tuotannon painopiste on aiheissa, jotka nykyi-
sin katsotaan integraalilaskennaksi: han todisti tasmaéllisesti, ekshaustiomenetelmaa kayt-
taen, ettd ympyran ala on puolet sidteen ja kehan tulosta, laski paraabelin segmentin ja
ellipsin alan, pallon alan ja tilavuuden, pyorahdyskappaleiden tilavuuksia, erilaisten kuvioi-
den ja kappaleiden painopisteitda, ympyran kehan pituuden likiarvoja kuten sdannollisen
96-kulmion ominaisuuksista johdettavan

2841
20174

6671
46735

<m <3

jonka Arkhimedes yksinkertaisti muotoon 3 % <m <3 %

Arkhimedeen siilyneissa kirjoituksissa esiintyvét todistukset perustuvat vaikean ekshaus-
tiomenetelman kayttoon. Vuonna 1906 16ydettiin kuitenkin palimpsesti, pergamenttikirjal,
josta myohemman rukouskirjatekstin alta paljastui Arkhimedeen teoksia. Naiden joukossa
oli Arkhimedeen aleksandrialaiselle Eratostheneelle (n. 276 — n. 196 eKr.; tunnettu mm.
alkuluvut tuottavasta Eratostheneen seulasta ja maapallon mittasuhteiden rationaalisesta
madrittdmisestd) kirjoittama kirje, joka tunnetaan nimelld Metodi. Siind esitetdén oiko-
tie: alue, jonka pinta-ala halutaan laskea, jaetaan janoiksi, joita verrataan pinta-alaltaan
tunnetun alueen janoihin asettamalla kyseiset osat ikaan kuin erivartisen vaa’an kuppei-
hin. Talla integraalilaskentaa muistuttavalla menetelmélla Arkhimedes pystyi nopeasti
laskemaan esim. paraabelinkaaren rajoittamien alueiden aloja, mutta koska menetelma oli
loogisesti epatyydyttéava (ddrettomén monen ddrettdmén pienen suureen summat!), hén
varmensi tulokset ekshaustiomenetelméaén perustuvin todistuksin.

Arkhimedeen punnitusideaa voi tarkastella esim. seuraavassa hiukan nykyaikaistetussa esi-
merkissa: halutaan laskea 0
/ z? dx
—1

eli paraabelin y = z*, suoran = —1 ja x-akselin rajoittama pinta-ala. Leikataan tama
ala infinitesimaalisiksi 22-korkuisiksi suikaleiksi, jotka vuorollaan sijoitetaan pisteeseen —1.
Jos vaa’an tasapainopiste on origo, tallainen suikale tasapainottaa etiisyydella x origosta

olevan x-korkuisen infinitesimaalisen suikaleen. Koko kysytty pinta-ala A tulee siten tasa-

1
painottamaan kolmion, jota rajoittavat suorat y = x, x = 1 ja y = 0. Kolmion ala on 2 ja

2

2
sen painopisteen x-koordinaatti on 3" Tasapainoyhtaloksi painopisteiden suhteen saadaan

1 1
A-1=—--— josta A= —.

2 3" 3
Paraabelin alan laskemista ekshaustiomenetelmalld voi edustaa seuraava nykymerkinnéin
esitetty Arkhimedeen péittely. Lasketaan suorien y = 1 ja z = 0 paraabelista y = 2

erottama ala S. Se voidaan tyhjentdd kolmioilla A, jonka kérjet ovat (0, 0), (1, 1) ja

! Pergamentit katosivat sittemmin, mutta ne tulivat uudelleen esiin huutokaupassa
vuonna 1998, tosin kunnoltaan huonontuneina.
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(0, 1), Ag, jonka kérjet ovat (0, 0), (1/2,1/4) ja (1, 1), A3y ja Aso, joiden kérjet ovat
(0, 0), (1/4,1/16) ja (1/2,1/4) sekd (1/2, 1/4), (3/4,9/16) ja (1, 1) jne. Kolmion A,

ala on 5 Suora x = 3 jakaa kolmion As kahdeksi kolmioksi, joilla on yhteinen kanta,
1 1 1
jonka pituus on 1 ja yhteinen korkeus R Kummankin kolmion ala on néin ollen 16’ joten

1 1

kolmion As ala on —. Samoin ndhd&an, ettd kolmioiden As; ja Aszo yhteinen ala on 35
1 1 1

n:n vaiheen jalkeen kolmioiden ala on 2 <1 + 1 +-+ 4—n> . Joka vaiheessa uudet kolmiot

peittavat yli puolet edellisten kolmioiden ja paraabelin valiin jaavasta alueesta. Oletukset

2
S < 3 ja S > 3 johtavat ristiriitaan. (Arkhimedeella oli kiytossdén jo Eukleideen tuntema

2
kaava padttyvan geometrisen sarjan summalle.) Siis S = 3

Arkhimedeen spiraali on transkendenttikdyra, jonka muodostaa tasaisella nopeudella pyo6-
rivalla sateell tasaisella nopeudella liikkuva piste. Arkhimedeen spiraalin napakoordinaat-
timuotoinen yhtélo on r = a¢. Arkhimedes maéaritti seka spiraalin tangentin pituuden etta
spiraalin ja radiusvektoreiden rajoittaman alueen pinta-alan.

Arkhimedeelle itselleen oli erityisen ldheinen pallon tilavuuden johto; hén toivoi hauta-
kiveensa kuvion, joka esittaa palloa, kartiota ja lieriota. Jos r-siteinen pallo sijoitetaan
r-sateisen ja 2r-korkeuksisen lierion sisdan ja samaan kuvioon liitetaan kartio, jonka huippu
on pallon keskipisteessa ja jonka pohja yhtyy lierion pohjaan, niin etaisyydella x pallon kes-
kipisteesta tehty lierion ja kartion akselia vastaan kohtisuora tasoleikkaus erottaa lieriosta
r-sateisen ympyran, pallosta v/r2 — z2-siteisen ympyréan ja kartiosta z-sateisen ympyran.
Koska ympyran ala on verrannollinen ympyran sateen neloon, pallon ja kartion ympyréa-
leikkausten yhteinen ala on wa? + 7(r? — 22) = mr2. Koska pallon ja kartion leikkaukset
nain tasapainottavat lierion leikkaukset, on puolipallon ja kartion yhteinen tilavuus sama

kuin lierién(puolikkaan). Tésté seuraa, ettd pallon tilavuus on - lierion tilavuudesta (joka

on pohjaympyran ala kerrottuna korkeudella). Pallon tilavuuden mééritys palautuu téaten
ympyran neliéintiongelmaan.

Eras Arkhimedeen saavutuksia oli erittdin suurten lukujen merkitsemiseen soveltuva lu-
kujen merkintdtapa (jota Arkhimedes demonstroi mielikuvituksellisella laskutehtévalla:
laskemalla maailmankaikkeuden tayttamiseksi tarvittavien hiekanjyvasten méaaran — Ark-
himedeen mukaan 10%%). Tissd yhteydessi Arkhimedes johtui lidhelle logaritmilaskennan
perusperiaatetta: lukujen kertolaskua vastaa eksponenttien yhteenlasku. Arkhimedes to-
tesi, ettd luvut 1:std 10%:aan eli myriadi myriadiin asti ovat nimettivissi, Ne muodosta-
vat ensimmiisen luokan, luvut 10%:sta 10'%:een muodostavat toisen luokan jne., kunnes
P = 1081° piittid ensimmiisen jakson. Toisen jakson suurin luku on P?; menetelmis
jatketaan, kunnes tullaan ”myriadis myriadinteen” jaksoon, jonka suurin luku on pLo®,
Arkhimedeen jarjestelméa mahdollistaisi kaikkien kymmenjarjestelméssa enintaan 80000
biljoonalla numerolla kirjoitettavien lukujen nimedamisen. — Arkhimedeen nimissa on my0s
ns. karjaongelma, hiukan epaselvisti muotoiltu kokonaislukuyhtaloryhma, joka tavallisen
tulkinnan mukaan redusoituu yhtiloon z? — 4729494y? = 1. Yhtilon ratkaisut ovat niin
suuria lukuja, ettd niiden kirjoittamiseen tarvittaisiin satojatuhansia numeroita.
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4.10 Apollonios ja kartioleikkaukset

Menaikhmoksen aloittaman kartioleikkauskayrien teorian tutkimuksen vei pisimmalle per-
galainen!, Aleksandriassa opiskellut Apollonios (260[?]-170 eKxr.), jonka kahdeksanosainen
kartioleikkausten teorian yleisesitys Konika sisaltaa aiheesta olennaisesti samat tiedot kuin
vakiintunut analyyttisen geometrian oppimaara nykyisin: kartioleikkausten liittohalkaisi-
jat, tangentit, normaalit, leikkaaminen, asymptootit. Esitys on kuitenkin puhtaasti syn-
teettisen geometrian mukainen, koordinaatteja tai muita laskennallisia apuneuvoja Apol-
lonios ei sallinut tai tuntenut. Tutut nimitykset ellipsi, paraabeli ja hyperbeli ovat peraisin
Apolloniokselta; ne voidaan nykyaikaisia merkintoja kayttden ymmaértaa vertaamalla pa-
raabelin (”asettaa rinnalle”) yht&loa

y? = px

ellipsin (”jd& vajaaksi”) ja hyperbelin ("ylittyy”) yhtéléihin

2 P o
=pr+ =x°.
Y p d
Alkuaan kartioleikkaukset ajateltiin aina syntyviksi suorista ympyrakartioista sivuviivoja
vastaan kohtisuorilla tasoilla tehdyissa leikkauksissa. Ellipsi, paraabeli ja hyperbeli oli-
vat siten terdva-, suora- ja tylppakulmaisen kartion leikkauksia. Apollonios kaytti yleista
kartiota ja leikkaustasoa.

@

Taso leikkaa kartion

Olkoon A suoran ympyrapohjaisen kartion karki ja BC' pohjaympyran halkaisija. Leika-
taan kartio tasolla 7, joka ei ole pohjatason suuntainen ja joka leikkaa suoran BC' pisteessa
T, joka ei ole janalla BC, sekéa suorat AB ja AC pisteissa ) ja R. Olkoon P mielivaltai-
nen tason 7 ja kartiopinnan leikkauskayrén piste ja leikatkoon P:n kautta piirretty QQ R:44
vastaan kohtisuora suora (QR:n pisteessd H ja kartiopinnan vield pisteessd S. Asetetaan

1 Apollonioksen kotikaupungin nimi esiintyy my6s muodossa Perge.
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nyt suoran PS kautta pohjaympyran suuntainen taso, joka leikkaa kartiopinnan pitkin
ympyraa ja suorat AB ja AC pisteissd D ja E. Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan heti

HD BT HE CT
HQ TQ' HR RT’
Kayttamaélla hyvaksi tietoa pisteen H potenssista ympyran DPFES suhteen saadaan

BT -HQ CT-HR
TQ RT

Jos sijoitettaisiin origo pisteeseen () ja x-akseli suoralle QR ja merkittiisiin QR = a,

HQ = x, HP = y, nihtiisiin, etti Apollonioksen johtama relaatio olisi y?> = kx(a — x)
2

a\ 2 ka
eli k (a: — 5) +y? = = Toisaalta kartioleikkauksen kytkeytyminen pinta-alan sovi-
tustehtavaan on ilmeinen. Aivan sama paattely antaa kartion ja AC:n suuntaisen tason

leikkauskuvion pisteille paraabelin yhtalon ja AB:n mutta ei puolisuoraa AC' leikkaavan
tason ja kartion leikkauskayralle hyperbelin yhtalon. Jos kartio otetaan kaksivaippaisena,
saadaan leikkauskuviosta hyperbelin molemmat haarat. — Hiukan yllattavaa on, ettd Apol-
lonios ei lainkaan viittaa kartioleikkausten yksinkertaiseen maéarittelyyn niiden pisteiden
urana eli joukkona, joiden kiintedsta suorasta, johtosuorasta, ja kiintedsta pisteesta, polt-
topisteesta, laskettujen etaisyyksien suhde on vakio, < 1 hyperbelilla. = 1 paraabelilla ja
> 1 ellipsilla.

PH?=HD - -HE =

—k-HQ-HR.

Apolloniokseen liittyy monia muitakin geometrian késitteitd kuin kartioleikkaukset. Apol-
lonios ratkaisi kysymyksen kolmea ympyraé sivuavan ympyrén konstruoimisesta. Alkeis-
geometrian Apollonioksen ympyrd on niiden pisteiden joukko, joiden kahdesta kiinteasta
pisteesta laskettujen etéisyyksien suhde on vakio. Aikalaiset ja jilkeen tulleet arvostivat
Apolloniosta. Hénesta kaytettiin antiikin aikana nimitysta Suuri Geometrikko.

Kartioleikkausten teorian kehittyminen ldhes 2000 vuotta ennen kuin niiden fysikaalinen
merkitys tuli ilmi Keplerin planeettateorian ja Newtonin mekaniikan my6ta on yksi vas-
taesimerkki teoreettisen, "puhtaan” matematiikan hyodyllisyytta epaileville.

4.11 Aritmetiikka ja algebra

Aritmetiikan alalla jossain méaarin Eukleideen Alkeiden kaltaiseksi perusteokseksi muo-
dostui Nikomakhoksen (n. 100 jKr) Arithmetika. Siiné esiteltiin antiikin lukuteoreettinen
tietdmys kokonaan geometriasta irrotettuna.

Kreikkalaisen antiikin merkittavin aritmeettis-algebrallisen perinteen edustaja oli alek-
sandrialainen Diofantos (250 jKr.?). Diofantosta kutsutaan toisinaan algebran iséksi.
Nimitys ei ole kovin osuva.

Héanen paateoksensa, myos nimeltaan Arithmetika, sisaltad suuren ja monipuolisen joukon
yvhden tai useamman tuntemattoman polynomiyhtaloiksi ja yhtaloryhmiksi tunnistettavia
probleemoja, joihin etsitadn kokonaisluku- tai rationaalilukuratkaisuja; naita yhtaloita kut-
sutaan nykyéaankin Diofantoksen yhtdloiksi. Diofantos itse asiassa laajensi aikaisemman
kokonaislukua tarkoittaneen aptfuoc-sanan merkityksen positiivisiin rationaalilukuihin.
Arithmetikan ilmeisesti alkuaan 13 kirjasta on sailynyt kuusi, mutta vuonna 1973 Ioytyi
ilmeisesti neljain muun kirjan arabiankielinen versio.
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Diofantoksen ratkaisut perustuvat yleensa kekselidisiin oivalluksiin eiviatka ne muodosta
yhtenéista teoriaa. Diofantos on ensimméinen kirjoittaja, jonka teksteissa esiintyy al-
gebrallisen symbolismin alkeita. Diofantoksen symboliikka soveltui polynomilausekkeiden
kirjoittamiseen. Han kaytti tuntemattomalle lyhennysmerkintaa, jonka tarkka muoto on
kopioinneissa haméartynyt, mutta jonka on arveltu syntyneen sanan apifpoc ensimmai-
sista kirjaimista ap. Merkinta muistuttaa kirjainta (. Tuntemattoman toista potenssia
Diofantos merkitsi AT ja sen kolmatta potenssia K. Neljis, viides ja kuudes potenssi

olivat ATA, AKY ja KTK. Vakiotermin merkki oli 1\0/[ Symbolia seurasi tuntemattoman
kertoimen numeroarvo (joonialaisin numeroin), ja yhteenlasku osoitettiin kirjoittamalla
termit peratysten. Matemaattisista operaattoreista vain vahennyslaskun operaattorille
oli Diofantoksen jarjestelméssid oma merkkinsd. Se oli A\, joka edelsi vihennettavia ter-
meja. Diofantos myos operoi vahennyslaskulla tavoilla, jotka voidaan ymmartaa saannoiksi
(=)x(+) =(=1)ja(=)x(—=1) = (+). Merkintéa KTﬁCe/l\AT’yl\O/[ué tarkoittaisi polynomia
223 + bx — 3x% — 44.

Suurin osa Diofantoksen Arithmetikan ongelmista koskee yhden tai useamman tuntemat-
toman polynomiyhtilsiti, kuten y? = Ax? + Bx + C tai y? = Ax® + Bx? + Cx + D.
Yhtélot ovat joko determinoituja tai ei. Kertoimet on yleensa valittu niin, ettd sopivien
sijoitusten jilkeen jiljelle jaa lineaarinen yht#lé. Esimerkiksi yhtélo y? = Ax? + Bz + C
voidaan ratkaista, jos A = a? tai C = 2. Edellisessi tapauksessa sijoitus y = ax + m
johtaa yhtaloon 2amaz + m? = Bz + C, jilkimmiéisessd tapauksessa sijoitus y = mz + ¢
yhtéloon m2z? + 2mex = Ax? + Bx eli (m? — A)x = B — 2me. Pythagoraan lukuihin
johtavan tehtivin x2 + y? = a? Diofantos ratkaisi sijoituksella y = max — a. Diofantos
hyvaksyi vain rationaaliset juuret ja aina vain yhden juuren.

Diofantoksen vaikutusta aikalaismatematiikkaan ei juuri ole havaittu. Sen sijaan han vai-
kutti paljonkin 1500- ja 1600-luvuilla, kun algebra varsinaisesti teki tuloaan matematiikan
piiriin.

Tarinan mukaan Diofantoksen idn saattoi laskea seuraavien tietojen perusteella:

. o1 e 1 . . e 1 .
Diofantos eli —:n elamastadn lapsena, —:n nuorukaisena ja sitten viela ?:n poi-

kamiehené. Viisi vuotta sen jalkeen, kun Diofantos oli mennyt naimisiin, hén sai
pojan, joka kuoli nelja vuotta isaansa ennen ja saavutti puolet isansa ikavuosista.

Mika mahtoi olla Diofantoksen ika?

4.12 Antiikin trigonometria

Nykyisin trigonometriaks: kutsuttavan opin ensi vaiheet sattuvat hellenistiselle kaudelle.
Téhtitieteilijait Hipparkhos (180[?]-125 eKr.) ja Klaudios Ptolemaios (85[7]-165 jKr.),
nerokkaan joskin virheellisen maakeskisen maailmanjarjestyksen esittaja, laativat taulu-
koita eri keskuskulmia vastaavien janteiden pituuksista, siis trigonometrian taulukoiden
edeltdjida. Ptolemaioksen Syntaxis Mathematica- ja Almagest-nimilla tunnettuun paateok-
seen sisaltyy trigonometristen taulukoiden laatimisperusteiden kuvaus. Ptolemaios laski
taulukkoarvot ”"helppojen” kulmien perusteella kayttaen apuna lauseita, joka mahdollis-
tivat puolta kulmaa ja kahden kulman summaa vastaavien janteiden laskemisen. Tal-
lainen on Ptolemaioksen lause, jonka mukaan jannenelikulmion ABCD janoille patee
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AB-CD + BC - AD = AC - BD. Lause on helppo todistaa valitsemalla AC:n piste F,
jolle ZABFE = ZDBC} silloin kolmiot ABE ja DBC seka ABD ja ECB ovat keskendan
B BD ., CE AD

~ bpc ¥ BC T BD

yvhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuuksista seuraa ja edelleen

AB-DC + AD - BC = BD - (AE + EC) = BD - AC.

c

Ptolemaioksen lause

Tarkastelemalla jannenelikulmioita, joiden yksi sivu tai lavistdja on ympyran halkaisija,
Ptolemaios sai helposti lausekkeet kahden kulman summaa ja erotusta vastaavan janteen
pituudelle samoin kuin puolta kulmaa vastaavan janteen pituudelle. 60°:een ja 36°:een kul-
mia vastaavat janteet voidaan laskea geometrisesti, ja erotusten sekéd puolitusten kautta
saadaan 24°:een, 12°:een, 6°:een, 3°:een, 90":n ja 45:n kulmia vastaavat janteet. Yk-
sinkertainen approksimointi, joka perustuu siihen, ettd pienia kulmia vastaavat janteet
suhtautuvat suunnilleen kuten kulmat, johtaa sitten 1°:een kulman janteeseen ja puolitus
30":n kulman janteeseen. Kulmien yhteenlaskukaavan avulla saadaan kaikki muut janteet
puolen asteen valein.

Antiikin trigonometria syntyi tahtitieteen tarpeisiin. Se oli nykyisen luokituksen mukaan
pallotrigonometriaa. Esimerkiksi maanmittauksen tarvitsemaa tasotrigonometriaa ei var-
sinaisena oppina tunnettu, vaikka jannetaulukkojen implisiittisesti sisaltdamét sini- ja ko-
sinifunktion arvot olisivatkin mahdollistaneet tasokolmioiden ratkaisemisen. Ensimmaisen
systemaattisen pallotrigonometrian esityksen kirjoitti Menelaos (noin 100 jKr.). Mene-
laokselta on peraisin kasite pallokolmio, pallon isoympyriaoiden rajaama pallon pinnan
osa. Kreikkalaisten trigonometria ei tuntenut meidan ”trigonometrisia funktioitamme”;
kolmioiden ja pallokolmioiden ratkaisut esitettiin puhtaasti geometrian keinoin. Mene-
laoksen aikalainen Heron (noin 75 jKr.) kirjoitti kuvioiden pinta-aloista ja tilavuuksista.
Kolmion alan S sivujen ja piirin puolikkaan p avulla ilmaisevan Heronin kaavan

S=+/plp—a)p—b)(p—o)

sisdlto lienee ollut tuttu jo Arkhimedeelle.
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5 Matematiikkaa keskiajalla

Antiikin matematiikka alkoi sammua muun antiikin kulttuurin myo6ta ajanlaskumme en-
simmaisiné vuosisatoina. Tuon ajan matemaattiset tekstit ovat enimmakseen kommentaa-
reja, uusia tuloksia syntyy enaa vahan. Viimeinen merkittava antiikin matemaatikko on
aleksandrialainen Pappos (noin 320), jonka Matemaattinen kokoelma -teoksen sitaateissa
on sailynyt useiden kymmenien antiikin geometrikkojen teksteja. Pappoksen oma havainto
on kaksoissuhteen sailyminen projektiossa ja sithen perustuva Pappoksen lause, joka lienee
ensimmaisia ”ei-metrisia” geometrisia tuloksia ja siten projektiivista geometriaa ennakoiva.
— Aleksandrialainen oli my6s ensimmaéinen nimeltd tunnettu naismatemaatikko, uusplato-
nista filosofiaa opettanut Hypatia (370[?]-415; "kauneudestaan, siveydestdén ja opistaan
kuuluisa naisfilosofi - (Iso tietosanakirja, 1932). Hypatian tuotannosta on vain toisen
kaden tietoja. Niiden mukaan se on kommenttiluonteista. Han kérsi marttyyrikuoleman
kristittyjen kasissa kieltaydyttyaan luopumasta pakanallisista kasityksistaan.

Rooman keisarikunnan lantinen osa luhistui 400-luvulla. Roomalainen valtiomies, itagoot-
tilaisten keisarien neuvonantaja ja filosofi Boéthius (480-524) kirjoitti muutamia jokseen-
kin alkeellisia oppikirjoja, jotka kuitenkin edustivat seuraavien vuosisatojen ajan korkeinta
matematiikkaa lansimailla. Itd-Rooman alueella oli edelleen jonkin verran matemaattista
toimintaa: Konstantinopolin Hagia Sofia -kirkon arkkitehdit Anthemius Thrallesilainen
(k. 534) ja Isidoros Miletolainen (n. 520) olivat my0s matemaattisesti sivistyneitd ja mm.
kiinnostuneita Arkhimedeen teoksista. Edellisen sanotaan esittédneen ellipsin konstruoinnin
kahteen pisteeseen kiinnitetyn langan avulla. Taman mahdollistavan teoreeman oli esitta-
nyt jo Apollonios. Jalkimmainen oli viimeinen Platonin Akatemian johtaja. Itd-Rooman
keisari Justinianus lakkautti akatemian v. 529. Alexandrian Museionin kirjastot tuhoitui-
vat tulipaloissa ilmeisesti jo paljon ennen kuin kaupunki vuonna 640 joutui islamisvallan
alaiseksi.

Seuraaviksi vuosisadoiksi matematiikan tutkimus sammui lansimaissa kokonaan ja antiikin
aikana 16ydetyt tulokset jaivat lahes kokonaan unohduksiin. Vaatimatonta matematiikan
harrastusta esiintyi koululaitoksen piirissd: keskiajan koulun oppiaineisiin, ”seitseméan
vapaaseen taiteeseen” kuuluivat, pythagoralaisen esikuvan mukaan, mm. aritmetiikka ja
geometria. Matematiikan opetus rajoittui kuitenkin aivan alkeisiin. Vasta renessanssin
aikana alkaa lansimainen matematiikka uudelleen elpya. Matematiikan kehityksen paino-
piste sijaitsee neljannesta kolmanteentoista vuosisataan ensin intialaisen ja sitten islamin
kulttuurin piirissa.

5.1 Intia

Matematiikka on sanskriitiksi ganita, laskemisen taito. Keskiajan intialainen matematiikka
liittyy selkeésti babylonialaiseen aritmeettis-algebralliseen traditioon. Intialaisen matema-
tiikan merkittavin anti lienee lukujen kymmenjarjestelméain perustuva merkitseminen ns.
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arabialaisilla numeroilla, siis nykyinen normaali merkintatapamme. Kaikki kymmenjarjes-
telmén ainekset 16ytyvét kylld yksittdin aikaisemmista kulttuureista, mutta muualla (paitsi
Kiinassa, jossa kaytetyt ”sauvanumerot” noudattivat oikeastaan 100-kantaista paikkajar-
jestelméd) niité ei yhdistetty. Vanhimmat viittaukset hindulaiseen kymmenjérjestelméaén
16ytyvéat Aryabhatan (noin 500 jKr.) runomuotoisesta astronomis-matemaattisesta teok-
sesta Aryabhatija; varhaisin todella sidilynyt esimerkki kymmenjérjestelmélla merkitysta
luvusta — luku on 346 — on vuodelta 595. Nolla tuli kuitenkin kayttoon numeroiden mer-
kinnéssa vasta mychemmin — itse asiassa vanhin Intiasta tunnettu O-symbolin esiintymé on
vasta 800-luvulta!. Usein kuultu lause ”intialaiset keksivit nollan” on hiukan epétarkka.
Babylonialaista nollasymbolia ei kuitenkaan koskaan sijoitettu viimeiseksi numeroksi, joten
nollan taysin nykykéasityksia vastaava kaytto on todella peraisin hinduilta.

Tarkkaa selkoa kymmenjarjestelméaan olennaisesti liittyvien laskualgoritmien alkuperasta
ei ole. On esitetty perusteltuja olettamuksia, joiden mukaan sittemmin (1200-luvulta al-
kaen) ennen muuta Italiassa julkaistuissa laskuoppaissa esiintyvat metodit kuten gelosia-
kertolasku ja galeoni- tai batello-jakolasku olisivat alkuaan intialaisia. Nykyiset algoritmit
ovat olennaiselta sisalloltaan samat, vaikka numeroiden sijoittelussa laskukaavioihin onkin
tapahtunut (ja tapahtuu edelleen!) muutoksia.

Gelosia-kertolaskulla 987 - 987 = 974169 jarjestyy niin

9 8 7
3 6 9
7 6 s 4 9
2 4 6
A EANTTANFANE
1 2 3
9 3 " 6 [}
9 7 4
ja galeoni-jakolaskulla
78963 73
0 3224 2
245 + 245

nain:

2 4 5 | 7 | 3 2 2
7

TR TSR 0 TS =
TR T TS T TR TS =
IS SERSSERSNER SN |
= W

Aryabhatija, vaikka olikin lyhyt ja runomuotoinen, siséltaa taitavia sanallisesti kuvattuja
laskualgoritmeja mm. nelio- ja kuutiojuuren maarittamiseksi, aritmeettisen jonon summa-
kaavan ja perdakkaisten kokonaislukujen nelididen ja kuutioiden summakaavat.

I Kambodzasta on 16ytynyt vuonna 683 kirjoitettu nollan sisaltéava luku.
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Kymmenjarjestelméan ohella toinen pysyvaan ja yleiseen kayttoon jaanyt intialainen inno-
vuosisatoina laatimiin Siddhanta-nimisiin runomuotoisiin esityksiin liittyi kaksinkertaisen
kulman janteen puolikkaan taulukoita. Intialaiset taulukot noudattivat kulmajakoa 3°45;
tarkemmat arvot interpoloitiin. Interpoloinissa kaytettiin lineaarista interpolointia kehit-
tyneempiékin tekniikoita. Ptolemaioksen taulukko oli kayttéanyt vastaaviin tarkoituksiin
koko kulmaa vastaavia janteita. Nimitys sine, latinan sinus, johtuu vaarinkasityksesta:
sanskritin janteen puolikasta tarkoittava jya-ardha vaantyi arabiaan muodossa jiba. 1100-
luvun kaantaja luki termin virheellisesti muodossa jaib. Tama sana tarkoitti lahtea, rintaa
tms. kaarevaa objektia kuten latinan sinus.

Huomattavin varhaiskeskiajan matemaatikko oli Brahmagupta (noin 625). Intialaiselle
matematiikalle tyypilliseen tapaan hanen tuotantonsa oli epatasaista: oikeat ja vihemman
oikeat tulokset esiintyvat rinta rinnan, esim. ympyran kehan ja halkaisijan suhteen arvot
v/10 ja 3. Tunnettu Heronin kaavalle analoginen Brahmaguptan kaava nelikulmion pinta-

alalle S,
S=V(s—a)(s—b)(s —c)(s —d),

(s on nelikulmion piirin puolikas) pétee itse asiassa vain ympyran sisdén piirrettyihin eli
jannenelikulmioihin.

Merkittavin Brahmagupta oli aritmeetikkona: han kaytti ensimmaéisené nollaa ja negatii-
visia lukuja johdonmukaisesti. Nolla on tédssd ymmaérrettava lukuna, ei numerona. Mm.
sellainen saanto kuin ”negatiivinen kertaa negatiivinen on positiivinen” oli Brahmaguptalle
tuttu. Toisen asteen yhtalolla saattoi olla kaksi ratkaisua silloinkin, kun ratkaisut eivat ol-
leet positiivisia. Brahmagupta ja hanen aikalaisensa Intiassa kayttivat sumeilematta myos
irrationaalilukuja valittamatta niihin sisaltyvista loogisista vaikeuksista. Brahmagupta
kaytti kirjoituksissaan Diofantoksen tavoin erdanlaista algebrallista symbolismia. Brah-
maguptan ansiolistaan kuuluu vield ensimmaisen asteen Diofantoksen yhtélon ax 4 by = ¢
taydellinen kokonaislukuratkaisu. Jos ¢ on jaollinen a:n ja b:n suurimmalla yhteisella te-
kijalla, yhtalon yksittaisratkaisu 16ytyy Eukleideen algoritmia soveltamalla ja jos (zg, yo)
on yksittédisratkaisu, niin myos parit (zg — bt, yo + at) ovat ratkaisuja. Diofantos itse oli
tyytynyt eri tehtévissa vain rationaalisiin yksittaisratkaisuihin.

Erityisen ansiokkaita intialaiset olivat Pellin yhtdldiden x?> — Dy? = 1, D ei nelidluku,
ratkaisemisessa. (Yhtalotyypin nimi johtuu 1600-luvulla eldneestd englantilaisesta John
Pellistd, jonka on arveltu tutkineen tdménlaatuisia yhtéloité; tieto on kuitenkin epavarma.)
Brahmagupta havaitsi, etti jos 22— Dy? = a ja t?— Du? = b, niin 22— Dy'? = (xt+Dyu)?—
D(zu + yt)? = (22 — Dy?)(t? — Du?) = ab. Tietoa saattoi kiiyttid hyviksi osoittamaan,
etta yhdesta Pellin yhtalon ratkaisusta voi generoida aarettoman monta muuta. Lisaksi jos
x’:1la ja y’:1la on yhteinen tekiji, se voidaan supistaa, ja mahdollisesti paasta 10ytaméaan
tarvittava yksittaisratkaisu.

Viimeinen huomattava keskiajan intialaismatemaatikko oli Bhaskara (1114-85). Bhas-
kara kehitti nerokkaan chakravala-menetelman, jolla Pellin yhtalon yksittaisratkaisu voitiin
16ytad. Han ratkaisi yhtdlon 2 = 1 + py? tapauksissa p = 8, 11, 32, 61 ja 67. Esimer-
kiksi yhtdlon z? = 1 + 61y? ratkaisu on = = 1766319049, y = 226 153980. Bhaskara
on tiettavasti ensimmainen, joka on kiinnittdnyt huomiota nollalla jakamisen mahdotto-
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muuteen. Intialaisten nokkelaa laskemista irrationaaliluvuilla edustaa Bhaskaran havainto
V3 +V12 = \/(3+ 12) +2v/3 - 12 = 3/3.

Ensimmaiset selvat viittaukset kombinatoriseen analyysiin loytyvat Bhaskaralta. Han mm.
kéasitteli ongelmaa, jossa kysytaan, miten monella eri tavalla kahdeksanovisen palatsin ovet
voidaan avata.

Bhaskara on kuuluisa my&s yksisanaisesta (Katso!) Pythagoraan lauseen todistuksestaan,
joka perustuu siihen, etta c-sivuinen nelio voidaan jakaa neljaksi suorakulmaiseksi kol-
mioksi, joiden kateetit ovat a ja b, seki a—b-sivuiseksi nelioksi; ¢? = 2ab+(a—b)? = a?+b2.

Katso!

5.2 Islamin matematiikka

Islamin perustaja profeetta Muhammed kuoli vuonna 632. Noin sata seuraavaa vuotta is-
lam oli sotaisessa ekspansiovaiheessa, mutta kahdeksannen vuosisadan puolivalista alkaen
islamilaisvaltioiden johtajat alkoivat suhtautua myonteisemmin myos kulttuuriin. Erityi-
sesti kalifikunnan keskuksessa Bagdadissa ja sinne perustetussa Aleksandrian Museionia
muistuttaneessa Bait al Hikmassa eli Viisauden talossa tutkittiin ja kaannettiin arabiaksi
kreikkalaisia kasikirjoituksia, ja myos kosketuksia Intiaan hyodynnettiin.

Matematiikan historian kannalta islamin kulttuurin suurimpana ansiona pidetaan toisaalta
antiikin perinnon tallettamista ja toisaalta intialaisen aritmetiikan omaksumista ja edelleen
valittamistd. Ajatus on jossain maarin islamin kulttuurin monia tieteellisid saavutuksia
vaheksyva. Joissain tapauksissa arabialainen panos nakyy vain tuotteen nimessa: esim.
Klaudios Ptolemaioksen tahtitieteellinen paateos, jonka vaikutus keskiajan maailmanku-
vaan oli erittdin ratkaiseva, tunnetaan yleisesti arabiankieliselld nimelldan Almagest. — On
myo6s huomattava, etta islamin kulttuuripiiri oli maantieteellisesti laaja ja sisdlsi monia
kansallisuuksia ja kielia. Yhdistava tekija oli uskonto ja sivistyksen yhteinen kieli arabia.

Merkittavimmin arabimatemaatikoista on jalkimaailmaan vaikuttanut Muhammad ibn
Musa Al-Khwarizmi (780[7]-850[7]). (Nimen ortografia vaihtelee eri ldhteissd. Vaihtelu se-
littyy osin siité, ettd arabian kielessd yleensd vain konsonantit merkitdén.) Al-Khwarizmi
kirjoitti tahtitieteestd ja kartografiasta, mutta tarkeimmat hanen teoksistaan ovat arit-
metiikan ja algebran oppikirjat. Edellinen on sailynyt vain latinankielisend ka&dnnoksena
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De numero indorum. Siina selvitetdan intialaisen kymmenjarjestelman kaytto. Varhai-
simman tiedon intialaisten numeroiden kaytosta on antanut syyrialainen piispa Sebokt jo
700-luvulla. Voidaan paatella, ettd Al-Khwarzimin kirja ei varsinaisesti esitellyt innovaa-
tiota. Arabian kielen kirjoitus ei sindnsé tuntenut erityisid numeromerkkeji, vaan numerot
ilmaistiin kirjaimin. Teoksen osin huolimattomat latinalaiset kdannokset ovat syypaita ni-
mitykseen arabialaiset numerot, vaikka Al-Khwarizmi itse ei mitenkéan peittele lahteitdan.
Intialaiset numerot esiintyivat islamin kulttuurin piirissa kahtena eri versiona; Eurooppaan
paatyivat ns. gobar-numerot, joita kdytettiin alueen lantisemmissa osissa. — Vield nykyaan-
kin arabian kielessd on kaytossa kaksi eri numeromerkkisarjaa, joista pohjoisafrikkalainen
on lahempana meidan kayttamiamme merkintoja. On huomattava, ettd kymmenjarjes-
telmaan liittyva kymmenmurtolukujen kirjoitus desimaalierottimineen on tullut kayttoon
huomattavasti myohemmin, renessanssin aikana.

—=E¥h|60 60

Brahmi-numeroita
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Gobar-numeroita [ta-Arabian numeroita

Tspeall A 89

Numeroita1000-uvulta

[aZ 9

/zjﬁqico\gya 18345 67890

Numeroita1400-luvulta - Numeroita1500-luvulta

Intialais-arabialaisen numerojarjestelman versioita

Intialaisilla numeroilla laskemista ryhdyttiin Al-Khwarizmin nimen perusteella kutsumaan
algorismiksi; algoritmi-sanan nykymerkitys on samaa perua.

Al-Khwarizmin tarkein teos oli Al-jabr wa’l mugabalah. Kirjan nimen ensimméinen
sana, ’jalleenyhdistaminen’, tarkoittaa toimenpidetta, jossa yhtéalon toiselta puolelta siir-
retddn negatiivinen termi toiselle puolelle ja muutetaan se samalla positiiviseksi (esim.

2 = 40x — 422 — 5% = 40z). Jilkimmiinen nimen osa tarkoittaa yhtdlon eri puolilla
olevien positiivisten termien yhdistdmisti (esim. 50 + 22 = 29 + 10z — 21 + 2% = 10z).
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Tasta on syntynyt nimi algebra. Al-Khwarizmin oppikirjan paésiséltond on toisen asteen
yhtélon ratkaiseminen seka algebrallisesti ettd geometrisesti. Algebrallinen ratkaisu on
olennaisesti sama kuin nykyisin, siis nelioksi tdydentdminen ja neliojuuren otto. Geomet-
risia ratkaisuja tarvitaan useita sen mukaan, miten (nykymerkinnéin) kertoimien etumerkit
jakautuvat. Tyypillisessi tehtivissi x2 4+ 10z = 39 piirretdin nelio, jonka sivu on z, sen

kullekin sivulle suorakaide, jonka korkeus on R Syntyneen ristinmuotoisen kuvion ala

on 39. Kun siihen liitetaan nelja sivultaan R olevaa neliota, saadaan nelio, jonka ala

on 39 + 25 = 64 ja jonka sivu on z 4+ 5. Mutta tastd nahdédan, ettd = 3. Toisin kuin
intialaiset Al-Khwarizmi hyvéaksyy vain positiiviset juuret. Koko esitys on liséksi puhtaasti
sanallista, Diofantoksen ja Brahmaguptan tuntemia symboliikan alkeita ei kdytetd. — Aina
1800-luvulle asti algebralla ymmarrettiin matematiikassa nimen omaan oppia polynomiyh-
taloiden ratkaisemista.

Al-Khwarizmin ohella 800-luvun merkittdvin matemaatikko oli Thabit-ibn-Qurra (826—
901), joka toimitti mm. Eukleideen, Arkhimedeen, Apollonioksen ja Ptolemaioksen teks-
tien kaannoksia arabiaksi. Kadnnokset sisalsivdt usein Thabitin omia taydennyksia ja
parannuksia. Thabit esitti myos mielenkiintoisen ystavallisten lukuparien konstruktion:
jos p, ¢ ja r ovat parittomia alkulukuja sekd muotoa p = 3-2" —1, ¢ =3-2""1 — 1 ja
r =32.22"-1 _ 1 niin 2"pq ja 2"r ovat pythagoralaisten mielessé ystivillinen lukupari:
kumpikin on toisen tekijoiden summa.

Arabialaiset omaksuivat kreikkalaisesta matematiikasta mieluummin laskennallisia ja kay-
tantoon liittyvia kuin aksiomaattis-deduktiivisia aineksia. Niinpa geometrian osa-alueista
tahtitiedetta palveleva trigonometria kehittyi islamin piirissa pisimmalle, melko lahelle ny-
kymuotoaan. Arabitahtitieteilijat omaksuivat Intiasta sinifunktion ja ottivat itse kayttoon
tangenttifunktion. Huomattavin trigonometrian kehittdaja oli Abu’l-Wefa (940-97), joka
laski kahdeksan desimaalin tarkkuutta vastaavan sinitaulukon kulmille 15’:n valein, tunsi
pallotrigonometrian sinilauseen ja kaytti jossain maarin kaikkia kuutta trigonometrista
funktiota.

Islamin kukoistuskauden viimeiset suuret matemaatikot ovat suuren yleison keskuu-
dessa runoilijana paremmin tunnettu, Persian Khorasanissa vaikuttanut Omar Khaijam
(1050[7]-1123) (kokoelmat Teltantekijin lauluja ja Viisaan viini on suomennettu, hiljattain
myos valikoima Khaijamin lauluja, johon on pyritty saamaan varmimmin hanen kirjoitta-
mikseen arveltuja tekstejd); uskonnollisesti Omar oli 1dhinné ateisti) ja mongolihallitsija
Hulagu-kaanin hoviastronomi Nasir Eddin al-Tusi (1201-74). Omar kirjoitti algebran esi-
tyksen, jossa tutkitaan systemaattisesti kolmannen asteen yhtaloitda. Jo Menaikhmos ja
Arkhimedes olivat ratkaisseet kartioleikkausten avulla kolmannen asteen yhtéaloita erikois-
tapauksissa, mutta Omar esitti yleisen geometrisen ratkaisun (itse asiassa suuren joukon eri
geometrisia ratkaisuja kertoimien eri merkkikombinaatioiden mukaan). Omar ei uskonut,

etta yleinen kolmannen asteen yhtalo voitaisiin ratkaista algebrallisesti.

2

Omarin ratkaisu kolmannen asteen yhtélolle 23 + b2z 4+ a® = cx? on seuraava: Miiritetiin

3
a a a
verrannosta — = — d ja verrannosta — = — e. Silloin e = R Piirretaén jana AB = e
a e
ja erotetaan suoralta AB jana BC = c. Piirretadn B:n kautta kohtisuora AC:ta vastaan
ja erotetaan siltda BE = b. Piirretdadan AC halkaisijana ympyra, joka leikkaa BE:n pis-
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ED AB
teessi D. Erotetaan siteeltdi BC jana BG siten, etté BE - BC Taydennetdin DBG

suorakaiteeksi DBGH. Piirretaan E:n kautta AC:n suuntainen suora, joka leikkaa GH:n
pisteessa M. Piste H ja suorat ED ja EM maarittavat hyperbelin, niiden pisteiden P
uran, joiden naista suorista laskettujen etaisyyksien tulo on DH - M H. Piirretty puoliym-
pyra leikkaa tdméan hyperbelin pisteessa J. Pisteestéd J suoria EM ja AC' vastaan piirretty
kohtisuora leikkaa F M :n pisteessd K ja suoran AC pisteessd L. Hyperbelin ominaisuuden
ja pisteen G valinnan nojalla FK - KJ=FEM-MH = BG-ED = BE-ABja BL-LJ =
EK-(BE+KJ)=EK-BE+BE-AB = BE-AL. Siis BL>-LJ? = BE?. AL?. Mutta puo-
liympyrin tunnetun ominaisuuden nojalla LJ? = AL-LC. Siis BL?-AL-LC = BE?- AL?
eli BE?- AL = BL?- LC. Edelleen BE?*(BL+ AB) = BL?(BC — BL). Mutta tiissi olevat

janat (paitsi BL) perustuvat kaikki yhtélon kertoimien perusteella tehtyihin valintoihin.
3

On tullut osoitettua, etti b2 (BL + Z—2> = BL?*(c—BL) eli BL3+b*- BL+a® = c- BL%.
Yhtalon ratkaisu on x = BL.

Kolmannen asteen yhtalon geometrinen ratkaisu

Seka Omar etta Nasir yrittivat vakavasti 10ytaa todistusta Eukleideen viidennelle postulaa-
tille, paralleeliaksioomalle. Nasirin ansioita on lisdksi ensimmaéinen astronomiasta irrotettu
taso- ja pallotrigonometrian yleisesitys.

Viimeinen mainittava islamilainen matemaatikko on Al-Kashi, joka toimi Samarkandissa
1400-luvun alkupuoliskolla. Al-Kashi oli taitava laskija, jolla oli merkitystd desimaali-
lukujen kayttoon tulolle (vaikka hén itse kéytti vield mielellidn — ajan tavan mukaan —
seksagesimaalimurtolukuja tarkoissa laskuissa). Al-Kashin laskema 7:n 16-desimaalinen
arvo sailyi kauan tarkkuusennatyksena.
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5.3 Kiina

Kiinassa on ollut kaytossa erilaisia numerojarjestelmia. Vanhimmissa oli omat merkkinsa
numeroille 1 — 9, 10, 100, 1000 ja 10000, ja esimerkiksi 20 ilmaistiin liittamalla 10:n
merkkiin kakkosen merkki. Kiinassa oli myos kaytossa eradnlainen kymmenjarjestelma
jo ajanlaskumme alun aikoihin. Siind numeroille 1:std 9:44n oli kullekin kaksi merkkia, ja
kirjoitettaessa joka toinen numero valittiin ensimmaisesta ja joka toinen toisesta sarjasta.
Merkit muodostettiin eri asentoihin sijoitetuista puikoista, ja niilla operoitiin erityisen las-
kulaudan paalla. Nollasymbolia ei alkuun tunnettu. Negatiivisen ja positiivisen luvun ero
oli selvilla jo melko varhain. Positiiviset luvut kirjoitettiin punaisina, negatiiviset mustina.

Jo ajanlaskumme kolmannella vuosisadalla kirjoitetussa teoksessa Jiuzhang suanshu (Las-
kusddnnot yhdekséssd luvussa), jonka tekija on Liu Hui, esiintyy usean tuntemattoman
lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisu eliminointimenetelmalla. Yhtaloiden kertoimet on sijoi-
tettu "matriisin” pystyriveiksi, joilla operoidaan samoin kuin matriisin vaakariveilla ny-
kyisin Gaussin eliminoinniksi kutsutussa metodissa.

My6s Kiinassa laskettiin keskiajalla tarkkoja m:n likiarvoja: Zu Chongzhi (430 — 501) paési
tulokseen 3,1415926 < 7 < 3, 1415927. Kiinalaista alkuperaa on sittemmin englantilaisen
W. G. Hornerin (1786-1837) mukaan nimetty menetelmé algebrallisen yhtélon P(x) = 0 li-
kimaaraiseksi ratkaisemiseksi: jos xg on likimaarainen ratkaisu, niin sijoitus = xy+y joh-
taa uuteen yhtaloon Py (y) = 0, jolla on pieni juuri y; koska y:n korkeammat potenssit ovat
pienia, talle uudelle yhtalolle voidaan helposti antaa approksimaatio yo jne. Menetelman,
jonka kiinalainen nimi on fan fa, esitti ainakin Qin Jiushao (noin 1247). Sen laskennollinen
toteutus, jonka voi katsoa perustuvan polynomin " 4 a,_12" ' +ap_2x" 2 +--- a1z +ag
kirjoittamiseen muotoon x(x(...(x+an—1)+an—2)---+a1)+ag, on erityisen kiteva. Rat-
kaistaan likim#araisesti yhtilo z3 + 222 — 5z — 10 = 0. Havaitaan, ettd 2:m ja 3:n vilissi

on nollakohta. Laskukaavion
1 2 -5 =10

+2 48 46
4 3 -4
42 412
6 15
+2

8

avulla saadaan polynomi uuden muuttujan y = = — 2 avulla: 33 + 8y? + 15y — 4. Tamén
polynomin eriis nollakohta on valilla (0, 1); polynomilla y3 + 80y? + 1500y — 4000 on
nollakohta vélilla (2, 3). Laskukaavio

1 80 1500 —4000
+2 4164 43328

82 1664 —672

+2  +168
84 1832
+2

86



44

merkitsee, ettd on tehty uusi sijoitus y = x + 2 ja saatu polynomi muotoon z3 + 862 +

1832x — 672. Taméan polynomin likimaarainen juuri on x = 1832 — 0,37. Alkuperaisen

yht#lon likiméiriisratkaisu on siten z = 2,237. — Koska 23 +22%2 —52—10 = (2+2)(22—5),
juuren tarkka arvo on v/5 ~ 2,236.

Qinin kirjoituksista 16ytyy myo6s syvallinen todistus lukuteoriaan kuuluvalle ns. kiinalai-
selle jaanndslauseelle: on olemassa luku, jota annetuilla luvuilla jaettaessa saadaan anne-
tut jakojadnnokset. Jang Hui (n. 1270) esitti kaavan n:n ensimmaéisen nelidluvun summalle
ja binomikerroinkaavion, jonka tunnemme Pascalin kolmiona.

Ensimmaiset painetut matemaattiset kirjat ilmestyivat Kiinassa vuoden 1100 paikkeilla.
Kiinalaisen osin ilmeisesti hyvin korkeatasoisen matematiikan yhteydet muihin kulttuu-
reihin olivat niukat, eikd Kiinan suoraa vaikutusta matematiikan kehitykselle muualla voi
selvasti osoittaa.

5.4 Eurooppa varhaiskeskiajalla

Kreikkalainen traditio sailyi jossakin maarin bysanttilaisen kulttuurin piirissa toiselle
vuosituhannelle asti: joitakin kommentaareja ja oppikirjanomaisia esityksia kirjoitettiin.
Lansi-Euroopassa oli matematiikan taso Rooman valtakunnan hajoamisen jéilkeen erittain
alhainen. Kreikan kieli, jolla suurin osa antiikin matematiikkaa oli kirjoitettu, oli jok-
seenkin kokonaan unohdettu. Vaikka Kaarle Suuren aikana (noin 800) tehtiin joitakin
yrityksia koululaitoksen kehittamiseksi, ei matematiikassa ylitetty alkeisaritmetiikan ta-
soa. Huomattavimmat matemaattiset yritykset koskivat kalenterin liikkuvien juhlapyhien
madritysta. Oli toivottavaa, ettd joka luostarissa olisi ollut yksi kalenterilaskuja taitava
munkki. Katolisen kirkon asenne tietoon ja tieteeseen oli muuten péadosin torjuva, vaik-
kakin matematiikalla arveltiin olevan arvoa teologiseen paattelyyn harjaannuttamisessa.
Astrologia — ja siihen sidoksissa ollut ldakintataito — tarvitsi tuekseen hiukan astrono-
miaa ja laskutaitoa. Ns. pimeédn keskiajan merkittavimpia matematiikan harrastajia on
ranskalaissyntyinen Gerbert (940[7]-1003), sittemmin paavi Sylvester II, joka tiettévésti
ensimmaisend lansimaalaisena kaytti intialais-arabialaisia numeroita.

Matematiikan harrastus lansimaissa alkoi jossain maéarin elpya 1100- ja 1200-luvuilla. Tuol-
loin lannessa ruvettiin omaksumaan islamilaisessa maailmassa tunnettua tietoa ja kaan-
tamaan seka kreikkalaista alkuperaa olevia ettd varsinaisia arabialaisia teksteja latinaksi.
Suoraan kreikasta ei kdadnnetty mitdan ennen 1400-lukua. Tietoa suodattui eniten Espan-
jan kautta; etenkin monikansallinen Toledon kaupunki oli merkittava portti islamilaisen ja
kristillisen maailman valilla. Sotaisten ristiretkien merkitys tiedon siirrossa ei sitd vastoin
varmaankaan ole ollut niin suuri kuin usein esitetdan.

Ensimmainen merkittava matematiikan kaantaja oli Bathissa Englannissa vaikuttanut
Adelard (1075-1160), joka mm. kddnsi Eukleideen Alkeet arabiasta latinaksi. Tyotelidin
kaantaja lienee ollut Toledossa tyoskennellyt Gerard Cremonalainen (1114-87), jonka ai-
nakin 85 nimiketta sisaltava kaannostoiden luettelo sisaltdad mm. Ptolemaioksen Almages-
tin ja Al-Khwarizmin kirjoituksia. (Aikaisemmin mainittu sini-vaarinkésitys sattui juuri
Gerardille.) Yleensé kiinnostus kohdistui pikemminkin aritmeettis-algebrallisen tradition
mukaisiin teoksiin kuin vaikeampaa geometrista perinnetta edustaviin kasikirjoituksiin.
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5.5 Fibonacci

Ensimmainen itsendisend matemaatikkona merkittava lansimaalainen oli Leonardo Pisano
eli Fibonacci (1180[?]-1250), jonka kuuluisa teos Liber abbaci' (1202, toinen laitos 1227)
oli (helmitaulun kaltaiseen abakukseen liittyvastad nimestédén huolimatta; nimenomaan aba-
kusta Leonardo ei kirjassaan késittele) ensimmaisid kymmenjarjestelmén aritmetiikan op-
paita. Leonardo oli Pohjois-Afrikassa toimineen kauppaedustajaisinsé seurassa tutustunut
arabialaisten numeroiden kayttoon. Kymmenjarjestelman yhta olennaista piirretta, mur-

tolukujen desimaalimerkintaa, Leonardo ja hanen aikalaisensa eivat oivaltaneet. Leonardo

tarkoitti luk 1 + 2 +3
I 1011 —_—.
510 20 RO IR UR B 090 T 10-20 T 20

Vaikeatajuisena pidetty kymmenjarjestelma heratti vastustusta ja pelkoja. Vuonna 1299
Firenzessa annetussa saddoksessa rahanvaihtajia kiellettiin kayttaméasta kymmenjarjestel-
mad. Osasyy intialais-arabialaisten numeroiden vierastamiseen saattoi olla niiden kirjoi-
tusasun vakiintumattomuus ja siita johtuneet sekaannukset.

kaytti omaperiistd murtolukumerkintéa:

Vaikka Liber abbacin matemaattinen taso ei kovin korkea olekaan, sen on tehnyt kuole-
mattomaksi kuuluisa tehtéava:

Kuinka monta kaniiniparia syntyy vuodessa, jos vuoden alussa on yksi pari ja
jokainen pari synnyttaa joka kuukausi uuden parin, joka alkaa synnyttad kahden
kuukauden kuluttua?

Koska tehtavin mukaan tammikuun alussa pareja on 1, helmikuun alussa 2, maaliskuun
alussa 3, huhtikuun alussa namaéa kolme ja alkuperdisen parin ja tammikuussa synnyt-
taneen parin jalkelaiset, siis yhteensa 5 jne, nahdaan, ettd parien lukumaaran ilmoittaa
palautuskaavaa

Ap+1 = Ap + Ap—1.

Tata kaavaa alkuarvoilla a; = a2 = 1 noudattavaa lukujonoa kutsutaan Fibonaccin jonoks:
ja sen jasenia Fibonaccin luvuiksi. Paattymattomyys oli esilla jo Fibonaccin omassakin
ratkaisussa joka numeerisen (377 paria seuraavan vuoden alussa) ratkaisun ohella sisil-
taa maininnan siitd, etta prosessia voi jatkaa miten pitkéalle tahansa. Fibonaccin jonon
lukuisia mielenkiintoisia ominaisuuksia ja sovelluksia tutkitaan yhéa, jopa niin, etta jonon
harrastajilla on oma, vuonna 1962 perustettu yhdistyksensa ja aikakauskirjansa The Fibo-
nacct Quarterly. — Yritteen a,, = r" avulla huomataan, ettd Fibonaccin luvut ovat sukua
yhtélon r? = r + 1 ratkaisuille. Itse asiassa

(=) (7))

Tama merkitsee mm., ettd perakkaiset Fibonaccin luvut suhtautuvat toisiinsa likimaa-
rin kuten kultaisen leikkauksen suhteessa olevat suureet. — Leonardo tutki myos Dio-
fantoksen yhtaloita ja esitti kolmannen asteen yhtaldille likiarvoratkaisuja. Kolmannen
asteen yhtilon z3 + 222 4+ 10z = 20 likiméirdinen seksagesimaalimuotoinen ratkaisu
x = 1;22,7,42,33,4,40 = 1,368808107853 ... on huomattavan tarkka (tarkempi likiarvo

1
ap = —=

V5

L Muoto abaci esiintyy toisissa lihteissi.
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olisi 1,368808107821...) ja antaa aiheen olettaa Fibonaccin kdytossa olleen jonkin varian-
tin ”Hornerin menetelmastd”. Oivaltava oli my6s Fibonaccin tapa laskea perakkaisten
kuutiolukujen summa: koska kaaviossa

1
3 5
7T 9 11

13 15 17 19

n:mnen rivin lukujen keskiarvo on n? ja lukuja on rivilla n kappaletta, kaavion n:n rivin

lukujen summa on 13 + 23 + ... 4+ n3. Toisaalta kuviolukujen ominaisuuksien perusteella

nihdiin, ettd k:n ensimméisen parittoman luvun summa on k2 ja etti kaavion n:lla rivilla
2

n(n+1 n(n+1

on 1424 --+n = u % . Leonardon v. 1225

kirjoittama Liber quadratorum sisaltad useita mielenkiintoisia lukuteoreettisia tuloksia,

mm. sen, ettd kahden neljannen potenssin erotus ei voi olla nelicluku.

lukua. Siis 134234 --4n3 =

5.6 1200- ja 1300-luvut

1200-luvulla Lansi-Euroopan tiede saavutti arabialaisen tason. Perustettiin ensimmaiset
yliopistot (Bologna, Pariisi, Oxford . . .; ensimmaiset kirjalliset maininnat sekd Pariisin etté
Oxfordin yliopistoista koskevat opiskelijoiden ja viranomaisten vélisid tappeluja), skolas-
tinen filosofia eli huippukauttaan (Albertus Magnus, Tuomas Akvinolainen) ja tekniikka
edistyi (ruuti ja kompassi tulivat tunnetuiksi). Matematiikassa tietomaéra lisdantyi ennen
muuta kddnnosten avulla (my6s Arkhimedes 16ydettiin uudelleen), mutta joitakin oma-
perdisidkin tuloksia syntyi. Jordanus Nemorarius (1225-60) kaytti kirjaimia numeroiden
sijasta algebrassa ja tuli ensimmaisena esittaneeksi toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan
yleisessd muodossa. Algebrallisen symbolikielen puute pakotti hdnet nimedmé&an jokaisen
valituloksen omalla kirjamellaan:

Olkoon annettu luku abc jaettu osiksi ab ja c ja olkoon osien ab ja ¢ tulo d. Olkoon
abc:n nelio e ja olkoon f nelja kertaa d ja olkoon g tulos, kun f vahennetaan e:sta.
Silloin g on ab:n ja c:n erotuksen nelio. Olkoon A g:n neliGjuuri. Silloin A on ab:n
ja c¢:n erotus. Koska h tunnetaan, ¢ ja ab ovat maaratyt.

Jordanus kirjoitti myos statiikasta, joka oli ajankohtainen goottilaisen arkkitehtuurin huip-
puaikana. Hén esitti oikein kaltevan tason periaatteen. Han kuvaili myos opettavan arit-
meettisen pelin, ritmomakian.

Seuraava vuosisata, kerralla kolmanneksen tai puolet véestostd vaatineesta ruttoepide-
miasta, mustasta surmasta kuuluisa 1300-luku, oli edelleen matemaattisesti koyhaa. Mer-
kittdvin 1300-luvun matemaatikko lienee ranskalainen Nicole Oresme (1323[7]-82), kunin-
gas Kaarle V:n hovimies ja lopuksi Lisieux’n piispa Normandiassa. Oresme esitti varsin
kehittyneen verranto-opin, jonka yhteydessd han tuli mééritelleeksi (nykykielelle kddnnet-
tyni) potenssin x?, missi ¢ on rationaaliluku. Koska 43 = 64 ja 8 = 64, Oresme niki
hyvaksi kirjoittaa 8 = 417 Ttse asiassa Oresme merkitsi 8:aa symbolilla lp% 4. Oresme —
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kuten useat muutkin skolastikot — pohti muuttuvia suureita. Suureen muutoksen kuvaile-
miseksi Oresme otti kdyttéon olennaisesti tason koordinaatistoa muistuttavat ”muotojen
latitudit ja longitudit”. Muoto oli mika tahansa suure, joka saattoi muuttua, kuten nopeus,
kiihtyvyys tai tiheys, ja muodon latitudi kuvasi sitd maaraa, jolla muoto omasi muuttuvaa
ominaisuuttaan. Tasaisella nopeudella liikkuvan esineen nopeuden latitudi oli vaakasuora
viiva, tasaisesti kiihtyvassa liikkeessa olevan esineen nopeuden latitudi oli nouseva suora.
Kasitteet ovat likeistd sukua funktiolle ja sen kuvaajalle. Oresme ei kuitenkaan olennai-
sesti kyennyt hyodyntaméaan merkittavaa havaintoaan: hén rajoittui lineaarisia funktioita
vastaaviin kuvioihin.

Oresmea voi pitdd finanssimatematiikan uranuurtajana: hénen 1360 kirjoittamansa ra-
han olemusta kasitteleva teos selvitteli mm. jalometallikolikoiden arvon muutoksia, kun
kolikkojen metalliseoksia huononnetaan.

Oresme ja hanen englantilainen aikalaisensa Richard Suiseth, joka tunnetaan myos nimella
Calculator (n. 1350) tarkastelivat ja ratkaisivat ongelmia, joissa jouduttiin laskemaan péét-
tyméattomien sarjojen summia. (Tosin jo Arkhimedes oli tehnyt samanlaisia paéttelyja.)
Oresme jopa totesi harmonisen sarjan

1 1 1

R
hajaantumisen, aivan samoin perustein kuin asia nykyaankin todistetaan. Oresme perusti
vaitteensa sille, ettd ensimmainen termi, kahden seuraavan, neljan seuraavan jne., summa
on aina ainakin puoli. — Keskiajan skolastikot raivasivat tavallaan tietd myohemmalle
matemaattiselle analyysille aarettoman suuren ja darettoman pienen olemusta pohtiessaan.
Antiikin matematiikalle nama késitteet olivat vieraita.

1300-luvulla vaikutti myos pari merkittavaa juutalaista lahtoa ollutta matemaatikkoa, mo-
lemmat paavin hallitsemassa juutalaisille suopeassa Avignonissa. Levi Ben Gerson (1282—
1344) esitti ehképéd ensimmaéisen induktiotodistuksen osoittaessaan, ettd m + 1:n alkion
permutaatioiden maara on n + 1 kertaa n:n alkion permutaatioiden maara. Levi laski
vhden neljésosa-asteen kulman sinin kahdeksan desimaalin tarkkuutta vastaavasti ja pe-
rusti tdhén tarkan jannetaulukon. Immmanuel Ben Jakob Bonfils (1300-luvun puolivili)
oli tiettavasti ensimmainen lansimailla kymmenmurtoluvuista kirjoittanut.
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6 Renessanssi

Renessanssin ("uudelleensyntymisen”) kiinnostus antiikkiin innosti edelleen myd&s antiikin
matemaattisten klassikkojen kadnnoksiin. Kaupan tarpeet ja uusi tekniikka, kirjapaino-
taito, synnyttivat entista paljon laajempilevikkisen matemaattisen kirjallisuuden, lasku-
opit. Renessanssin aikana tehtiin myos ensimmaiset todella antiikin matematiikkaa pitem-
maélle menevat uudet keksinnot, nimenomaan algebran alalla. Kolmannen ja neljannen
asteen yhtaldiden algebrallinen ratkaisu oli matematiikan renessanssi-ilmio.

6.1 Painettuja laskuoppeja ja taulukoita

Keskiajan lopulla Euroopan matematiikan painopiste oli yliopistojen ulkopuolella. To-
sin Pariisin yliopistossa oli vuodesta 1336 voimassa saanto, jonka mukaan tutkintoa ei
myonnetty muuta kuin niille opiskelijoille, jotka valaehtoisesti tunnustivat kuunnelleensa
Eukleideen Alkeiden ensimmaisié kirjoja koskeneita luentoja.

Yleensa itseoppineet laskumestarit levittivat tietoa kdytannon elaméaan kuten kauppaan,
kirjanpitoon ja merenkulkuun liittyvasta aritmetiikasta ja algebrasta. Kirjapainotaidon
keksiminen 1400-luvun keskivaiheilla ei valittomasti merkinnyt kovin suurta mullistusta
matematiikassa. 1400-luvun merkittdvin matemaatikko, saksalainen Johannes Miiller alias
Regiomontanus (1436-76) tosin omisti Niirnbergissi kirjapainon, mutta ennenaikainen
kuolema Roomassa', jossa Regiomontanus oli suunnittelemassa kalenteriuudistusta, esti
hanta toteuttamasta laajoja suunnitelmiaan kaantaa tarkeimmat matematiikan klassik-
kojen teokset suoraan kreikasta latinaksi ja painaa ne. (Konstantinopolin joutuminen
turkkilaisten kasiin v. 1453 oli saanut monet siella olleet oppineet siirtyméaan lanteen, ja
mukana oli tullut runsaasti kreikkalaisia késikirjoituksia.)

Regiomontanuksen omista toista on tarkein De triangulis omnimodis, ensimméinen eu-
rooppalainen systemaattinen trigonometrian esitys. Regiomontanuksen teos seurasi melko
tarkkaan arabialaisia esikuvia. Se ilmestyi painosta vasta paljon Regiomontanuksen kuo-
leman jalkeen, vuonna 1533. Sisalloltdan se vastaa nykyista trigonometrian peruskurssia,
mutta esitys on taysin verbaalista. Nykyistd merkintatapaa ei viela ollut. Trigonomet-
risista funktioista kaytettiin yleenséd vain sinia ja kosinia. Itse sanan trigonometria esitti
kéyttoon Bartholomaeus Pitiscus (1561-1613) julkaistessaan itévaltalaisen Georg Joachi-
min eli Rheticuksen (1514—67) laatimia suurisuuntaisia trigonometrisia taulukoita, jotka
oli laskettu kulmille 10” vélein. Nykyinen trigonometristen funktioiden méaarittely suora-
kulmaisen kolmion sivujen suhteina on Rhaeticuksen innovaatio. (Ja "méaarittelyd yksik-
koympyrén avulla” voi pitdéd alkuperdisempénd.) Varhaisissa trigonometrisissa taulukoissa

! Huhutaan, etti Regiomontanuksen olisivat murhanneet eriin Regiomontanuksen ar-
vosteleman oppineen pojat, mutta luultavammin han kuoli ruttoon.
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valtettiin trigonometristen funktioiden arvoissa esiintyvét desimaalit kayttamalla taulu-
koissa suorakulmaisia kolmioita, joiden hypotenuusa oli hyvin pitka, jopa tuhat biljoonaa
pituusyksikkoa. Kateettien pituudet oli helppo ilmaista kokonaisluvuin.

Kirjapainotaito teki 1400-luvun loppupuolella mahdolliseksi tuottaa lisdantyneen kaupan
tarpeisiin kirjoitettuja laskuoppeja: ensimmainen tallainen oli tuntemattomaksi jaaneen
tekijan Trevison aritmetiikka vuodelta 1478. Saksassa vaikuttanut laskuoppien kirjoittaja
Adam Riese (1492-1559) on jattanyt saksan kieleen tdsmallisyytté ilmentévan puheenpar-
ren nach Adam Riese (vrt. Suomessa vanhempien ihmisten hyvin tuntema ” Elon laskuopin
mukaan”). Hiukan edistyneempié aritmetiikan oppikirjoja kirjoittivat mm. italialainen
Luca Pacioli (1445[?)-1509[7]) ja ranskalainen Nicolas Chuquet (1445-1488). Paciolin laa-
jalle levinnyt teos Summa de arithmetica, geometria, proportione et proportionalita ei juuri
sisaltanyt enempéaa kuin Fibonaccin 300 vuotta vanhempi kirja. Pacioli esitteli italialaisten
kauppiaiden kayttoon ottaman kaksinkertaisen kirjanpidon. Tasta syysta hanta toisinaan
pidetdén kirjanpitotaidon isénd. Chuquetin (ranskankielinen!) kasikirjoitus Triparty en la
science des nombres (1484) sisilsi alkeellista symbolien kiyttod (esim. \/14 — /180 esiin-
tyy muodossa R)%.14.m.R)?180; yhteen- ja vihennyslaskun merkkeini kiytettiin melko
yleisesti kirjaimia p (plus = enemmén) ja m (minus = vidhemmaén), késitteli negatiivisia
lukuja ja esitteli ensi kertaa suurten lukujen nimitykset biljoona, triljoona jne. Chuquet’'n
biljoona oli sama kuin mm. Suomessa nykyiin vallitseva kaytanto, 1012,

Nykyaikaisia piirteita alkoi yleisemminkin tulla esiin: 1500-luvun alkupuolen laskuopeista
16ytyy hajanaisia plus- ja miinusmerkkien seké yhtéldisyysmerkkien esiintymié (=-merkin
ensimmainen kayttaja, englantilainen Robert Recorde, 1520-58, perusteli kahden vaaka-
suoran viivan valintaa vanhanaikaisella englannilla ”bicause noe .2. thynges can be moare
equalle”), negatiivisia kertoimia, juurimerkkeja jne. +-merkki on luultavasti muotoutunut
&-symbolista, — saattaa olla m-kirjaimen korruptoitunut muoto. Ensi kerran ndma merkit
ovat nykyisessé kaytossad Johann Widmanin (s. n. 1460) vuonna 1489 ilmestyneessi las-
kuopissa, kuitenkin padasiassa mittayksikoiden yhteydessad osoittamassa, ettd mitattava
jokin maara ylitti tai alitti jonkin tasamaarian isompaa mittayksikkomaaraa. Nykyinen
juurimerkkimme on itse asiassa r-kirjaimesta muodostunut; r on sanan radix alkukirjain;
samaa etymologiaa on esim. retiisi. Se ilmestyi ensi kerran saksalaisen Christoff Rudolffin
algebran oppikirjassa vuonna 1525.

6.2 Kuvataide ja geometria

Renessanssin matematiikasta puhuttaessa ei sovi unohtaa taiteen ja geometrian, etenkin
avaruusgeometrian yhteyksia. Perspektiivin vahittainen tulo maalaustaiteeseen todistaa
taiteilijoiden kiinnostuksesta geometriaan. Varhaisin perspektiivista ja maalaustaiteesta
kirjoittanut oli firenzeldinen arkkitehti Leon Battista Alberti (1404-72), Luca Paciolin ys-
tava. Han kasitteli taitelijalle tarpeellisia opintoja ja korosti matematiikan keskeista ase-
maa niissa. Perspektiiviin liittyvid tarkasteluja voi myos pitdd projektiivisen geometrian
esiasteina. Renessanssin suurista taiteilijoista esimerkiksi Albrecht Diirer (1471-1528) ja
Leonardo da Vinci (1452-1519), my6s Luca Paciolin ystavé ja tydtoveri, olivat myds kelpo
matemaatikoita. Diirerin 1514 valmistuneessa Melancholia-kuparipiirroksessa esiintyy en-
simmaisia kertoja lansimailla taikanelio, joita etenkin kiinalaiset olivat konstruoineet jo
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ainakin ajanlaskun ensimmaisilla vuosisadoilla. Diirerin nelié on

16 3 2 13

5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

(huomaa vuosiluku alarivilld!). Diirer kirjoitti myos keskenerdiseksi jadneen geometrisen
tutkimuksen, jossa han mm. esitteli metodeja useiden transkendenttikayrien piirtamiseksi.

Loytoretkien synnyttdma maantieteen maailmankuvan avartuminen johti kehitykseen kar-
tanpiirtdmisessd. Gerhardus Kremer alias Mercator (1512-94) julkaisi 1569 ensimméisen
Mercatorin projektioon piirretyn kartan.

6.3 Kolmannen ja neljannen asteen yhtaloiden ratkaisu

Kaikki aikaisemmat aritmetiikan ja algebran oppikirjat jatti varjoon italialaisen laakarin,
matemaatikon ja paavin henkilokohtaisen astrologin Geronimo tai Girolamo Cardanon
(1501-76) vuonna 1545 ilmestynyt teos Ars Magna, joka sisdlsi raportin ensimmaisisté
todella merkittdvistd matemaattisista edistysaskeleista sitten antiikin (ars magna = suuri
taito tarkoitti algebraa vastakohtana vihempiarvoiselle aritmetiikalle). Kysymyksessa oli-
vat kolmannen ja neljannen asteen yhtaldiden algebralliset ratkaisukaavat. Luca Pacioli oli
Omar Khaijjamin tavoin pitanyt kolmannen asteen yhtalon ratkaisemista mahdottomana
tai ainakin yhta vaikeana kuin ympyran neliointi.

Kertomus ratkaisukaavojen keksimisen ja julkaisun vaiheista kuuluu matematiikan his-
torian varikkaimpiin. — Varikas oli Cardanon elamakin, johon sisdltyi niin palvelusta
astrologina ja ladkarina Euroopan hoveissa, laaketieteen ja matematiikan oppituolien hal-
lintaa Milanossa, Paviassa ja Bolognassa kuin kidutusta inkvisition kasissa ja kirkonkirous
Jeesuksen horoskoopin julkaisemisen takia. Sailyttéddkseen astrologin maineensa Cardano
tiettavasti lakkasi syomaéasta, kun hénen itselleen ennustamansa kuolinpéiva lahestyi, ja
kuolikin sitten oikea-aikaisesti. Kardaaninivel on saanut nimensi Cardanolta.

Kolmannen asteen yht#lén 23 + ma = n ratkaisukaavan keksi ilmeisesti Bolognan yliopis-
ton matematiikan professori Scipione del Ferro (1465-1526) noin vuonna 1501. Hén ei
julkaissut tulostaan, mutta ilmaisi sen kuitenkin venetsialaiselle oppilaalleen, matemaat-
tisesti keskinkertaiselle Antonio Maria Fiorille. Noin vuonna 1535 oli myo6s itseoppinut
matemaatikko Niccold Fontana eli Tartaglia (1499-1557) keksinyt tai saanut selville yh-
talon 23 + ma? = n ratkaisukaavan. Tartaglian kerskuttua tiedollaan jirjestettiin Venet-
siassa 22. helmikuuta 1535 Fiorin ja Tartaglian kesken julkinen yhtalonratkaisukilpailu. Se
paattyi Tartaglian kiistattomaan voittoon, silla toisin kuin Tartaglia, Fior hallitsi ratkai-
sukaavan vain yhta yhtalon kertoimien merkkien kombinaatiota vastaavassa tapauksessa,
tapauksessa z3 4+ pr = ¢, mutta ei tapauksessa 2 = pzr + ¢. Hiikéilemiton Cardano
onnistui vuonna 1539 perattomien lupausten avulla hankkimaan kaavan Tartaglialta, joka
ehdottomasti vaati Cardanoa pitdmaan tiedon salassa. Tartaglia oli varovasti katkenyt
informaationsa runomuotoon (” Quando chel cubo con le cose appresso/ Se agguaglia d
qualche numero discreto/ Trovan dui altri, differenti in esso/ ..."), mutta Cardano péési
siité selville. Kun kaavat piakkoin tulivat julki Ars Magnassa, syntyi kiivas riita, jonka
yvhteydessa Cardano syytti Tartaglian itse asiassa varastaneen Ferron kaavan.



o1

Cardanoa tuki syntyneessi polemiikissa hénen oppilaansa Luigi Ferrari (1522-65). Car-
danolta oli joskus kysytty ratkaisua ongelmaan, joka johti neljannen asteen yhtéloon. Car-
dano ei osannut tehtavaa ratkaista, mutta han pani Ferrarin tutkimaan asiaa. Tama kek-
sikin ratkaisumenetelmén (jonka erdéissa vaiheessa on osattava ratkaista kolmannen asteen
yhtéld), ja my6s sen Cardano julkaisi Ars Magnassa. — Cardano ei pyrkinyt véittdmaan
kolmannen ja neljannen asteen yhtaloiden ratkaisukaavoja omikseen, vaan tunnusti asian-
mukaisesti niiden alkuperan. Kolmannen asteen yhtalon ratkaisukaavoja kutsutaan silti
vha Cardanon kaavoiksi, neljannen asteen yhtalon ratkaisukaavoja taas Ferrarin kaavoiksi.

Cardanon kaavojen johtamiseksi tarkastellaan kolmannen asteen yhtaloa muodossa

2 +pr+q=0,

a
johon yleisestd muodosta 3 + ax? + bxr + ¢ = 0 aina péaistiin sijoituksella x = y — 3

Merkitaan x = u + v. Jos lisaksi vaaditaan, etta 3uv = —p, saadaan yhtalo muotoon
ud 403 +q=0.

Talloin y = u> toteuttaa toisen asteen yhtilon

3

p
—_ —— — O,
Y 27y +a
joka voidaan ratkaista. Saadaan
2 3
q q p
= —= 4 - —
Y= N o

josta

2 3 2 3
_ 4 ¢« . pr ¢ a JT P
x_“+v_\/2+\/4+27+\/2 V1 "o

Ferrarin kaavoihin paastaan muotoa
2t 4+ 202 + br+¢c=0
olevasta yhtalosta. Se tdydennetdan nelioksi
(22 4+ a)® =a® — bz —c.
Tuodaan mukaan parametri g, joka toteuttaa yhtalon
(2 +a+y)? = (2*+a)® +2y(z® +a) +9°
= (a® — bz —¢) + 2y(2® + a) + y* = 2y2® — bx + a® — ¢+ 2ay + y*.

Pyritdin nyt valitsemaan y niin, etti yhtilon oikea puoli on tiydellinen nelié (pz + ¢)2.
Nain on, jos kyseisen oikean puolen muodostavan z:n toisen asteen polynomin diskrimi-
nantti on 0. TAmé johtaa y:n kolmannen asteen yht#loon b2 —8y(y?+2ay+a?—c) = 0. Kun
tdma kolmannen asteen yhtalo ratkaistaan Cardanon kaavoilla ja saatu y sijoitetaan edelli-
seen neljannen asteen yhtaloon, niin yhtalon molemmat puolet ovat neliGita, ja juurenoton
jalkeen jaa x:n ratkaisemiseksi enda toisen asteen yhtalo.
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Kolmannen ja neljannen asteen yhtaldiden ratkaisukaavojen keksimisen suurin merkitys
lienee siind, ettd nyt saatettiin havaita uutta 16ydettavas vield olevan jaljelld. Antiikin
viisaat eivat olleet vield rakentaneet matematiikkaa valmiiksi. Cardanon ja Ferrarin kaavat
eivat sindnsa ole kovin hyodyllisia: kaytannossa kolmannen ja neljannen asteen yhtaldiden
ratkaisut haetaan approksimaatioista, kuten oli osattu tehda jo Cardanon aikanakin.

Cardanon kaavat johtavat silloin, kun yhtédlon kaikki kolme juurta ovat reaalisia, tilan-
teeseen, jossa reaalijuuret esiintyvat kahden kompleksiluvun, itse asiassa kahden liitto-
kompleksiluvun kuutiojuurten erotuksina. T&ama ns. casus irreducibilis jai Cardanolle
epaselvaksi, vaikka han siihen huomiota kiinnittikin. Kaavaansa han ei kirjassaan tallai-
siin yhtél6ihin yrittdnyt soveltaa. (Kompleksilukuja kdyttéava nykymatemaatikko selvittaé
ongelman helposti.)

Cardano kasitteli negatiivisten lukujen neli6juuria toisen asteen yhtialon tapauksessa
("jaa luku 10 kahteen osaan, joiden tulo on 40”), mutta vdhdn myohemmin Raffael
Bombelli (1526[?]-73) huomasi eriissid konkreettisissa tapauksissa kuten yhtilossi a3 =
15z 4+ 4, jolla on ilmeinen ratkaisu * = 4 ja Cardanon kaavojen mukainen ratkaisu

\/2—1—\/—12 1+ \/2 — /121, etti jos "liittoluvuista” otetut kuutiojuuret olete-
taan toistensa ”liittoluvuiksi” kaavat toimivat sellaisinaan. Bombelli otti kayttoon ni-
mitykset pzu di meno ja meno di meno, Jotka vastaavat nykymerkint6ja i = /—1 ja

—i = —y/—1, ja niille mm. kaavoja i -i = (—i) - (—i) = —1 vastaavat muodolliset

laskusaannot. Jos olisi v/2++v/—121 = a + bv/—1 ja /2 —+/—121 = a — by/—1, olisi
a2+ 0% = (a+by/=1)(a—by/-1) = {’/(2 + /—121)(2 — v/—121) = V/125 = 5. Koska juuri

4 olisi a + by/—1+a — by/—1, olisi a = 2 ja b = 1. Ja todellakin (2 + /—1)3 =2 + /=121
ja (2 —v/—1)> = 2 — {/-121. Havainto antoi uskoa menetelmin toimivan muidenkin
yhtaloiden tapauksessa.

Bombellin Algebra ilmestyi v. 1572. Siiné kdytetyt ”imaginaariluvut” ovat ldhinnd muodol-
linen keino sovittaa Cardanon kaavat muuta kautta tunnettuihin ratkaisuihin. Kompleksi-
lukujen todellinen luonne selvisi kuitenkin vasta véhitellen seuraavien kolmen vuosisadan
kuluessa.

Kolmannen ja neljannen asteen yhtaloiden ratkaisun ydin on tehtavan palauttamisessa
alemmanasteisen yhtalon, resolventtiyhtdalon, ratkaisemiseen. Ikava kylla viidennen ja kor-
keamman asteen yhtaloiden tapauksessa vastaavalla tavalla konstruoidut resolventtiyhtalot
tulevat olemaan korkeampaa astetta kuin alkuperainen yhtalo.

6.4 Viete ja Stevin

1500-luvun lopun merkittavin ja monipuolisin matemaatikko oli ranskalainen juristi ja hal-
lintomies Francois Viete eli Vieta (1540-1603). Viete teki palveluksia Ranskan hallitsijoille
mm. salakirjoituksia selvittamalla; espanjalaisten kayttaman salakirjoituksen avaaminen
oli naille niin yllattavaa, ettd kuningas Filip II syytti ranskalaisia mustaan magiaan tur-
vautumisesta. Paavi, jonka omat salakirjoitusasiantuntijat olivat myo6s helposti avanneet
Filipin viestit, ei kuitenkaan ottanut Filipin syytteita kasittelyyn.

Viete oli flaamilaissyntyisen, mutta enimmakseen Hollannissa toimineen insin6orin Simon
Stevinin (1548-1620) ohella innokkaimpia desimaalilukujen kdyton puoltajia. Tarkoissa
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laskutoimituksissa kaytettiin tuolloin yha babylonialais-hellenistisen tradition mukaisesti
seksagesimaalimurtolukuja. Desimaalimerkinta ei heti vakiintunut nykyiselleen. Vietella
esiintyi mm. merkintoja 141,421, 356,24 (100 000-séteisen ympyrén sisédén piirretyn nelion
sivu) ja 314,159,% (100 000-séteisen puoliympyréan kehé). Stevin julkaisi 1585 flaa-
minkielisen kirjan De Thiende (Kymmenesosasta), jossa esiteltiin laskeminen desimaaleilla,
mutta merkinnassa jokaista numeroa seurasi rengastettu numero, joka osoitti, mista kym-
menesosasta oli kysymys. Stevin kiinnitti myos huomiota mittayksikoiden ja niiden osien
epasystemaattisuuteen ja ehdotti kaikenlaisille mitoille yhdenmukaista kymmenes-, sadas-
jne. osajakoa.

Kauaskantoisin Vieten uudistuksista oli kirjainten kaytto tunnettujen ja tuntemattomien
suureiden merkinnéssa. Kirjassaan In artem analyticem isagoge (Johdatus analyysin tai-
toon, 1591) Viete merkitsi vokaaleilla tuntemattomia suureita ja konsonanteilla tunnettuja.
Aivan taysin nykyaikaisia eivit Vieten kayttadmat symbolit kuitenkaan vield olleet: osa kaa-
voissa tarvittavista merkinnéisté oli sanallisia. Esimerkiksi yhtilon A% + BA = CA%2 + D
Viete kirjoitti ”A cub + B plano in A equatur C in A quad + D solido”. Huomataan,
etta Vietellekin yhtalolla oli geometrinen merkitys: dimensioiden tuli tasméata. Vieten eri
aikalaisten kirjoituksissa esiintyvat yhteensid jokseenkin kaikki nykyiset symbolit, mutta
yvhta aikaa ne tulivat kdyttoon vasta seuraavan vuosisadan puolella.

Algebrassa Viete havaitsi osan yhtéléiden juurien ja kertoimien vélisista yhteyksista (kuten
ettd juurien summan vastaluku on ldhinné korkeimman tuntemattoman potenssin kerroin),
mutta koska han hyvaksyi vain positiiviset juuret, teoria jai vaillinaiseksi. Polynomiyhtéalon
kertoimet juurien avulla lausuvia kaavoja kutsutaan edelleen Vieten kaavoiksi. Viete otti
kayttoon sanan kerroin.

Kolmannen asteen yhtilon z3 + px + ¢ = 0 Viete ratkaisi sijoituksella

Sijoituksen jalkeen yhtdld muuttuu z3:n toisen asteen yhtaloksi

3
6 3 P

— ——=0.
z qz o

Trigonometriaa Viete edisti mm. tyyppia
. . ! 1
sin A +sin B = 2sin §(A + B) cos i(A — B)

olevilla kaavoilla, tangenttilauseella

A+ B
tan 2 a+b
A—B a-—b

tan
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ja sinz:n ja cosx:n potenssien mukaan etenevilla sin kx:n ja cos kx:n kehitelmilla

1 k(k=1(k=2) k3 . 3

sinkz = kcos® ! zsinz — 2.3 cos" “xsin"x + -,
k(k—1 k(k—1)(k—-2)(k—3
coskx:coska:—%coskdxsiﬁx—l— ( 1)(2 3 Z )cosk_4a:sin4x—~-~

Viete osasi valjastaa trigonometrian algebran palvelukseen: han johti trigonometriseen si-
joitukseen perustuvan kolmannen asteen yhtalon ratkaisukaavan: mielivaltaiselle kulmalle
o patee

cos® a = 1 cos o + 1 cos 3a.

Olkoon ratkaistavana yhtalo
23 +pr+q=0.

Merkitdin x = ny; ratkaistava yhtilo on nyt y3 = —%y — % Valitaan n niin, etta
n n
3 4 27
P _ 2 Bsitadn a, jolle cos3a = _X_ 8] 20 Tami voidaan tehdi tésmilleen
n? 4 n3 2 p3
3 2
silloin, kun Cardanon kaavoissa neliGjuuren alla oleva suure 77 + qz on negatiivinen,

eli juuri Cardanon casus irreducibiliksen tapauksessa. Nyt x = mcosa on alkuperiisen
kolmannen asteen yhtalon ratkaisu. Kaikki ratkaisut saadaan ottamalla huomioon eri
mahdolliset a:n valinnat.

Kuuluisaksi tuli Vieten antama yllattava trigonometrinen ratkaisu flaamilaisen Adriaen
van Roomenin esittamalle 45. asteen yhtalolle

Y — 45y™ 4 945y — 12300y + - - - + 95634y° — 3795y + 45y = C,

jossa esim. C' = \/2 +1/2 4+ V2 + V2. Viete tunnisti, ettd yhtélon vasen puoli on 2sin ¢:n

esitys luvun y = 2sin % avulla ja 16ysi yhtalon 23 positiivista ratkaisua. Vietelta periytyy

myos ensimmainen 7:n analyyttinen lauseke, paattymaton tulo

2_\/T 1+1\/T Lot i
= V2\V2 2Va2\2 22 2V2 "7

joka on yksinkertaisesti johdettavissa ympyridn sisdan piirrettyjen saannollisten 27-
kulmioiden alojen raja-arvosta. Jos A, on yksikkGympyréan sisadn piirretyn saannollisen
n-kulmion ala, niin

n . 27
A —sin — 9
no_ 2 L — cos T
Agn 2n . 27 2n
— sin —
2 2n
Kun otetaan huomioon, ettd A 2. cos T —1 lim A ja ettd cos <
= — = 11— 00 n = T — =
9 4 ) 4 \/57 2 .] 2

1
5(1 + cosx), saadaan Vieten relaatio.
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6.5 Logaritmien keksiminen

Astronomia ja merenkulku tarvitsevat varsin mutkikkaita trigonometrisia numerolaskuja.
Pitkien kertolaskujen muuttamiseksi helpommiksi yhteen- ja vahennyslaskuiksi kehittyi
1500-luvulla, 16ytoretkien vuosisadalla, ns. prostafairesis-menetelmé. Se perustui tyyppia

2sin Acos B = sin(A + B) + sin(A — B)

oleviin kaavoihin ja trigonometrisiin taulukkoihin.

Originelli skotlantilainen tilanomistaja, Merchistonin 8. paroni John Napier (Neper) (1550—
1617) (jonka julkaisutuotantoon kuuluu mm. aikanaan tavattoman suuren levikin saanut
numerologinen todistus sille, ettd paavi on Antikristus, mutta myos kéayttokelpoisia pallo-
trigonometrian kaavoja) keksi lyhemmén tavan. Jos tarkastelee geometrisen jonon termejé,
huomaa, ettd jonon kahden termin tulo esiintyy jonossa paikalla, jonka jarjestysnumero
saadaan laskemalla yhteen alkuperaisten termien jarjestysluvut. Napier keksi ottaa kéyt-
toon jonon, jonka termit ovat hyvin lahella toisiaan. Tallaisen jonon han sai valitsemalla
jonon suhdeluvuksi luvun 1 — 1077 = 0,9999999. Desimaalien vilttimiseksi Napier kertoi
jonon luvut luvulla 107. (Tamé# perustui mm. Regiomontanuksen kiytintoon jakaa ym-
pyrin side 107 osaan ja mitata jinteiden puolikkaita, siis sineji, tilld mitalla.) Lukua N
vastaava Napierin logaritmi L = Naplog N on siten luku, jolle patee

N =107(1-10"")*.
Kahden luvun N; ja N> tulolle saadaan
NiN21077 =107(1 — 107 7)1 tEe,

joten logaritmien tulosaanto ei sellaisenaan sovi Napierin logaritmeille. Nagierin logarit-
mien ja ”Neperin luvun” e vilinen yhteys selittyy siitd, ettd (1 — 1077)!°" on likimain
1/e.

Logaritmitaulukkojensa luvut Napier laski geometrisista sarjoista monimutkaisella inter-
polointimenettelylla. Ensimmaisessa vaiheessa Napier vahensi luvusta 10000 000 sen kym-
menesmiljoonasosan, erotuksesta jalleen kymmenesmiljoonasosan jne., kunnes sadan vé-
hennyksen jalkeen tuli lukuun 9999900,000495. Taman luvun Napier-logaritmi on 100.
Lineaarisen ekstrapoloinnin avulla luvun 9 999 900 Napier-logaritmiksi tuli 100,000495. Ta-
maén jalkeen Napier alkoi vahentaa luvusta 10 000 000 sen sadastuhannesosan, erotuksesta
samoin jne. Erotukset ovat jalleen geometrisen jonon lukuja, ja niiden Napier-logaritmit
100,000495:n monikertoja. 50:n vihennyksen jilkeen ollaan luvussa 9995 001,224804 (Na-
pier teki tédssid kolmanteen desimaaliin vaikuttavan laskuvirheen), jonka Napier-logaritmi
on 50-100,000495 = 5000,024753. Ekstrapolointi antaa luvun 9995 000 Napier-logaritmiksi
5001,250175. Nyt Napier rakensi vield 21-rivisen ja 69-sarakkeisen taulukon, jossa kukin
luku on sen ylapuolella oleva luku vihennettynd kahdestuhannesosallaan ja samalla va-
semmalla oleva luku vahennettyna sadasosallaan. Talloin kunkin sarakkeen alin luku on
suunnilleen sama kuin seuraavan sarakkeen ylin luku ja taulukon oikeaan alakulmaan tulee
luku 4998609,4019. Kun viela ekstrapoloidaan luvun 9900000 Napier-logaritmiksi tau-
lukon vasemmanpuoleisen sarakkeen avulla (jonka Napier-logaritmit ovat 5001,250175:n
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monikertoja) 100503,223, saadaan p:nnelld rivilld ja ¢:nnessa sarakkeessa olevan luvun
Napier-logaritmiksi (p — 1) - 5001,25 4+ (¢ — 1) - 100503,22. — Koska Napier téhtési itse
asiassa kulmien sinien logaritmeihin ja hanen kehyksendan oli suorakulmainen kolmio,
jonka hypotenuusa on 107, kuvailtu prosessi antoi mahdollisuuden laskea sinien logaritmit
30°:n ja 90°:n valiltd. Pienempiin kulmiin pa#see késiksi kaavan sin 20 = 2 sin 0 sin(90° —60)
avulla.

Napier, jolla ei ollut viela kaytossadn eksponenttimerkintda, perusteli menetelméansa
geometris-dynaamisella tarkastelulla. Jos piste D liikkuu tasaisella nopeudella 107 pit-
kin puolisuoraa Qoo ja piste C' liikkuu pitkin janaa AB, jonka pituus on 107 niin, ett

sen nopeus jokaisella ajan hetkella on C'B, ja jos x = OD, y = CB, niin ajan t funktiona
7

10
onz=10"tjay = —y, Iny(t) = —t +¢, c = In107. Téstd saadaan x = 10" In —. In-

Yy
terpolaatioapproksimaation takia Napierin taulukoimat logaritmit eivat olleet aivan tasan
edellisen kaavan mukaisia.

Kreikan sanoista logos 'suhde’ ja arithmos ’luku’ kokoon pantu sana logaritm: on Napierin
kayttoon ottama, samoin kuin pisteen ja pilkun kaytto desimaalierottimena. Napier kaytti
vaihtelevasti molempia merkkeja. Aluksi Napier oli kutsunut naita lukuja keinotekoisiksi
luvuikse.

Napier julkaisi ideansa ja logaritmitaulukkonsa 1614 teoksessa Mirifici logarithmorum ca-
non descriptio ensi sijassa helpottamaan trigonometrisia laskuja. Lukujen logaritmien
sijasta hén puhuikin sinien logaritmeista. Seuraavana vuonna lontoolainen professori (il-
meisesti ensimméinen matematiikan professori Englannissa) Henry Briggs (1561-1639)
kiinnostui logaritmeista. Héan vieraili Napierin luona Skotlannissa, ja yhteisymmarryk-
sessa, Napier ja Briggs paatyivat muunnettuun jarjestelméan, jossa kantalukuna olisi 10.
Briggs julkaisi 1624 lukujen 1 — 20000 ja 90 000 — 100 000 14-desimaaliset 10-kantaiset lo-
garitmitaulut. Briggsin taulukko perustui lukujen /10 = 10'/2, 101/, 10Y/8, ..., 101/2™
laskemiseen perakkaisilla neliojuurenotoilla. Logaritmit levisivat yleiseen kayttoon ham-
mastyttavan nopeasti. Keplerin mielesta logaritmit pidensivat tahtitieteilijan ian kaksin-
kertaiseksi.

Napierin ja Briggsin rinnalla kunnia logaritmien keksimisesta kuuluu myos sveitsildiselle
kojeiden rakentajalle Jobst Biirgille (1552-1632), jonka itsendisesti jo 1588 keksimé lo-
garitmikasite tuli julkisuuteen vasta 1620. Biirgin logaritmit perustuivat luvun 1,0001
potensseihin: luvun 108(1 + 10~4)" Biirgin logaritmi on 10n.

Myos luonnolliset logaritmit, siis kantalukuun e perustuvat, alkoivat ilmaantua matema-
tiikkaan vuoden 1620 paikkeilla, Napierin alkuperaisten logaritmien muunnelmina. Niiden
tarkeys havaittiin vasta myohemmin, differentiaali- ja integraalilaskennan kehityttya tar-
peeksi.

Logaritmien yhteys matemaattiseen analyysiin alkaa flaamilaisen jesuiitan Gregoire de San
Vincentin vuonna 1647 julkaisemasta havainnosta, jonka mukaan (taas nykyaikaistetun pu-
hetavan mukaan) suorakulmaisen hyperbelin zy = 1, xz-akselin ja suorien © = a, z = b
rajaaman alueen ala on sama kuin hyperbelin, z-akselin ja suorien x = ta ja x = tb
rajaaman alueen. Asian toteaa helposti approksimoimalla alueita esim. n:n suorakaiteen
muodostamilla porraskuvioilla: edellisen alueen tapauksessa ¢:nnen suorakaiteen korkeus
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on t kertaa jalkimmaisen alueen vastaavan suorakaiteen korkeus, kun taas jalkimmaéisessa
tapauksessa suorakaiteiden kannat ovat t kertaa edellisen tapauksen suorakaiteiden kannat.
Tasta seuraa, etta hyperbelin maarittamalla pinta-alalla on logaritminen yhteenlaskuomi-
naisuus: jos A(a) on suorien z = 1 ja x = a sekd hyperbelin ja z-akselin erottama ala, ja a,
b > 1, niin San Vincentin tuloksen mukaan A(a) = A(ab) — A(b) eli A(ab) = A(a) 4+ A(b).
Nimityksen luonnollinen logaritmi esitti ensimmaisena saksalainen, mutta Englannissa vai-
kuttanut Nicolas Mercator (1620-87) vuonna 1668. T&lla4 hén tarkoitti nimenomaan hy-
perbelin (z 4+ 1)y = 1 mé&rittdmia pinta-aloja. Mercator esitti myos sarjakehitelmén

r? a8

In(1 —r— 4.
n(l+z)==x 2—|—3

Samoihin aikoihin sarjan 10ysi myos Isaac Newton.
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7 1600-luku: differentiaali- ja integraalilaskennan varhaisvai-
heet ja analyyttinen geometria

1600-lukua voidaan pitda erdana matematiikan historian suurista kadnnekohdista. Tuolloin
syntyivat nykymatematiikan keskeiset metodit, differentiaali- ja integraalilaskenta, jota
myos kutsutaan infinitesimaalilaskennaksi®, ja analyyttinen geometria. Edellisen synty
liitetdan yleensa Newtoniin ja Leibniziin, jalkimmaisen Descartesiin.

Suuret keksinnot eivat kuitenkaan syntyneet yhtakkia. Noin sadalta vuodelta ennen New-
tonin ja Leibnizin aikaa 1oytyy paattelyita, joissa on nahtavissa matemaattiselle analyysille
tunnusomaisia piirteita. Infinitesimaalilaskentaa ennakoinut Arkhimedeen Metodi oli tuol-
loin tuntematon, mutta ajan yleisend henkené oli antiikin tyclaan ekshaustiomenetelman
korvaaminen nopeammin tuloksiin johtavilla, joskin loogisesti vahemman pitavilla paatte-
lyilla. Niiden ajatus oli yleensa jakaa tarkasteltava kohde pieniin tai ”darettoman pieniin”,
infinitesimaalisiin osiin, ja yhdistad pienia osia koskevat johtopaitokset koko kohteeseen.

7.1 Stevin, Kepler ja Galilei

Ensimmaisia infinitesimaalisten paattelyjen esittajia oli Stevin, joka v. 1586 ilmestyneessa
teoksessaan De Beghinselen der Weeghconst (Punnitustaidon alkeet) perusteli kasitystdan
kolmion muotoisen kappaleen painopisteen sijainnista kolmion mediaanilla ajattelemalla
kolmion sisaan piirrettyja pienia suunnikkaita, joiden pitemmaét sivuparit olivat kolmion
sivujen suuntaisia. Kunkin tallaisen painopiste oli suunnikkaan keskikohdassa, joten kol-
miokin tuli tasapainottumaan pitkin kutakin mediaaniaan. — Monipuolinen Stevin on
myoOs ensimméinen, joka esitti soittimien tasaviritysta: Pythagoraalta perustuvien koko-
naislukusuhteiden sijaan Stevin esitti oktaavin 1 : 2 suhteen jakamista 12 osaan, ja kunkin
viereisen sivelen suhteen tuli olla 1: /2.

Infinitesimaalisia pinta-alan- ja tilavuudenmaaritysmenetelmia kaytti huomattavalla me-
nestykselléd téhtitieteen suurmies Johannes Kepler (1571-1630). Ympyréan ja ellipsin alat
Kepler laski tayttamalla kuviot kapeilla kolmioilla, joiden kantojen annettiin kutistua aa-
rettoman pieniksi.

Keplerin planeettaliiketta koskeva toinen laki — auringosta planeettaan piirretty vektori
piirtda samassa ajassa aina saman pinta-alan, perustui kuitenkin virheelliseen infinitesi-
maalipaattelyyn. Kepler oletti havaintojen perusteella, ettd planeetan nopeus kunakin
hetkena on kdantden verrannollinen sen auringosta A laskettuun etéisyyteen r. Jos radan
pisteiden P ja @) vélinen kaari jaetaan osakaariin As, niin planeetan valilld PQ kéayttamé

1 Sana infinitesimaalinen on johdettu sanasta infinitus, 'loputon’, ’#ireton’ samalla
tavoin kuin esimerkiksi centesimus ’sadas’ sanasta centum, ’sata’. Merkitys on siis ’aaret-
toman mones’, esimerkiksi sarjassa yha pienenevia jako-osia



99

aika on likimain
VD S S

Toisaalta Kepler otaksui kolmion, jota rajoittavat janat AP ja AQ seka kaari P(Q koostuvan
pienista kolmioista, joiden alat ovat

L A

57“2‘ S,

ja joiden alojen summa on siis vakio x . Sattumoisin planeetan nopeutta koskeva virheel-
linen oletus ja ”integroinnissa” tapahtunut virhe kumoavat toisensa!

Hyva viinivuosi 1612 inspiroi Keplerin kayttamaan samoja menetelmia useiden pyorah-
dyskappaleen muotoisten viinitynnyrien tilavuuksien laskemiseksi. Tulokset ja avoimiksi
jaaneet kysymykset julkaistiin 1615 teoksena Nowa stereometria doliorum vinariorum. —
Esimerkkina Keplerin integrointitavoista on rengaskappaleen, toruksen tilavuuden laske-
minen. Olkoon toruksen sisdympyran siade b ja leikkausympyran a. Jos torus viipaloidaan
paloiksi ”putkea” vastaan kohtisuorilla tasoilla, niin yhden tallaisen palan tilavuus on li-
kimain

1 5

§7T a (tl + tg),

missa t1 ja to ovat viipaleen sisa- ja ulkoreunan paksuudet. Kun viipaleiden tilavuudet
lasketaan yhteen, summautuvat t;-luvut toruksen sisdympyran kehaksi 27b ja to-luvut
ulkoympyrin kehiiksi 27 (b + 2a). Tilavuudelle saadaan (oikea) arvo 2m2a?(b + a).

Galileo Galilei (1564-1642) oli matematiikan professori, muttei varsinaisesti matemaa-
tikko, vaikka hin puhuikin kauniisti matematiikasta kielena, jolla luonnon salaisuudet on
kirjoitettu. Myos suureiden funktionaalinen riippuvuus on implisiittisesti, mutta voimak-
kaasti esilla Galilein kirjoituksissa. Galilei teki varteenotettavia ja aikaansa edella olleita
havaintoja ”aarettoman pienista” ja ”aarettoman suurista” suureista. Han mm. kiinnitti
huomiota ”eri kertalukua” oleviin darettOmén pieniin suureisiin. — Galilei havaitsi en-
simmaisena sen aarettoméan joukon perusominaisuuden, ettd joukon aidossa osajoukossa
voi olla ”yhtd monta” alkiota kuin alkuperaisessa joukossa: ”Omn olemassa yhtd monta
neliclukua kuin itse lukujakin.”

7.2 Cavalierin integroinnit

Galilein oppilaista matemaatikkona kuuluisin oli Bonaventura Cavalieri (1598-1647), je-
suiitta ja Bolognan yliopiston professori. Cavalierin ”integrointimenetelmét” olivat Keple-
rin kayttamia tasmallisempia ja johtivat tulokseen useammin. Kepler laski yhteen mittalu-
kuja, jotka liittyvat pieniin osiin, jotka kuitenkin olivat samaa ulotteisuutta kuin tutkittava
kuvio. Cavalierin perusajatus oli muodostaa yksikasitteinen vastaavuus kahden eri kuvion
tai kappaleen infinitesimaalisten osien valilla; jos toiseen kuvioon liittyva mittaluku oli
tunnettu, toisen mittaluku saatiin nain selville. Cavalierin periaate sanoo, etta jos kaksi
kappaletta voidaan asettaa niin, ettd niita tietyn tason suuntaisilla tasoilla leikattaessa
kaikki leikkauskuviot ovat pareittain yhta suuria , niin kappaleilla on sama tilavuus, tai
jos leikkauskuvioiden aloilla on vakiosuhde, myos tilavuuksilla on tdmé suhde. Periaatteen
nojalla esim. r-sdteinen ympyra pohjana piirretyn h-korkuisen kartion tilavuus voidaan
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laskea vertaamalla kappaletta samankorkuiseen yksikkoneliopohjaiseen pyramidiin, jonka

tilavuus on §h Etaisyydella x kappaleiden karjista oleva pohjien suuntainen taso leikkaa

2 2

712, ja pyramidista nelién, jonka ala on —. Tésté

kartiosta ympyran, jonka ala on %

h?
1
seuraa, etta kartion tilavuus on §7T7‘2h.

Cavalierin padteos Geometria indivisibilibus continuorum (1635) vaikutti suuresti infinite-
simaalilaskennan kehitykseen. Teos sisaltaa tuloksen, joka on yhtapitava kaavan

a n+1
/ 2" dz = = (1)
0

kanssa. Kaavan (1) Cavalieri totesi oikeaksi arvoillan =1, ..., 9 vertaamalla suunnikkaan
sivun suuntaisten janojen potenssien ja lavistajan suunnikkaasta erottamien kolmioiden
kannan suuntaisten janojen potenssien summia.

Cavalierin paattely tapauksessa n = 2 on suunnilleen seuraava, modernisoiduin merkin-
noin. Tarkastellaan tason ensimmaisessd neljanneksessé olevaa yksikkoneliota, jonka yksi
karki on origossa ja jonka lavistaja on suora y = x. Jos lasketaan y-akselin suuntaisten
janojen nelididen summa, saadaan (symmetriaa hyvéiksi kdyttéen)

1= (z+(1-2)*=2> 22 +2) z(l-x)

Merkitaan .
= _ 1—gp="=
T 5 Z, T 5 + 2z,

jolloin
1
_ 2 B 2
1=2) 2"+ 5~ 2 S
Mutta kun z-janat peittavat nelion puolikkaan kokoisen suorakulmaisen kolmion, peittavat

z-pituiset janat kaksi nelion kahdeksannen osan suuruista suorakulmaista kolmiota; yhden
tallaisen kolmion yli summattuna on oltava

DR DI

koska kyseessa ovat suhteessa 1 : 2 yhdenmuotoisten pyramidien tilavuudet. Nain ollen

%:220@2—2.2-%20@2,
josta

DRSS

1
1

/ 22dy = =,
0 3

eli
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Tapauksessa n = 3 paéattely on jo mutkikkaampi (merkitddn y =1 — x):

1 :ZIS :Z(m—i—y)?’:Zx3+32x2y+32xy2+Zy3:221’3+62x2y,

missa viimeinen yhtasuuruus perustuu x:n ja y:n symmetriaan. Mutta aikaisempien tulos-
ten ja symmetrian nojalla on edelleen

1:221'2—1-221@: §+22(9g+y)my=§+4zw2y,

joten

Saadaan lopulta

eli

Toinen matemaatikkona merkittava Galilein oppilas ja tyotoveri oli Evangelista Torricelli
(1608-47), elohopeailmapuntarin keksijé. Torricelli onnistui ensimmaéisend maarittamasan
1600-luvulla tutkimuskohteena suositun sykloidikiyran® rajoittaman alueen pinta-alan.
Torricellin varhaisen kuoleman kerrotaan osaksi aiheutuneen sykloidin nelidinnin yhtey-
dessé ranskalaisen Giles Personne de Robervalin (1602-75) kanssa nousseen kiivaan prio-
riteettikiistan aiheuttamasta mielipahasta.

7.3 Descartes ja analyyttinen geometria

Ranskalainen, mutta suuren osan elaméstdan Alankomaissa vaikuttanut René Descartes
eli latinalaistetulla nimelld Cartesius (1596-1650) oli nuorempana seikkailija ja my&hem-
min kuuluisa filosofi. Descartes sanoi filosofiassaan pyrkivinsa soveltamaan geometrian ja
algebran parhaita puolia kaikkeen ajatteluun. Varsinaiselle matematiikalle han omistautui
vain ajoittain. Hanen matemaattinen paiteoksensa La Géométrie ilmestyi sekin suuren fi-
losofisen teoksen Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité
dans les sciences (1637) liitteen4.

Vaikka analyyttista geometriaa pidetaankin Descartesin keksintona kuten termit karteesi-
nen koordinaatisto ja karteesinen tulo osoittavat, ei La Géométrie juuri muistuta nykyista
analyyttista geometriaa koordinaatistoineen, kayran yhtaloineen ja funktion kuvaajineen.
Descartesin paatavoite oli algebran ja geometrian riippuvuuden osoittaminen ja algebran
hyodyksi kayttdminen geometrian tutkimisessa. Algebra oli metodi, jonka kayttajan ei
tarvinnut antautua antiikin geometrikkojen monimutkaisiin ja kekselidgisyytta vaativiin
paattelyihin: tulokset voi saada suoraan laskemalla. Descartesin metodi geometriassa oli
antaa jokaiselle tehtavén osalle, tunnetulle tai tuntemattomalle, symboli, johtaa symbolien

1 Kéyri, jonka suoraa pitkin pyorivin ympyriankehin kiinted piste piirtda.
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valille riittdva maara algebrallisia yhtaloita ja ratkaista lopuksi tuntematon. Jos tehtava
oli indeterminoitu, Descartes sijoitti vapaasti valittavat janat z pitkin kiintedta suoraa ja
riippuvan janan y pitkin suoraa /¢, joka lahti x-pituisen janan péatepisteesta kiintedssa
kulmassa suoraan ¢ nahden. Taten Descartes itse asiassa tuli kdyttaneeksi vinokulmaista
koordinaatistoa. — ”Karteesisen koordinaatiston” perusajatus, tasoalueen pisteen sijain-
nin ilmoittaminen sen kahdelle kohtisuoralle suunnalle sattuvien projektioiden avulla, oli
jo pitkdan ennen Descartesia tuttu taivaanpallon ja maapallon leveys- ja pituusasteiden
kaytosta.

Algebrallinen symbolismi oli Descartesin teoksessa ensi kertaa lahes sama kuin nykyisin
kiytossd oleva, ainoina poikkeuksina se, ettd Descartes kirjoitti yleensi aa symbolin a?
sijasta, v/C a merkinnin /a sijasta ja ettd yhtdsuuruusmerkki (oc takaperin) oli erilainen
kuin nykyisin. Merkint6ji a®, a* jne. hin kylld kiytti. Aakkosten alkupidin kirjaimien
varaaminen tunnetuille ja loppupaan tuntemattomille suureille on myos Descartesin inno-
vaatio.

La Géométrie sisaltda monia algebrallisia tuloksia. Yksi niista on Descartesin merkki-
s@dnto: polynomiyhtélon positiivisten ja negatiivisten (eli Descartesin terminologiassa
valheellisten) juurten maara voidaan paatelld polynomin perdkkéisten kertoimien eri- ja sa-
manmerkkisyydesté: positiivisia juuria on (enintdédn) yhtd paljon kuin kertoimien jonossa
on merkinvaihdoksia ja negatiivisia juuria on enintdan yhta paljon kuin kertoimien jonossa
on perakkaisten samanmerkkisten kertoimien pareja. Descartes ei esittanyt todistusta
saannolleen; sen todistivat useat matemaatikot seuraavalla vuosisadalla. Descartesilta on
myoOs periisin se perustava havainto, ettd jos a on polynomin nollakohta, polynomi on
jaollinen x — a:lla.

Ruotsin kuningatar Kristiina (1626-89) kutsui Descartesin vuonna 1649 Tukholmaan opet-
tamaan itselleen filosofiaa. Poikkeuksellisen kylma talvi 1650 ja kello viideltd aamulla
pidetyt oppitunnit olivat Descartesille liitkaa; hin sairastui keuhkokuumeeseen ja kuoli.

7.4 Fermat

Analyyttisen geometrian peruskésitteet keksi itsendisesti Pierre de Fermat (1601-65),
vapaa-aikoinaan matematiikkaa tutkinut toulouselainen juristi. Selvemmin kuin Descartes
Fermat oivalsi, ettd kahden muuttujan yhtalo maarittelee uran eli tasokdyran. ” Aina, kun
lopullisessa yhtélossé esiintyy kaksi tuntematonta, kyseessd on ura. Toisen [tuntematto-
man janan| padtepiste piirtdd suoran tai kdyrdn viivan.” Fermat tunnisti kaikki kahden
muuttujan ensimmaisen ja toisen asteen polynomit suorien ja kartioleikkausten yhtaloiksi.
Fermat’n analyyttinen geometria, kirjattuna teokseen Ad locos planos et solidos isagoge,
painettiin vasta 1679, Fermat'n kuoleman jalkeen, kuten suurin osa hanen muustakin tuo-
tannostaan. Kasikirjoituksena se kuitenkin oli Fermat’n aikalaisille tuttu.

Fermat kuuluu matematiikan historian suuriin nimiin. Taméa perustuu paitsi hanen saa-
vutuksiinsa geometrian ja analyysin alalla, myos hanen monipuolisiin ja syvallisiin luku-
teoreettisiin tuloksiinsa.

Fermat kehitti todistusmenetelméan, jota han nimitti ”aarettomaksi laskeutumiseksi”.
Siina jonkin lukurelaation mahdottomuus osoitetaan epasuorasti olettamalla kyseinen re-
laatio mahdolliseksi ja paattelemalla tasta, etta relaatio toteutuu myos joillain pienemmilla
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luvuilla. Mutta talloin relaatio saataisiin voimassaolevaksi yha pienemmilla luvuilla, mika
ei voi olla mahdollista, koska positiivisten kokonaislukujen joukko on alhaalta rajoitettu.
Fermat todisti aarettoméan laskeutumisen menetelmalla mm., etta ei ole olemassa yhtalon
rt + y* = 2? toteuttavia positiivisia kokonaislukuja z, y, z. Fermat ilmoitti (Diofantok-
sen Arithmetikan kd&dnnoksen marginaaliin tekeméssédn lisdyksessd) osaavansa todistaa
saman tuloksen silloinkin, kun eksponenttina on mielivaltainen kokonaisluku n > 3. Tama
Fermat’n suuren lauseen tai viimeisen teoreeman nimella tunnettu hypoteesi on yli 300
vuoden ajan kiehtonut sekd ammatti- ettd amatoorimatemaatikkoja. Saksalainen ama-
toorimatemaatikko ja laakari Paul Wolfskehl lahjoitti vuosisadan vaihteessa huomattavan
palkinnon, joka oli tarkoitus antaa tietyt kriteerit tayttavalle Fermat'n ongelman ratkai-
sulle. Palkinto luovutettiin kesalld 1997 englantilaiselle Andrew Wilesille, joka oli kaksi
vuotta aikaisemmin lopullisesti ratkaissut ongelman. Vaikka palkintosaatio menetti lahes
koko omaisuutensa Saksan 1920-luvun suurinflaatiossa, oli palkinto 75000 Saksan mark-
kaa.

Fermat’n ilman todistusta ilmoittamista tuloksista useimmat ovat lopulta osoittautuneet
oikeiksi. Poikkeuksen tekee Fermat'n viite, jonka mukaan kaikki muotoa 22" +1 olevat lu-
vut, ns. Fermat’n luvut, olisivat alkulukuja. Itse asiassa namaé luvut ovat muutamaa poik-
keusta lukuunottamatta yhdistettyja, ja nykyisen tietdmyksen mukaan alkulukuja vain,
kun n = 0, 1, 2, 3 tai 4. Ns. Fermat’n pieni lause, jonka mukaan a?~! — 1 on jaollinen
p:1la aina, kun p on alkuluku eika a ole jaollinen p:1la, on sekin peraisin Fermat’lta, mutta
lauseen todistukset ovat myochemmalta ajalta.

Osoitetaan Fermat’'n aarettoman laskeutumisen menetelmalla, ettd yhtalolla

at+vt =t

ei ole ratkaisua (a, b, ¢) positiivisten kokonaislukujen joukossa. Todistetaan itse asiassa
vahvempi viite: yhtalolla a* + b* = ¢ ei ole ratkaisua. Oletetaan, etti ratkaisu olisi
olemassa; oletetaan lisdksi, etta a:lla, b:lla ja c:11a ei ole yhteisia tekijoitda. Luvuista a ja
b ainakin toinen on pariton; olkoon a = 2p + 1. Jos b:kin olisi pariton, olisi a* + b* ja
siis ¢ muotoa 4k + 2, mutta jos ¢ on parillinen, niin ¢? on muotoa 4k ja jos ¢ on pariton,
on ¢ muotoa 4k + 1. Siis b on parillinen. Koska a?, b?, ¢ muodostavat Pythagoraan
lukukolmikon, on olemassa sellaiset yhteistekijattomét p ja g, ettd a? = p? — g2, b% = 2pq
ja ¢ = p? + ¢*>. Koska a? on pariton, luvuista p ja ¢ tasan yksi on pariton; koska a? on
muotoa 4k+1, on p?:n oltava myds tité muotoa. Siis p on pariton ja ¢ on parillinen. Koska
p:ld ja g:lla ei ole yhteisié tekijoitd ja 2pg = b%, on p:n ja 2¢:n oltava neliditd. Olkoon
p = r2. Koska p? = a? 4 ¢?, on Pythagoraan lukujen ominaisuuksien nojalla edelleen
p = m? + n? ja ¢ = 2mn, missi m:lld ja n:lla ei ole yhteisia tekijoitéd ja tasan toinen
luvuista on pariton. Mutta 2¢ = 4mn on nelid. Siis m ja n ovat neliditi, eli m = x2,
n = y?. Mutta nyt p = r? = 2* + y*. Selvisti r < ¢, joten on olemassa pienempi nelio,
joka jakaantuu kahdeksi neljanneksi potenssiksi.

7.5 Uusia integrointimenetelmia

Pierre Fermat sekd hédnen maanmiehensd Blaise Pascal (1623-62) ja Roberval kykenivét
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kukin johtamaan kaavan
1
1
k
do =
/0 vhdr = o 1

oy L2440t
n—oo nk+1 k+1
perusteella. Potenssisumman
>k
k=1

lauseke oli tunnettu jo antiikissa tapauksissa p = 1 ja p = 2 ja islamilaisessa matematii-
kassa tapauksissa p = 3 ja p = 4. Pascal péaétteli Pascalin kolmiota (joka, kuten aiemmin
mainittiin, tunnettiin Kiinassa, mutta esiintyi lansimaillakin jo sekd Tartaglian ettd Car-
danon tuotannossa; nimitys Pascalin kolmio tuli kdytt6on 1700-luvulla) tarkastelemalla,
etta vallitsee relaatio

k41 o= k+1\ o= 4 k+1\ o
QD SUEN (D DL (M DO CRR A (R
=1 =1

=1

sisdllon olennaisesti tiedon

josta on paateltavissa — soveltamalla kaavaa perakkain arvoilla k£ = 1, 2, ... integrointien
kannalta olennainen tieto
n L mktl
1 = + alempia n:n potensseja.
; P p p j

Pascalin paattely oli olennaisesti seuraava:

n n k
R e e M (ST B Y)Y (k N 1>¢p

i=1 i=1 p=0 p
, (k + 1) d P41 &
S () e-x (T e

p=0 p i=1 p=1 p i=1
Fermat selvitti potenssin integroinnin vield omalla, geometrista summaa hyodyntavalla
tavallaan: Jos halutaan laskea kayran y = x™, x-akselin ja suoran x = a rajoittaman alueen
ala, niin jaetaan vili (0, a) pisteilli Ea, E?a, ..., missi F < 1. Approksimoidaan alaa
suorakaiteilla, joiden kanta on E*a — E**la ja korkeus (E*a)". Suorakaiteiden yhteinen
ala on
oo oo n—l—l(l . E) an—l—l

E* g\ (E*a— E*+1lg) — o™ (1—E phn+1) _ @ _ ‘
kzzo< o) (E*a a) = a" >kZ:0 TET SIS ELE T 5

Kun F — 1, niin nimittajan summa ldhenee lukua n + 1, ja kaava

a n+1
/ a:”da:':a
0 n+1

on valmis. Fermat’'n menetelméa toimii samoin myos relaation y™ = z eli y = x
relaation y”™ = z" tapauksessa, eli kun y = z"/™.

1/n ja
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Englantilainen John Wallis (1616-1703), hengenmies, mutta myds 53 vuotta Oxfordin
yliopiston matematiikan professorina toiminut, oli varsinaisesti negatiivisten ja murtolu-
kumuotoisten eksponenttien kiyttoonottaja. Hineltd on mm. konventio 20 = 1. Wallis
esitti 1656 ilmestyneessd teoksessaan Arithmetica Infinitorum, etté kaava (1) patee mur-
tolukueksponenteillekin. Hanen paattelynsa perustui erdanlaiseen Pascalin kolmion rivien
interpoloimiseen. (Termi interpolaatio on lahtdisin Wallisilta.) Se oli varsin spekulatiivinen
ja hyvaksyttavissa vain, kun n on kokonaisluvun kaanteisluku — talloin on kaytettavissa
pinta-alojen yksinkertainen yhteenlasku

1 1
/ xpdas—i-/ 2P dy = 1.
0 0

Sitovamman perustelun yleistd rationaalieksponenttia vastaavassa tapauksessa esitti Fer-
mat. Wallisin paattely on silti mielenkiintoinen osoittaessaan, miten intuitio ohjaa ma-
temaattista keksimistd. Newton seurasi Wallisia luodessaan omille teorioilleen keskeisen
binomisarjan.

Wallis paatteli numeerisen evidenssin perusteella, etta suhde
0F +1F + 2% 4 ... 4 nk
nk +nk4nk 4 ... 4k

Tamén hin tulkitsi niin, ettd funktioihin z* liittyy indeksi I(x*),

lahestyy arvoa P
joka on = k. Wallis havaitsi, etti jos funktiot ovat geometrisessa suhteessa, kuten 1, z2,
x*, 25 jne., indeksit muodostavat aritmeettisen jonon. Tésté hin rohkeasti yleisti, ett
geometrisessa suhteessa olevien funktioiden 1, ¥/z, ({1/5)2, - ((’/E)q_l, x indeksit muo-

dostavat myo6s aritmeettisen jonon. Mutta koska I(1) = 0 ja I(x) = 1, niin on oltava

I((¢2)") = s Tésséd on murtopotenssin késitteen ydin (Wallis ei vield kdyttanyt mur-

topotenssimerkintéé.). Ympyrédn alan méérittdmiseen Wallis tarvitsi funktion /1 — x2
integraalia. Interpolointi tunnetuista funktioiden (1 — z2)¥, k& > 0 kokonaisluku, integraa-
leista johti Wallisin lausumaan m:n' paattyméattoméini tulona

T 2:2:4-4-6-6-8...
2 1-3-3:5-5-7-7...
relaatio tunnetaan Wallisin kaavana. — Wallisin kaavan avulla William Brouncker (1620—
84), Royal Societyn ensimméinen puheenjohtaja, johti ketjumurtolukuesityksen

4 1
T 1
9
2+ 5%
2+2 19
+2_|_...

Brounckerin tulosta voi pitaa ketjumurtolukujen kayton alkuna.

4
1 Wallis kiytti merkintaa O luvulle —.
T
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Wallis on tiettavasti ensimmaisena kayttanyt aarettoman merkkia oo.

Kayran pituuden méaaritys on integrointitehtavana yleensa alan tai tilavuuden méaaritysta
hankalampaa. Paraabelin y = \/x neliintid hyvéksi kiyttden 20-vuotias (ja sittemmin
unohdettu) englantilainen William Neil (1637-70) esitti 1657 ensimmaéisen tdsméllisen
kayran pituuden maéaarityksen. Kyseessa oli ns. semikuubinen paraabeli, jonka yhtalo on

y? = 23, Kiyréan pituus s vililla (0, 0), (a, a*?) on likimain

Z V(@i —xi21)? + (i — yio1)?.

232 _2

Kéyrén z = /x alle jadva pinta-ala valilla (0, z;) on A; = -z 3yi. Koska toisaalta

Ai — Ai—l =~ ZZ(JZZ — 1’1_1), on

4
Viimeinen summa liittyy paraabelin y = (/2 + 9 neliointiin; haetuksi pituudeksi saadaan

(9a + 4)3/2 — 8
27 ’

Samoin kuin Wallis tuli palvelleeksi Newtonia, Leibniz hy6dynsi Pascalin havaintoa ympy-
rankaareen liittyvasta ” karakteristisesta kolmiosta”. Olkoon O yksikkGympyran keskipiste,
A kehan piste, C' A:n projektio z-akselilla, M LK pieni suorakulmainen kolmio, jonka hypo-
tenuusa M L sivuaa ympyraé pisteessd A ja jonka kateetit KL ja M K ovat x- ja y-akselien
suuntaiset. Silloin kolmiot AOC' ja LM K ovat yhdenmuotoiset. Jos AO =r ja AC =y,
ML ~rdp =ds, KL = dx, niin yds = r dr. Naistd havainnoista Pascal johti olennaisesti
kaavaa

lopulta s =

B
/ sin ¢ d¢ = cos a — cos 3

vastaavan tuloksen samoin kuin pallon alan (2ryd¢ on pallon kiertdvan infinitesimaalisen
vyOhykkeen ala).

7.6 Tangenttikonstruktioita

Matemaattisen analyysin historiassa differentiaalilaskenta astuu esiin vasta integraalilas-
kennan jalkeen, toisin kuin aineen alkeisopetuksessa nykyisin. Ensimmaiset infinitesimaa-
liset tangentinmadritykset tehtiin vuoden 1630 vaiheilla, analyyttisen geometrian luojien
toimesta. Fermat’n maksimiperiaate oli ensimmaisid analyyttisia tangentinmaéarityksia:
loytasakseen funktion f maksimikohdan Fermat kirjoitti yhtalon f(x + E) = f(z), jakoi
yhtalon puolittain E:lla, asetti £ = 0 ja ratkaisi x:n. Raja-arvon kasite ei ollut Fer-
mat’lle tuttu, mutta hanen menettelynsd on ilmeista sukua erotusosamaaran raja-arvon
maaritykselle.
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Ensimmainen Fermat'n késitteleméa aariarvotehtava oli janan AB jakaminen janoiksi AC,
CB niin, ettd AC - CB on mahdollisimman suuri. Jos AB = a, AC = z ja C’ on toinen
C'n 1dhelld oleva piste niin, ettd CC’ = e, niin AC' - CB ~ AC' - C'B eli z(a — z) =
(r+e)a—x—ce)elie(2r —a+e) =~ 0eli 2 —a+ e~ 0. Kun nyt asetetaan e = 0,

saadaan ratkaisu z = 5@, eli todetaan, ettd annetun piirin omaavista suorakaiteista nelio
on alaltaan suurin.

Vastaavalla tavalla Fermat ratkaisi kiayrian tangentin tai oikeastaan sivuamispisteen ja x-
akselin valisen tangentin osan projektion x-akselilla eli alitangentin. Olkoon kayra y = x™
ja P sen piste. P:n kautta piirretty tangentti leikkaa x-akselin pisteessa T'; P:n projektio x-
akselilla on N. Jos N’ on toinen x-akselin piste, NN’ = e ja P’ on se kiyran y = x™ piste,
jonka projektio N’ on, ja vield P:n kautta piirretty tangentti leikkaa suoran P’ N’ pisteessa
S ja P:n kautta piirretty z-akselin suuntainen suora pisteessd R, ja TN =t, PPR = d,

PN
niin kolmioiden PNT ja SRP yhdenmuotoisuuden perusteella t = T'N = SR PR~ %.
d

Mutta y 4+ d = (z + €)® = 2™ 4+ nz" e+ e:n korkeampia potensseja, joten — = nz"™ .
e

Siis t = —— = .

nx n
Fermat esitti valon liiketta koskevan variaatioperiaatteen, Fermat’n periaatteen, jonka mu-
kaan valo valitsee aina sellaisen etenemistien, jota pitkin padsee nopeimmin pisteesta toi-
seen. Heijastumiseen sovellettuna tama johti helposti heijastuslakiin, jonka mukaan tulo-
ja lahtokulmat ovat samat, ja valiaineesta toiseen siirtyvéan valon kohdalla Snellin lakiin.
Snellin lain olivat aikaisemmin esittdneet hollantilainen fyysikko Willebrord Snell (1580—
1626) ja Descartes. Snell oli keksinyt my6s kolmiomittauksen ja kdyttanyt sitd maan sdteen
tarkkaan maéaritykseen.

Descartes puolestaan konstruoi kayralle annettuun pisteeseen normaalin vaatimalla, etta
yvhtalolla, jonka maarittelevat kayra ja leikkauspisteen kautta kulkeva ympyra, on kak-
soisjuuri leikkauspisteessa. Kun lisaksi vaaditaan, ettd ympyran keskipiste on annetulla
suoralla, saadaan kayran normaali leikkauspisteen kautta piirretyn ympyran sateen suun-
nasta.

Descartesin menetelmilli paraabelin y = x? tangentti pisteessi (a, a?) 16ytyisi seuraa-

vasti. Pisteen P = (a, a?) kautta kulkevan ja piste (b, 0) keskipisteeni olevan ym-
pyrin side r toteuttaa ehdon r?2 = (b — a)? + a*. Jos tdmin ympyrin yhtilosti
(x — b)?2 + y* = r? ja paraabelin yhtilosti y = 22 eliminoidaan y, saadaan yhtilo

(x =02 +zt—(b—-a)?—a*=(z—a)(x+a—2b)+ (x —a)(x® + 2%a + za® + a®) = 0.

Jotta a olisi yht#lon kaksoisjuuri, on oltava 2a — 2b 4 4a3 = 0 eli b — a = 2a3. Pisteen P

CL2

= ——. Tasta saadaan tangentin kul-
—a 2a

makertoimeksi 2a, niin kuin pitaakin. — Descartes piti normaalin ja tangentin méaaritysta
suurimpana saavutuksenaan: ”Uskallan sanoa, ettd tdmé [normaalin mééritys] ei ole pel-
kastaan hyodyllisin ja yleisluontoisin geometrian probleema niiden joukossa, jotka osaan
ratkaista, vaan myos niiden joukossa, joita koskaan olen toivonut osaavani ratkaista.”

kautta kulkevan normaalin kulmakerroin on — 2

Fermat'n ja Descartesin esittamia komplisoituja tangentinmaaritysmenetelmia yksinker-
taistivat hollantilainen Johann Hudde (1628-1704) ja flaamilainen René Francois de Sluse
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(1622-85). He johtivat laskennallisempia menetelmié tangentinméarityksessa esiintyvien
kaksoisjuurten méaarittamiseksi. Hudden menetelmaé oli seuraavanlainen. Olkoon

n
x) = Z apz®.
k=0

Muodostetaan uusi polynomi G kertomalla F':n kertoimet aritmeettisen jonon a, a + b,
a+2b, ..., a+ nbluvuilla. Siis

x) = Z ar(a + kb)z"
k=0

Silloin F:n kaksoisjuuri e on G:n juuri: jos

n—2
F(z) = (z —¢)? Z =) ep(ah? — 2eat 4 %),
k=0

n—2
G(.’E) = Ck(Ak+2.’Ek+2 — 2€Ak+1£l)k+1 + €2Ak$k>
k=0
n—2 n—2
= ck ((Ag + 20)2® — 2e(Ay, + b)x + e?Ay) 2F = ck (Ap(z — €)? + 2bx(z — €)) "
k=0 k=0

Jos a =0 ja b =1, niin G(x) = F’(x); Hudden sdantd tulee maarittdneeksi polynomin
derivaatan puhtaasti algebrallisen manipulaation tuloksena.

Tangentinmaarityksia tehtiin my6s mekaanisin perustein. Né&in toimi mm. Roberval:
jos kayran ajatellaan syntyvan massapisteen litkkuessa, on pisteen hetkellisen nopeuden
suunta tangentin suunta. Jos kayrd voidaan tulkita kahden eri liikkeen yhdistelmaksi
(kuten sykloidi, jossa yhdistyvit translaatio ja rotaatio, kumpikin vakionopeuksisena),
tangentti méaritetadn nopeuksien yhteenlaskun periaatteella. Téahéan tarvittava nopeus-
suunnikas oli jo antiikista tuttu, vaikka nykyisen kaltainen vektorinkasite tuli matematiik-
kaan vasta runsaat noin sata vuotta sitten. Kun paraabeli tulkitaan sellaisen pisteen liik-
keena, jonka etaisyys polttopisteesta ja johtosuorasta on sama, voidaan paraabelin tangen-
tin suunta saada polttopisteestd pois suuntautuvan ja johtosuoraa vastaan kohtisuorassa
olevien yhta pitkien vektorien summana. Tastd ndhdaan heti, ettd paraabelin tangentti
puolittaa polttosateen ja johtosuoraa vastaan piirretyn kohtisuoran vélisen kulman.

7.7 Barrow: melkein differentiaali- ja integraalilaskennan peruslause

Erotusosamaaran raja-arvon idea tangentin yhteydessa tulee selvésti esiin Newtonin opet-
tajan, Cambridgen matematiikan professorin Isaac Barrow’n (1630-77) 1660-luvulla pita-
missa luennoissa, joissa tangentti tulkitaan kahden lahekkéin olevan kayran pisteen kautta
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Barrow’n paattely

kulkevan suoran raja-asennoksi, kun pisteet ovat lahella toisiaan. Tamaé raja-asento voitiin
laskea jattamaélla korkeamman kertaluvun infinitesimaalit pois.

Barrow oli ensimméinen, joka todisti, etta sellaisen kiyran C;, joka esittda toisen kayran
C5, x-akselin ja y-akselin suuntaisten suorien rajoittaman alueen pinta-alaa, tangentti
saadaan suoraan kayran Co avulla. Merkitddn kuvion alaa itseisarvomerkein. Jos C; =
ZGFE on kayra, jonka pisteet etdantyvat akselista VPD ja jos C; = VIF on kéyra, jonka

jokaisen pisteen F' etdisyys akselista F'D toteuttaa ehdon F'D - R = |ZEDV/|, missd R

on kiinteanpituinen jana, ja jos T valitaan akselilta niin, etta DE = %, ja jos I on
V:n ja F:n vilissa oleva Cy:n piste, IL||VD, IPG||FDE ja K FT:n ja IL:n leikkauspiste,
niin é}i’ = g? = DRE. Mutta LK - DE = R- LF = |GEDP| < PD - DE, joten
LK < PD = IL. FT kulkee kdayran C; alapuolella. Samoin nahdaan, ettd FT:n jatkekin

kulkee C;:n alapuolella, joten F'T" on kdyran C; tangentti. Pinta-alaa kuvaavan kayran VIF

tangentin kulmakerroin DT méaaraytyy suoraan pinta-alaa muodostavan kiyran ZGFE
ordinaatasta DFE.

Barrow esitti tamén asian, joka on olennaisesti sama kuin differentiaali- ja integraalilasken-
nan peruslause, pelkastdan geometrisena totuutena. Asiaan sisaltyvaa funktioiden relaa-
tiota han ei késitellyt, joten hianen tulostaan ei varsinaisesti voi pitaa integraalilaskennan
peruslauseena.

Barrow halusi suuntautua teologiaan. H&an luopui matematiikan professuuristaan Isaac
Newtonin hyvaksi vuonna 1669.
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8 Newton ja Leibniz

Useimmat differentiaali- ja integraalilaskennan keskeiset ideat olivat olemassa jo 1600-
luvun puolivéliin mennessd. Kuitenkin vasta Isaac Newton (1642-1727) ja Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646-1716) oivalsivat pinta-alanmééritys- ja tangenttitehtdvien yhteyden
seka kehittivat aiemmin yksittaisiin tehtaviin sovelletuista keinoista yhtenaisen laskennal-
lisen metodin, kalkyylin. Newtonin ja Leibnizin jaljilta differentiaali- ja integraalilaskenta
ei ollut endéd kokoelma ldhinna euklidisen geometriaan pohjaavia erillistemppuja. Aika-
naan vaiteltiin paljon siita, olivatko keksijat itsenaisia vai jaljitteliko Leibniz Newtonia.
Myos toiseen suuntaan tapahtuneesta plagionnista esitettiin aikanaan vaitteita. Tarkem-
pien todisteiden puutteessa on varminta olettaa, ettd Newton ja Leibniz kehittivit oppira-
kennelmansa toisistaan riippumatta. Kumpikin rakensi jo olemassa olleen tiedon varaan.
Newtonin ja Leibnizin differentiaali- ja integraalilaskenta ei ollut matemaattisesti samalla
tavoin vastaansanomattoman tasmallista kuin esimerkiksi Eukleideen geometria. Vasta
1800-1luku toi tasmallisyyden analyysiin. Tuloksia ja sovelluksia kalkyyli sai jo sita ennen
yllin kyllin.

8.1 Binomisarja

Ajan tavan mukaan klassisiin kieliin keskittyneen koulutuksen saanut Newton kiinnostui
matematiikasta vasta opiskeluvuosinaan Cambridgessa, jossa matematiikkaa opetti Isaac
Barrow. Suurimmat tieteelliset keksintonsa binomisarjan, differentiaali- ja integraalilas-
kennan seka yleisen painovoimalain, hian teki vuosina 1665-66, viela opiskelijana, kun
yliopisto oli suljettuna kulkutautiepidemian vuoksi. Kuten Newton itse vanhana kirjoitti:

7 All this was in the two plague years 1665 € 1666 for in those days I was in
the prime of my age for invention and minded Mathematics and Philosophy more
than at any time since.”

Newtonin matematiikan keskeisin tyokalu oli binomisarja, nykymerkinnoin

rr=1) 5 rr=1=2)
2 6

Binomisarja on positiivisen kokonaislukueksponentin tapauksessa vanhastaan tunnettu bi-
nomikaava. Se on olennaisesti sama asia kuin Pascalin kolmio. Newton ei kuitenkaan
johtunut binomisarjaan suoraan binomikaavaa yleistamalla. Tosiasiassa han tutki Wallisin
médrittamid kiyrien y = (1 — 22)™/? alle jaivid pinta-aloja, jotka parillisilla n:n arvoilla
ovat x:n polynomeja. Parittomia n:n arvoja vastaavat alat Wallis sai parillisista tietylla in-
terpolointimenettelylli. Newtonin keskeinen huomio oli, ettd myds itse (1 — 22)™/2 voitiin
parittomilla n:n arvoilla interpoloida tunnetuista parillisten arvojen lausekkeista pinta-
alakaavojen kanssa yhteensopivalla tavalla. Tama interpoloimalla saatu kaava oli sitten
yleistettavissa mielivaltaisille eksponenteille.

1+z)" =1+rz+
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Newtonin binomisarja tuli julkisuuteen 1676, kirjeessa, jonka Newton ldhetti Lontoon Ro-
yal Societyn sihteerille. Kaava oli tuolloin muodossa

m — m — m — 3n

2
"BQ + "o+
2n 3n

DC + etc.

(P 4+ PQ)™/" = pm/n | %AQ +

Yhtaldisyys nykymuodon kanssa paljastuu, kun ottaa huomioon, ettd symbolit A, B, C
jne. viittaavat aina summan edelliseen termiin. Binomisarja, vaikkakin ilman suppene-
mistarkasteluja, antoi matematiikan kayttoon erittain tarkedn uuden tyockalun, mahdolli-
suuden esittaa funktioita aarettomien prosessien avulla, ei ainoastaan approksimaatioina
vaan tarkasti. — Newtonin binomisarjatiedonannossa esiintyvat murtolukueksponentit ja
negatiiviset eksponentit ensi kerran nykyasussaan — Wallisin kayttamat ”indeksit” olivat
samansisaltoisia, mutta merkintatapa on Newtonin.

8.2 Newtonin differentiaali- ja integraalilaskenta

Newtonin ensimmainen differentiaali- ja integraalilaskentaa kasitteleva késikirjoitus on
vuodelta 1666, ja vuonna 1669 kirjoitettu De analysi per aequationes numero termino-
rum infinitas liikkui kasikirjoituksena Englannissa. Newtonin lopullinen differentiaali- ja
integraalilaskennan esitys oli 1671 kirjoitettu Methodus fluxionum et serierum infinitarum,
joka tuli kuitenkin vasta 1736 postuumina julkisuuteen.

Newtonin differentiaalilaskennan perustana oli fysikaalinen analogia: kayran voi ajatella
syntyvan kahdella akselilla liikkkuvien pisteiden liikkeiden yhdistamisesta. Jos z ja y ovat
ajan funktioita, Newtonin sanastossa fluentteja, niin ne saavat lyhyena aikana o lisdykset po
ja qo. Kéyran f(x,y) = 0 tangentin kulmakerroin on = eli y:n ja z:n hetkellisten muutosten
suhde. Taman suureen laskemiseksi Newton kaytti l?inomisarjaa. Esim. kayran y" = ™

kulmakertoimen méaérittdmiseksi lasketaan binomisarjasta ja yhtdlosta (y + oq)"™ = (z +
op)™ ja o:lla jakaen ja sen jalkeen o-termit unohtaen

q szm_l

33

q _ —1

xT

P n yn—l

s 3

Differentiaali- ja integraalilaskennan kehityksen ratkaiseva askel oli derivointi- ja integroin-
tioperaatioiden kéaanteisyyden havaitseminen. Taman huomion Newton teki tarkastelles-
saan kiyrdn y = f(x) alle jadvaa pinta-alaa: jos kyseinen ala on esim.

ja x:lle annetaan lisays o, niin z:n saama lisays on oy ja yhtalosta

m—4n

a(x+o0)

z+oy=
Y m—+n
saadaan jélleen binomisarjaa kiyttimélld y = ax ™ . Potenssifunktiota monimutkaisempien
funktioiden analyysi palautui potensseihin binomisarjan kautta. Sarjojen késittelyyn liit-
tyvat suppenemisongelmat olivat myos jossain méaarin Newtonin huomion kohteina, vaik-
kakaan han ei niita varsinaisesti kasitellyt.
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Newton nimitti fluenttiensa eli funktioidensa x ja y ”aikaderivaattoja” p ja q fluksioiksi;
niiden merkinnat olivat &, . Vastaavasti fluentteja, joiden fluksiot ovat x, y merkittiin &,
y. Nama merkinnat sailyivat Brittein saarilla 1800-luvun lopulle asti, ja mekaniikassa niita
kaytetdaan viela nykyaankin. Fluksiolaskennan piiriin kuului kahdenlaisia tehtavia: fluent-
tien vélisistd relaatioista johdettiin fluenttien ja niiden fluksioiden valisia relaatioita tai
fluenttien ja fluksioiden vélisisté relaatioista pelkkien fluenttien relaatioita. Edellinen teh-
tava vastaa derivointia ja jalkimmainen differentiaaliyhtdlon ratkaisemista. Differentiaali-
laskennan perusrelaatioista esim. yhdistetyn funktion derivoinnin ketjusdanté on helposti
ymmarrettavissa.

Analyysin perusteiden kannalta olennainen raja-arvon kasite ei ollut Newtonille aivan
selva. 7Pienet lisaykset” ovat tarpeen mukaan tasan nollia, jolloin ne voidaan pyyhkia
pois, tai pienia nollasta eroavia lukuja, jolloin niilla voi supistaa. Derivaattaa maari-
tellessdan Newton kayttda puhetapaa havidvien suureiden viimeinen suhde tai syntyvien
suureiden ensimmdinen suhde, silloin kun nykymatematiikka tarkastelee raja-arvoa

Vaikka Newtonin teorian looginen perusta jaa epavarmaksi, han kehitti aikaisempia yk-
sittaistapauksia tarkastelleita integrointi- ja derivointimenetelmia paljon kayttokelpoisem-
man yhtenaisen differentiaali- ja integraalilaskennan, kalkyylin, johon sisaltyivat useimmat
talle menetelmalle tyypilliset keinot kuten ketjusdanto ja integrointi sijoitusmenetelmalla.

Newtonin paidteos on monumentaalinen Philosophie Naturalis Principia Mathematica
(1687), mekaniikan ja gravitaation yleisesitys. Principian matemaattiset metodit ovat
lahes kauttaaltaan traditionaalisia. On arveltu, ettd Newton olisi johtanut Principian
tulokset differentiaali- ja integraalilaskennan avulla ja pukenut sitten todistukset euklidi-
seen asuun. Tata vaitetta ei ole voitu todentaa. Newton ei juuri julkaissut elinaikanaan
puhtaasti matemaattisia t6ita. Ensimmainen painettu versio héanen differentiaali- ja inte-
graalilaskennastaan oli 1704 ilmestyneen Opticks-teoksen liitteena julkaistu De quadratura
curvarum, ja hinen tarkein matemaattinen tutkielmansa oli Methodus flurionum et serie-
rum infinitorum, joka kirjoitettiin 1671, mutta julkaistiin vasta 1736.

Viimeksi mainitussa teoksessa Newton esittdd myos sittemmin Newtonin menetelmdn tai
Newtonin—Raphsonin (Joseph Raphson, 1648-1715) nimelld tunnetun likim&araisen mene-
telméan yhtalon ratkaisemiseksi. Tamé menetelmé perustuu funktion kuvaajan korvaami-
seen funktion tangentilla. Newton kuitenkin johti menetelmén binomisarjan avulla. Jos
ratkaistavana on yhtélo f(x) = anT"+a,_12" 1 +. . 4az+ag = 0, ja 1 on jokin ratkaisun
x likiarvo , niin f(z; +p) = f(z1) + nanpx?_l + (n— 1)an_1px7f_2 +...4 a1p+ p:n Kkor-

keampia potensseja, joten f(x1+p) = 0 toteutuu likimain silloin, kun p = — ;/(fl)) . Tassa
T
f'(x) on f(x):n "muodollinen derivaatta” eli polynomi na,z" ! + (n — 1)a,_12" 2 +---.
Luku o = 21 — ;/(fl)) on uusi likiarvo yhtalon ratkaisulle jne.
T

Approksimaatiomenetelmaansd Newton kéaytti uusien sarjakehitelmien muodostamiseen
"sarjoja kdantdmalla”. Esimerkiksi Nicolaus Mercatorin (1620-87) (joka on eri henkilo
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kuin Mercatorin projektion esittdja Gerhard Mercator 1. Kremer) ja Newtonin itsensé joh-

tamasta kdyrdn y(1 + ) = 1 ja x-akselin viliin jadvan alueen pinta-alan (eli In(1 + x):n)
1 1 1

sarjasta z(z) = r— 53:24- . 11'4 —... Newton ratkaisi z = z+ 5224- —23 ﬂz4+. . eli

sai eksponenttifunktion e* — 1 sarjan. Samoin Newtonin binomikaavan johdon yhteydessa

saama integraalin
/ (1— )12 dt
0

sarja antaa valittomaésti sarjan sellaisen ympyransektorin alalle, jonka keskuskulma 6 to-
teuttaa ehdon z = sinf; tasta 6:n sarjasta ratkaisemalla Newton johti sinx:n ja cosx:n
sarjojen alut, joiden han sitten tunnisti olevan muotoa
. L s, 15 Lo 14
sma:—a:—ga: —|—ax — ., cosx_l—ga: —|—Ex — ...

Newtonin panos analyyttisen geometrian kehitykselle on myos merkittava. Han suoritti
kolmannen asteen kayrien luokittelun, jota pidetaan ensimmaisena taysin uutena analyyt-
tisen geometrian avulla saavutettuna tuloksena — aikaisemmin oli vain johdettu uudelleen
mm. Apollonioksen jo tuntemia totuuksia.

Newton toimi 30 vuotta Cambridgen yliopiston professorina — tdhin asemaan hén paasi
Barrowin luovuttua 1669 vapaaehtoisesti oppituolistaan lahjakkaan oppilaansa hyvaksi —
ja mychemmin Englannin rahapajan johtajana. Newtonin toiminta yliopistonopettajana
el juuri jattanyt pysyvia jalkia. Huomattavan osan tieteellisista ponnisteluistaan New-
ton omisti alkemistisille yrityksille muuttaa halpoja metalleja kullaksi seka teologialle —
Newton oli erityisen kiinnostunut varhaiskristillisyydesta ja aikoinaan kolminaisuusopille
hévinneesta areiolaisuudesta.

8.3 Leibniz

Filosofi ja yleisnero Leibniz oli kotoisin Leipzigista. Han oli poikkeava lahjakkuus jo nuo-
rena: Leipzigin yliopiston kateelliset professorit hylkasivat hanen filosofian alaan kuulu-
neen loistavan vaitoskirjansa, koska tekijé oli liian nuori, vain 20-vuotias. (Tohtorinar-
vonsa Leibniz toki sai seuraavana vuonna Niirnbergin yliopistosta, juridiikan opetusta
késittelevalla tyolld, jonka hén oli kirjoittanut matkalla Leipzigista Nirnbergiin.) Leib-
nizin leipatyona olivat diplomaattiset ja hallintotehtavat, ensin Mainzin arkkipiispan ja
sitten Hannoverin vaaliruhtinaan palveluksessa. Leibnizin aikaansaannokset ulottuvat filo-
sofian ja matematiikan lisaksi ainakin juridiikan, politiikan, teologian, historian, geologian
ja fysiikan aloille. Vuonna 2000 esitetyn arvion mukaan hanen teostensa kokonaisjulkaisu
valmistuu noin vuonna 2055. Matemaatikkona Leibniz oli itseoppinut ja tuli itseoppineiden
tapaan keksineeksi uudelleen monia jo entuudestaan tunnettuja asioita.

Matematiikan historiassa Leibniz muistetaan paitsi differentiaali- ja integraalilaskennan
toisena keksijana myos symbolisen logiikan ja laskemisen mekaanisten apukeinojen edella-
kavijand. Han kaavaili universaalikalkyylia, jota kayttaen kaikki filosofian ongelmat voi-
taisiin yksiselitteisesti ratkaista laskemalla. Leibniz rakensi laskukoneita ja ennusti niille
tulevaisuutta: ”Ei ole jarkevaa, ettad viisaat miehet kuluttavat orjien tavoin tuntikausia
laskutoimituksiin, jotka kuka tahansa voisi helposti suorittaa koneiden avulla.”
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Leibniz on jossain maéarin itse kuvaillut differentiaali- ja integraalilaskentaan johtaneiden
ajatustensa kehitysta. Newtonin tavoin myos han sai ensimmaéiset herédtteet differentiaali-
ja integraalilaskentaan paattymattomistd sarjoista. Sarjateoriassa Leibnizin oivallus oli
tarkastella sarjan termeja jonkin lukujonon perakkaisten termien erotuksena. Nain han
esim. pystyi laskemaan summan

=1

Téamén ongelman Leibnizille oli esittdnyt hollantilainen Christiaan Huygens (1629-95),
yksi 1600-luvun merkittavimmista oppineista. Yleisemmin Leibniz kehitti Pascalin kol-
miota muistuttavan harmonisen kolmion, jonka ylin rivi on harmoninen sarja ja muut
alkiot kukin kahden ylempéana olevan alkion erotuksia:

1 1
4 5
% .o

g|>—\E|H®|>—‘[\)|>—‘
E %|>—IE|>—OJI>—‘

Y =S [0 N [ =

Toisesta rivista alkaen kunkin vaakarivin alkioiden summa on valittomasti ylapuolella
olevan rivin ensimmaéinen alkio. Talle ilmiolle on sukua funktion kuvaajan alle jaavan
pinta-alan lausuminen toisaalta funktion integraalifunktion ”viereisten arvojen” erotuk-
sien summana, toisaalta alkuperaisen funktion arvojen summana. Leibnizin ensimmaiset
askeleet differentiaali- ja integraalilaskentaa kohti koskivat sellaisia ” funktioita” y = y(z),
joissa x oli ymmarrettava termin jarjestysluvuksi ja "dz” on 1. Naita askeleita voi seurata
Leibnizin jalkeensa jattamistd muistiinpanoista.

Vuonna 1673 Leibniz tutustui aikaisemmin mainittuun Pascalin sinifunktiota kasittele-
vadn tutkimukseen. Téll6in hénelle valkeni ”karakteristisen kolmion” (dz, dy, ds) ylei-
nen kayttokelpoisuus; yksinkertainen geometrinen tarkastelu johti pinta-alanméaarityksen,
”integroimisen”, tehtavéksi, jossa on konstruoitava kayrd, kun sen tangentit tunnetaan.
Pascal oli tarkastellut vain r-sateisen ympyrankehan erikoistapausta, ja paatynyt karak-
teristisen kolmion ja kolmion, jonka kérjet ovat ympyran keskipiste, kehan piste ja sen
projektio z-akselilla, yhdenmuotoisuudesta olennaisesti relaatioon

/yds:/rdx,

jonka perusteella esim. pallon alan laskeminen kay helposti. Leibniz havaitsi, etta karak-
teristisen kolmion avulla voitiin minka hyvansa kayraén liittyvia ”integrointeja” muuntaa.
Erityisesti, jos kiyrdan y = f(x) liitettiin kdyrdn tangentin avulla méariteltdva toinen

kayra, nykymerkinnoin z =y — md—y, niin geometrisin argumentein voi paatella, etta
x

/abydx: % <bf(b)—af(a)—|—/abzdx> :
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Kun Leibniz sovelsi tata transmutaatiokaavaksi nimittamaansa kaavaa ympyran neljan-
nekseen, hin johtui nimeaan kantavaan sarjaan

™ 1 1

4 3 i 5)
Pari vuotta mychemmin Leibniz hallitsi derivoinnin ja integroinnin nykyisin differentiaa-
limerkinn6in. Alkuaan Leibniz merkitsi muuttujan y kahden vierekkéisen arvon infinite-
simaalista erotusta symbolilla ¢ ja muuttujien summaa omn./. Siten esim. %y2 = [ydy

merkittiin )

omn.?
= omn.omn./—
2 a

(a = 1 on mukana dimensiosyisté ja kaavan ylle vedetty viiva tarkoittaa samaa kuin nykyi-
sin kaavan kirjoittaminen sulkumerkkien siséén). Vuonna 1675 valmistuneessa késikirjoi-
tuksessa Leibniz korvaa omn.-merkinnén integraalimerkilld [, ja hiukan mydhemmin £:n
operaatiomerkinnélld d. Pohdiskeltuaan kysymysté, onko d(uv) = dudv, ja todettuaan,
etti joka tapauksessa d(z?) = (z+dx)? —2? = 2z dr+ (dr)? = 2z dx, Leibniz paityy oikei-
siin differentiointisdantoihin. Differentiaali- ja integraalilaskennan peruslauseeseen Leibniz
paatyy huomattuaan, etta kayraan, jonka ordinaatat ovat z, liittyva pinta-ala saadaan

d
selville, jos loydetaan kayra, jonka ordinaatat y toteuttavat ehdon d—y -z (a jalleen
x a

dimensiotekija). Talloin on z dzr = a dy, joten kysytty ala on

/zd:c:a/dy:ay.

Leibnizin kayrat kulkivat yleensa origon kautta.

Leibniz alkoi 1684 julkaista differentiaalilaskentaansa koskevia tiedonantoja toimittamas-
saan Acta Eruditorum Lipsienium (Leipzigin oppineiden toimituksia) -nimisessi aikakaus-
kirjassa, jossa useimmat varhaiset leibnizilaista analyysia koskevat tiedonannot julkaistiin.
Ensimmaiseen, kuusisivuiseen julkaisuun sisaltyi my0s ensimmainen uuden analyysin fysi-
kaalinen sovellus: valon taittumista kahden valiaineen rajapinnassa koskevan Snellin lain
johto "kuin taikatempulla”. — 1600-luvun oppineitten ldhes ainoa keino kertoa suhteellisen
nopeasti tuloksistaan oli kirjeenvaihto; tieteellisten aikakauslehtien syntyminen vilkastutti
merkittavasti tiedonvalitysta.

Leibnizin kayttamat symbolit olivat onnistuneita. Vaikka dx:n ja dy:n tasmallista mer-
kitysta ei madaritellakdan, niilla operoiminen on intuitiivisesti selvaa ja johtaa oikeisiin
tuloksiin. Epdhavainnollinen ”ketjusdantd” ”(fog)'(z) = f'(g(x))g'(z)” on ymmaérrettava

muodossa
dz dz dy

dr @ da
ja vaikkapa osaméadrin derivointikaavan johto muodossa

dy _y+dy _g_xy—i—xdy—a:y—ydx _ zdy — ydx

r x4+dr =z 22 + xdx x2

on intuitiivisesti selva. Leibniz oli myos ensimmaisia sellaisten termien kuin funktio, vakio,
muuttuja ja parametri kayttajia.
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Osittain juuri tallaisista syista infinitesimaalilaskennan kehitys lahti liikkeelle Leibnizin
osoittamaan suuntaan. Newtonia seurattiin vain Englannissa, jossa kehitys oli selvésti hi-
taampaa kuin mannermaalla, ilmeisesti ainakin osittain Newtonin merkintojen pienemman
suggestiivisuuden vuoksi. — Toinen syy Englannin matematiikan taantumiseen oli onneton
prioriteettikiista, jota kaytiin vuodesta 1699 alkaen. Syytos oli, etta Leibniz olisi kopioinut
Newtonin ideat; englantilaiset kieltaytyivat isanmaallisista syista hyvaksymasta Leibnizin
merkintoja ja analyysia. Itse asiassa Newton ja Leibniz olivat kayneet vuosina 1676 ja -77
lyhyen kirjeenvaihdon differentiaalilaskennan perusteista, jotka molemmilla jo tuolloin oli
hallussa, eika ole syyta uskoa kummankaan kopioineen toiselta.
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9 1700-luku, analyysin nopean kehityksen vuosisata

Infinitesimaalilaskennan keksiminen sysasi matemaattisen analyysin erittain nopeaan kehi-
tykseen. Uusia laskennallisia, ”algebrallisia” menetelmia kéytettiin osin kritiikittomasti ja
teorioiden loogisiin perusteisiin ehdittiin kiinnittaa niukasti huomiota. Tekniselta kannalta
differentiaali- ja integraalilaskenta saavutti 1700-luvulla monin osin nykyisen tason. Toi-
saalta 1700-luku ei tuonut matematiikkaan siind maarin vallankumouksellista uutta kuin
edellinen vuosisata.

0.1 Bernoullit

Alankomaista 1500-luvun lopulla Sveitsin Baseliin siirtynyt Bernoullin suku on matema-
tiikan historian merkittdvimpia. Siihen kuuluu tusinan verran ensi luokan tiedemiehia.
Suvun matemaatikoista kuuluisimmat ovat veljekset Jakob (1654-1705) ja Johann (1667—
1748) Bernoulli. (Erikielisissé lahteissa etunimet kirjoitetaan myds esim. Jacques ja Jean
tai James ja John.) Bernoullin veljekset olivat Leibnizin oppilaita, tyGtovereita ja myos
kilpailijoita. Erityisesti Johann arvosteli usein vanhempaa veljeaan karkevasti, ja Leibniz
yritti sovitella. Veljekset vaikuttivat merkittavasti siihen, etté differentiaali- ja integraali-
laskenta levisi juuri Leibnizin luomassa muodossa.

Jakob Bernoulli esitti Bernoullin epdyhtdlon 1 4+ nx < (1 4+ x)™, todisti harmonisen sar-
jan hajaantuvaksi (Oresmen aikaisempi todistus oli unohdettu) ja tutki erilaisia kéyria
differentiaali- ja integraalilaskentaa ja differentiaaliyhtaloité kdyttden. Sana integraali on
Jakob Bernoullin vuonna 1690 kayttoon ottama. Leibniz, joka oli kayttanyt integraali-
laskennasta nimitysta calculus summatorius, omaksui myohemmin myo6s integraali-sanan.
Bernoulleilta ovat 1ahtoisin useat tavanomaiset integrointitekniikat. Esim. integraalin

a® dz
a2 — x2
laskemiseksi Jakob Bernoulli keksi kayttaa muuttujanvaihtoa

b2 — t2

r=0——->=,
b? + t2

kun taas Johann huomasi tehokkaamman osamurtohajotelman

a? a 1 1
- _Z + .
a?—z2 2\a+zx a-—=x

Leibniz ja Bernoullit tutkivat paljon ns. brakistokroniongelmaa. Tarkoitus oli 16ytaa kayra,
jota pitkin painovoiman vaikutuksen alaisena liikkuva kappale siirtyisi nopeimmin pisteesta
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A pisteeseen B, joka ei ole suoraan A:n alapuolella. Jakob Bernoullin onnistui ensimmaéi-
sena osoittaa, etta kyseinen kaari on sykloidin kaari. Brakistokroniongelmasta katsotaan
saaneen alkunsa variaatiolaskennan, matematiikan haaran, joka etsii aariarvotehtaviin vas-
taukseksi funktioita eikd vain luvuin ilmaistavia dariarvokohtia. Itse asiassa Newton oli
tassakin ensimmainen keksija: han ratkaisi jo aikaisemmin ongelman, jossa etsittiin sellai-
sen kappaleen muotoa, jonka vastus valiaineessa olisi mahdollisimman pieni.

Muita variaatio-ongelmia olivat isokroniongelma jossa etsittiin kayraa, jota pitkin kappale
vierii kayran minimikohtaan samassa ajassa alkupisteestd riippumatta, ja katenaari- eli
ketjukayraongelma, kysymys vapaasti riippuvan kéyden muodosta. Huygens oli ratkaissut
isokroniongelman lahinna geometrisesti jo aikaisemmin, mutta Jakob Bernoulli onnistui
1690 johtamaan kayralle differentiaaliyhtalomuotoisen ratkaisun. Katenaariongelman oli
esittanyt Leonardo da Vinci, ja Galileo Galilei oli vaittanyt sen ratkaisun olevan paraa-
beli. Johann Bernoulli puolestaan johti katenaarin differentiaaliyhtalon, muttei kuitenkaan
osannut sita integroida. — Ratkaisukayraksi on sittemmin osoittautunut hyperbolisen ko-
sinifunktion kuvaaja.

Jakob Bernoulli pohti my0s sarjaa
1
P2

jonka hén tiesi suppenevaksi majoranttisarjan

I
n(n —1)
perusteella. Sarjan summaa han ei kyennyt maarittaméaan. Bernoullit ja heidan aika-

laisensa kasittelivat paattymattomia sarjoja sangen huolettomasti. Jakob Bernoulli, joka
kylla todisti harmonisen sarjan hajaantuvaksi, paatteli ”identiteeteista”

a a a a a a a
N=2,2,9%, Ny__2¢, 2 2
c+20+3c+ ’ c 20+3c+4c+ ’
etta
1-2¢ 2-3¢ 3-4c c

Johtopaatos on oikea.

Jakob Bernoullin pitkaan ansiolistaan kuuluvat viela napakoordinaattien kayttoonotto ja
ns. Bernoullin differentiaaliyhtdlon y' + p(x)y = q(x)y™ esittdminen ja ratkaisu. Ratkaisu
tosin onnistui samaan aikaan myos Leibnizille ja Johann-veljelle. Jakob Bernoulli kirjoitti
myo6s ensimmaisen varsinaisen todennakoisyyslaskentaa kasittelevan monografian Ars con-
jectandi. Sen julkaisi Jakobin veljenpoika Nicolaus (I) Bernoulli (1687-1759) vasta Jakobin
kuoleman jélkeen vuonna 1713. (Huygens oli kylla julkaissut vuonna 1657 todennakoisyys-
laskennasta vihkosen De ratiociniis in ludo aleae.) Bernoullin teos sisdltdd kombinatorii-
kan alkeiden systemaattisen esityksen, induktiotodistuksen binomikaavalle, ns. Bernoul-
lin lukujen By (jotka esiintyvdt mm. perdkkaisten kokonaislukujen parillisten potenssien
summan lausekkeessa) méiirittelyn! ja todennikoisyyslaskennan suurten lukujen lain. —
Kayran kaarevuuden maarittavan lausekkeen keksivat veljekset kumpikin tahollaan.

I Bernoullin luvut By, By, Bs, ... voi miiritelld rekursiivisesti asettamalla By = 1,

1 _
B, = —3 ja Z:é (Z)Bk =0, kun n > 2.
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Johann Bernoulli oli monesti vanhemman veljensa kilpailija ja kiistakumppani ja lopulta
myos taméan seuraaja professorina Baselissa. Johann toimi jonkin aikaa yhteistyossa
ranskalaisen markiisin Guillaume [’Hépitalin (1661-1704; nimi esiintyy usein muodossa
I’'Hospital) kanssa: Bernoulli, yksi noin neljasta tuolloin maailmassa differentiaali- ja inte-
graalilaskentaa osanneesta henkilosta, opetti markiisille uutta analyysia ja lupasi, palkkiota
vastaan, antaa taman kayttoon tekeméansa uudet matemaattiset keksinnot. Naihin kuului
mm. [’Hospitalin sadntona tunnettu havainto

i @) _ @)

e g@)  gla)’

jos f(a) = g(a) = 0. Itse asiassa I'Hospital ja Johann Bernoulli eivdat puhu raja-arvosta,

vaan —-tyyppisen lausekkeen arvosta. Sadntoon Johann Bernoulli padtyi etsiessaén rat-

kaisua I'Hopitalin esittamaan ongelmaan, joka koski lausekkeen

V2a3x — 2t — avalx

4
a— vax3

arvoa, kun r = a. Sdannon ja muut Bernoullilta oppimansa asiat markiisi julkaisi 1696
teoksessa Analyse des infiniment petits, joka siten on ensimmainen differentiaali- ja inte-
graalilaskennan oppikirja. Teoksen merkitys koko seuraavana vuosisatana oli suuri, vaikka
monet sen premissit (kuten ettd ddrettomén vahén toisistaan eroavat suureet ovat sa-
moja tai ettd kdyrat koostuvat ddrettoméan lyhyisté janoista) eivét nykyéén vakuutakaan.
Johann Bernoullin omallakin nimella julkaistu tuotanto on laaja: se kasittda mm. variaa-
tiolaskentaa, differentiaaligeometriaa, ensimmaisen havainnon trigonometristen funktioi-
den ja eksponenttifunktion yhteydesta ja nykyisen funktion merkitsemistavan ennakoinnin
(Bernoulli merkitsi z:n funktiota symbolilla ¢x).

Johann Bernoulli oli Leibnizin aggressiivisimpia puolustajia differentiaali- ja integraali-
laskennan prioriteettikiistassa. Hénen poikansa Daniel Bernoulli (1700-82) oli erittdin
monipuolinen matemaatikko ja luonnontieteilija. Matemaatikkona hanet tunnetaan ennen
muuta yhtena osittaisdifferentiaaliyhtaloiden tutkimuksen alullepanijoista. Daniel Ber-
noullilta on peraisin aiemmin esitetty Fibonaccin lukujen lauseke. Jakobin ja Johannin
veljenpoika Nicolaus Bernoulli (1687-1759) oli ensimmaéinen, joka késitteli kahden muut-
tujan funktion kokonaisdifferentiaalia df = pdx + q dy.

0.2 Britannian matematiikkaa 1700-luvulla

Vaikka Newtonin ja hanen perintonsa dominoiva vaikutus kahlitsikin matematiikan ke-
hitysta Englannissa, ei 1700-luku kuitenkaan muodosta matemaattista tyhjiota Brittein
saarilla. Merkittavia brittimatemaatikkoja 1700-luvun alkupuolella olivat ranskalaissyn-
tyinen, uskonnollisen vainon takia Englantiin muuttanut ja suurimman osan elamainsa
koyhyydessé viettanyt Abraham de Moivre (1667-1754) ja skotlantilainen Colin Maclau-
rin (1698-1746).

De Moivre kuuluu todennékoéisyyslaskennan uranuurtajiin: hénen tuotannossaan esiintyy
ensi kerran virhefunktio e=*" ja sen yhteys binomijakaumaan, ja hanen teoksensa Doct-
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rine of Chances (1718) on Jakob Bernoullin Ars conjectandin ohella ensimmaéinen toden-
nakoisyyslaskennan systemaattinen esitys. De Moivre kaytti edeltajiaan luontevammin
kompleksilukuja. Kaava

(cosx + i sinz)" = cosnx + i sinnz,

de Moivren kaava, ei esiinny eksplisiittisesti de Moivrella, mutta kyllakin lahes ekvivalen-
tissa muodossa: de Moivre merkitsi [ = cosnB, x = cos B ja johti kaavan

1
2 .
I+V12 -1

Sen sijaan de Moivren aikalaisen ja Newtonin kolmannen asteen kayria koskeneiden tut-
kimusten tdydentdjan James Stirlingin (1692-1770) mukaan Stirlingin kaavana tunnettu

approksimaatio
n! ~V2rnn"e "

on itse asiassa de Moivren keksintoa, taman tyokalu binomijakauman kertoimien tarkaste-
lussa. De Moivre on myo6s vakuutusmatematiikan pioneereja.

Maclaurinin nimi tunnetaan nykyisin Maclaurinin sarjasta

Fla) = FO) + F/O) + 5" (0) + ...

Itse asiassa sarjan oli julkaissut englantilainen Brook Taylor (1685-1731) aikaisemmin ylei-
semmésséd, Taylorin sarjan muodossa jo 1715, ja jo skotlantilainen James Gregory (1638—
75) oli kdyttényt sité erikoistapauksissa. My6s Newton ja Johann Bernoulli olivat tunte-
neet sarjan. — Taylorin, Maclaurinin ja Newtonin formulaatioissa f:n derivaattojen paikalla
on vastaavia fluksioiden osaméaaria.

Maclaurinin todelliset ansiot ovat korkeamman asteen kéyrien tutkimuksessa (jonka
oli pannut alulle Newton) ja siitd, ettd hén kirjoitti yhden ensimméisistd Newtonin
differentiaali- ja integraalilaskentaa esittelevista oppikirjoista, teoksen Treatise of Fluxions
(1742). Kirjassaan Maclaurin pyrki esittdmédn analyysid ”antiikin tdsmaéllisyydella”.
Maclaurin puolusti Newtonia Englannissa virinneessa polemiikissa, joka koski uuden ana-
lyysin perusteiden pitdvyytta. Vastapuolta edusti tunnettu filosofi, irlantilainen piispa
George Berkeley (1685-1753), joka asetti — aiheellisesti — kyseenalaisiksi tarpeen mukaan
nolliksi tai nollasta poikkeaviksi késitetyt ddrettomén pienet suureet (”ghosts of depar-
ted quantities”) ja otaksui analyysin antamien oikeiden tulosten johtuvan sattumasta ja
toisensa kumoavista virheista. Yhta lailla kriittinen Berkley oli leibnizilaista analyysia koh-
taan. Berkeleyn kasityksen mukaan matematiikan totuudet eivét olleet ainakaan yhtaan
vankemmin perusteltuja kuin uskonnon.

Maclaurin kirjoitti myos suositun, postuumina ilmestyneen, mutta kuuteen painokseen
yltdneen algebran oppikirjan Treatise of Algebra (1748), jossa ensi kerran esiintyy kah-
den ja kolmen tuntemattoman lineaarisen yhtaloryhman ratkaisukaava, Cramerin saanto;
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nimensa tdma sddnto sai sveitsildisestd Gabriel Cramerista (1704-52), joka kaytti yhté-
loissaan indeksoituja kertoimia ja sai saannon saannollisyyden siten paremmin nakyviin
vuonna 1750 ilmestyneessa tutkielmassaan. — Ensimmaiset viitteet nain alkunsa saanee-
seen determinanttien teoriaan l0ytyvat kuitenkin jo Leibnizilta vuodelta 1693.

Maclaurinin pitaytymisen klassisiin menetelmiin on katsottu haitanneen matematiikan ke-
hitysta Englannissa. — Maclaurin sairastui kuolettavasti osallistuessaan Englannin halli-
tuksen puolella 1745 Edinburghin puolustukseen kapinoivia skotteja vastaan.

Toinen nimensa historiaan jattanyt englantilainen oppikirjantekija oli Woolwichin Kunin-
kaallisen Sotilasakatemian professori Thomas Simpson (1710-61). Hénen oppikirjansa A
New Treatise of Fluzrions (1737) ilmestyi Simpsonin yksityisoppilaiden tilaamana. Simp-
sonin nimissa kulkevan approksimatiivisen integroinnin kaavan oli keksinyt jo aikaisemmin
mm. Stirling.

0.3 Euler

Yksi kaikkien aikojen merkittdvimpid matemaatikkoja on Leonhard Euler (1707-83). Han
oli Bernoullien tapaan kotoisin Baselista Sveitsista ja jo kouluikaisend Johann Bernoullin
oppilas. Euler, kuten useat muutkin 1700-luvun merkittavat matemaatikot, teki elaman-
tyonsa tiedeakatemioissa, joita hallitsijat perustivat eri maiden hovien yhteyteen. Euler
toimi pisimpéaén Pietarissa Pietari Suuren aloitteesta perustetussa tiedeakatemiassa. Aka-
temia oli perustettu vuonna 1724 ja sen ensimmainen matemaatikko oli preussilaissyntyi-
nen Christian Goldbach (1690-1764), yhé ratkaisematta olevasta Goldbachin konjektuu-
rista (jokainen parillinen luku on kahden alkuluvun summa) tunnettu. Pietariin nuoren
Eulerin houkuttelivat sinne jo aikaisemmin Goldbachin vaikutuksesta asettuneet Johann
Bernoullin pojat Daniel ja nuorena kuollut Nicolaus Bernoulli (1695-1726). Myds Berlii-
nissa Fredrik Suuren perustamassa vastaavanlaisessa akatemiassa FEuler vietti pitkdhkon
ajanjakson, ennen kuin Katariina Suuri kutsui hanet takaisin Pietariin. Euler on haudattu
Pietariin, Aleksanteri Nevskin luostarin hautausmaalle.

Eulerin tuotteliaisuus on lahes kasittamaton. Vaikka han menetti naon toisesta silmas-
tadn alle 30-vuotiaana ja sokeutui kokonaan 17 vuotta ennen kuolemaansa, han kirjoitti
ja saneli jatkuvasti matematiikkaa, keskimaarin 800 sivua vuodessa. Elinaikanaan Eu-
ler julkaisi yli 500 tutkimusta, ja julkaistavaa riitti viela 40 vuodeksi Eulerin kuoleman
jalkeen; kaikkiaan Eulerin julkaisujen maaraksi on laskettu 856. Eulerin ensimmainen tie-
teellinen julkaisu ilmestyi, kun hén oli 19-vuotias. Se késitteli (Sveitsissé epérelevantilta
vaikuttavaa) kysymysté laivan mastoista. Eulerin koottujen teosten julkaiseminen on yhé
kesken. Ne tulevat lopulta kasittdméaan 74 vankkaa osaa; tdhan ei viela kuulu usean tu-
hannen kirjeen laajuinen kirjeenvaihto eivatka aiemmin julkaisemattomat kéasikirjoitukset
ja paivikirjat!. Eulerin mukaan nimettyja kisitteité ja lauseita 16ytyy matematiikasta ja
fysiikasta kymmenittain. — FEulerilla oli 13 lasta.

Eulerin kirjoitukset késittelevat jokseenkin kaikkia silloisen matematiikan ja fysiikan aloja,
ja paitsi tieteellisid tutkimuksia niihin kuuluu oppikirjoja ja yleistajuisia esityksia. Tieteel-

1 Osoitteessa http://www.math.dartmouth.edu/~euler/ on nihtivissi huomattava
osa Eulerin tuotantoa.
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lisen popularisoinnin esikuvia on Eulerin menestynein teos, Kirjeita erdadlle saksalaiselle
prinsessalle (1768-72).

Euler on luonut suuren osan vakiintunutta matematiikan merkintdkoneistoa: mm. luon-
nollisen logaritmijarjestelmén kantaluvun merkinté e (Euler todisti, ettd e on irrationaali-
nen ja tarkasteli ensimmaéisené logaritmeja eksponentteina), ympyran kehén ja halkaisijan
suhde 7, imaginaariyksikko i = y/—1, funktiomerkinti f(z) (vuodelta 1734), kolmion si-
vujen ja kulmien standardimerkinnét a, b, ¢; A, B, C', summamerkki » , binomikertoimen
merkinta (p (itse asiassa Euler kirjoitti E] ) kolmion sisdén ja ympéri piirrettyjen ym-

q
pyroiden sateiden standardimerkinnat r, R ovat kaikki Eulerin kayttoon ottamia ja vakiin-

nuttamia, vaikka m-merkintaa olikin jo ehtinyt aikaisemmin kayttaa muuan englantilainen
William Jones (1675-1749).

Paitsi puhtaasti merkintojen alalla Eulerin lukuisat oppikirjat, kuten Introductio in analy-
sin infinitorum (1748), Institutiones calculi differentialis (1755) ja Institutiones calculi in-
tegralis (1768-74) ja saksankielinen Vollstindige Anleitung zur Algebra (1770) loivat monin
osin yha vallitsevan korkeamman matematiikan yliopisto-opetuksen standardin. Introduc-
tio kokosi uuden analyysin peruskasitteet funktiokasitteen ymparille. Eulerille ei funktio
kuitenkaan vielé ollut aivan lopullisesti tdsmentynyt, vaan han maaritteli sen milloin muut-
tujista ja vakioista mielivaltaisesti kootuksi lausekkeeksi, milloin koordinaatistoon piirretyn
mielivaltaisen (”vapaalla kiadelld piirretyn”) kdyrén havainnollistamaksi riippuvuudeksi. —
Kaikki Eulerin paattelyt eivat olleet korrekteja: geometrisen sarjan summakaavasta FEuler
paatteli suoraviivaisesti, etta

a1t o+t = + =0!

Useimmissa tapauksissa FEulerin intuitio johti kuitenkin hanet oikeaan tulokseen, vaikka
paattelyaskelet olisivatkin olleet vajavaisia.

Eulerin tarkein tyokalu olivat joka tapauksessa sarjat. Esimerkiksi yhtalon
siny/r r 2P

-2 % =0
Wz 31t 5

ratkaisuja ovat 1 = 72, x5 = (2m)2, .... Mutta algebrallisen yhtilon 1+a;x+. .. +a,z" =
0 juurille 1, z2, ..., x, patee
l+aix+asx?+ ... +apz™ = (1— i) <1—£> (1— i)
1 ) Tn
ja
1 1 1
=



83

Jos taman oletettaisiin patevan myos ”adretonasteisiin” polynomeihin, saataisiin

1+ 1 n 1 P 1
72 (2m)2  (3m)2 T 317
joten
I s
mtapt- =g

Saatuaan tietda Eulerin tuloksen Johann Bernoulli toivoi veljensa olevan viela elossa — Ja-
kob Bernoulli oli omistanut paljon tarmoa epaonnistuneisiin yrityksiinsa laskea kokonais-
lukujen neliiden ka#anteislukujen summaa. Samanlaisin paattelyin Euler johti sittemmin
Riemannin (-funktiona tunnetuksi tulleen sarjan

1
C(s)=Q —
n=1 ne
arvon parillisilla kokonaisluvuilla s. Arvolla s = 1 {(s) on hajaantuva harmoninen sarja.
Euler todisti, etta sarjan m:nnen osasumman ja luvun Inn erotus lahenee raja-arvoa v ~
0,577218; tata lukua sanotaan Fulerin vakioksi. Euler keksi mm. yhteyden

¢ ==

p

missa tulo ulotetaan kaikkiin alkulukuihin p.

Esimerkkina Eulerin paattelysta tarkastellaan viela eksponenttifunktion perusominaisuuk-
sien johtoa. Jos € on ”aarettoman pieni luku”, niin a® = 1 + ke, missa k on a:sta riippuva

vakio. Jos nyt x on aarellinen luku, niin N = — on ”aarettoméan suuri luku”. Silloin

€
kx\ ™
z _ Ne _ 1 k N _ 1 el
a® =a (1+ ke) +
kz\ N(N-1) (kz\®> N(N-1)(N-2) (kz\®
=14+N|— — | = —
+ (N)+ 2! (N) + 3! N +
_ IN(N-1) 5 5 1INN-LN-2) 4 4
Koska N on aarettomén suuri, on
N-1 N-2 _1
Ny - — =0
joten
- kr  k?z? ka3
a* =1+ —+ + + ...

1 2! 3!
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Kun téssa asetetaan x = 1, saadaan

k2 k3
a:1+k+§+§+....
Merkitadn nyt e:11a arvoa k = 1 vastaavaa a:ta. Silloin
_ o 1 1
e=2+4 ot

N
Aikaisemman nojalla on edelleen e* = <1 + %) .

Euler operoi kompleksiluvuilla vapaasti. Fulerin kaava
e =cosx +isinx

(jonka keksijané voinee pitdd de Moivrea) oli hénelle keskeinen késite mm. logaritmifunk-
tion ominaisuuksien selvittelyssa: Euler selvitti matemaatikkoja pitkaan askarruttaneen
kysymyksen negatiivisten lukujen logaritmeista ja totesi logaritmifunktion monikésittei-
syyden. FEuler on usean muuttujan analyysin pioneereja. Kaksinkertaisen integraalin
muuttujanvaihtokaava ja integraalin palauttaminen yksiulotteisiksi integroinneiksi on héa-
nen esittamansa.

Euler pani alulle elliptisten integraalien tutkimuksen, jonka merkitys matematiikan myo-
hemmisséa vaiheissa osoittautui suureksi. Elliptisiin integraaleihin, integraaleihin, joiden
integroitavassa esiintyy ainakin kolmatta astetta olevan polynomin neliGjuuria, johtavia
ongelmia olivat esittaneet jo ennen vuotta 1700 mm. Bernoullit. Tallaisia olivat elastisen
sauvan muoto, heilurin heilahdusaika, lemniskaatta-kiyrin (z2 + y?)? = a?(2? — y?) kaa-
ren pituus ja ennen muuta tahtitieteessd mielenkiintoinen ellipsin kaaren pituus. Viimeksi
mainittua oli selvitellyt italialainen kreivi Carlo de’Toschi Fagnano (1682-1766), mutta
Euler kehitti ensimmaisen merkittavan elliptisten integraalien yhteenlaskukaavan:

/f” dt _/y dt +/C dt
0 V1-—tt o Vi—tt  Jo V1I—t¥

jos

B yV1—ct 4 /1 -yt
v 1+ c?y? '
Eulerin vaikutus nakyy myos mm. tavallisissa differentiaaliyhtaloissa ja variaatiolasken-
nassa. Differentiaaliyhtaloiden teorian vakiintunut asioiden esittdmisen jarjestys ja monet
tekniikat, kuten integroivien tekijoiden kaytto ja vakiokertoimisten lineaaristen yhtaloiden
ratkaisukaavat periytyvat hanelta. Variaatiolaskennan keskeinen integraalin

b
1(y) = / Fla, y, ) do

maksimoivan funktion y = y(z) valttdméton ehto

oF _d (oF)
oy drx \oy' )

on sekin nimeltaan Fulerin yhtalo.
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Eulerin t6illa oli suuri merkitys analyysin lisaksi jokseenkin kaikilla muillakin matematii-
kan alueilla. Euler kehitti huomattavasti lukuteoriaa: han osoitti Fermat’n olettamuksen
kaikkien lukujen 22" + 1 eli Fermat’n lukujen jaottomuudesta vidriksi, julkaisi ensimméi-
sen todistuksen ns. Fermat'n pienelle lauseelle, jota hdn myos yleisti sittemmin Fulerin
funktioksi nimetyn (nimitys on Gaussin) lukuteoreettisen funktion ¢ avulla (¢(n) = n:aa
pienempien sellaisten kokonaislukujen mééra, joilla ei ole yhteisid tekijoitd n:n kanssa),
osoitti alkulukujen kaanteisluvuista muodostuvan sarjan hajaantuvaksi, todisti Fermat'n
suuren lauseen hypoteesin todeksi eksponentilla n = 3, osoitti, etta parilliset taydelliset
luvut ovat valttamatta Eukleideen ilmoittamaa muotoa jne. Geometriaan Euler jatti mm.
kolmion merkillisia pisteita yhdistavan Fulerin suoran ja yhdesti yhtendisen monitahok-
kaan karkien, sarmien ja sivutahkojen maaria v, e ja s sitovan Eulerin kaavan v—e+s = 2.
Myos toisen asteen pintojen, kartioleikkausten kolmiulotteisen analogian, ominaisuuksien
selvittely kuuluu Eulerin ansioluetteloon.

Yksi Eulerin kuuluisimpia toita on ns. Konigsbergin siltaongelman ratkaisu vuodelta 1736.
Tehtdvad — on konstruoitava kavelyreitti, joka ylittdisi [td-Preussin Konigsbergissi (nykyi-
sin paremmin tunnettu Kaliningradina) olevat Pregel-joen seitsemén siltaa, kunkin vain
kerran — ja sen ratkaisua, jossa tallainen reitti osoitetaan mahdottomaksi, voi luonnehtia
lahinna ajanvietematematiikaksi, mutta toisaalta katsotaan, ettd Eulerin ratkaisu on an-
tanut alkusysayksen kahdelle sittemmin merkittavalle matematiikan alalle, topologialle ja
verkkoteorialle. Fulerin polku on sellainen verkon sivuista koostuva tie, jossa kukin sivu
esiintyy tasan yhden kerran.

9.4 Ranskan ja ltalian valistusajan matemaatikkoja

Italialainen Maria Gaetana Agnesi (1718-99) opetti matematiikkaa pikkuveljilleen. (Maria
oli vanhin kaikkiaan 21 sisaruksesta.) Hén julkaisi oppimateriaalinsa vuonna 1748 nimell&
Instituziont analitiche ad uso della gioventu italiana. Taman sinansd patevan oppikirjan
ohella Agnesinkin nimi on jaanyt historiaan vaarinkasityksen kautta. Agnesin esimerkki-
naan kasitteleméa kaarevuussuuntansa vaihtava kayra

_ava—w
NG

oli jo aikaisemmin tunnettu nimella la versiera, ’kaantyileva’. Kirjaa englanniksi kaan-
nettaessa kaantaja sekoitti nimityksen sanaan awvversiera, 'paholaisen vaimo’. Kayra on
sittemmin tullut tunnetuksi Agnesin noitana.

Huomattavimmat 1700-luvun puolivalin ranskalaismatemaatikot olivat Alexis Claude Clai-
raut (1713-65) ja Jean le Rond d’Alembert (1717-83). Edellinen — erés kaikkien aikojen
varhaiskypsimpia matemaatikkoja — luki kymmenvuotiaana 1’Hospitalia ja julkaisi teini-
ikdisena merkittavan kolmiulotteista analyyttistd geometriaa kasittelevan teoksen. Clai-
raut valittiin erivapaudella jo 18-vuotiaana Ranskan tiedeakatemian jidseneksi. — Clai-
raut on kaynyt Suomessakin kuuluisan, maapallon muotoa Tornionjokilaaksossa selvitel-
leen Maupertuis’n meridiaaninmittausretkikunnan mukana. Hanen myohempi maapallon
muotoa kasitteleva teoksensa sisaltaa differentiaaliyhtaloiden teoriaa kehittaneita tuloksia,
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mm. differentiaalin Mdx + Ndy eksaktisuusehdon

oM _on
oy Oz’

Loytolapsi (etunimi Jean le Rond viittaa samannimiseen pariisilaiskirkkoon, jonka por-
taille korkeasukuinen mutta kevyttapainen &iti oli pojan hyldnnyt. Aatelinen isé kustansi
sittemmin pojan elatuksen ja koulutuksen. Notre Damen kirkon kyljessa sijainnut Saint-
Jean-le-Rond on purettu.) d’Alembert oli monipuolinen tiedemies ja filosofi, alkuperaiselta
koulutukseltaan juristi. Lakitieteen opinnot suoritettuaan d’Alembert aikoi vield opiskella
laakariksi. Koska matematiikan harrastus oli haitaksi opinnoille, d’Alembert talletti ma-
temaattiset kirjansa erdan ystavansa luokse. Vahin erin hin kuitenkin haki ne takaisin,
jatti ladketieteen ja rupesi ammatikseen matemaatikoksi ja filosofiksi. d’Alembertin pit-
kéaaikainen toimi oli Ranskan Tiedeakamian pysyvan sihteerin tehtdva; hén oli aikansa
merkittavimpia tiedepoliittisia vaikuttajia. Fredrik Suuri kutsui Eulerin akatemiaansa
d’Alembertin neuvosta, samoin myohemmin Lagrangen.

D’Alembert oli keskeisessé asemassa valistusfilosofien suurteoksen, Denis Diderot’n (1713—
84) julkaiseman 28-osaisen Encyclopédien toimituksessa ja vastasi sen matematiikkaa ja
luonnontieteitd kasittelevista artikkeleista. Ensyklopedia-artikkelissa d’Alembert mm.
esitti modernin késityksensa infinitesimaalilaskennan perustamisesta tasmalliselle raja-
arvon kasitteelle: d’Alembert ymmarsi nykyaikaiseen tapaan raja-arvon suureeksi, jota
muuttuva suure ldhestyy niin, ettd suureen ja raja-arvon erotus tulee pienemmaksi kuin
miké hyvansa ennalta annettu suure. D’Alembert pyrki l0ytaméan todistuksen algebran
peruslauseelle (jonka mukaan jokaisella polynomilla on ainakin yksi kompleksinen nol-
lakohta); ranskalaisella kielialueella tdmé& keskeinen teoreema tunnetaan d’Alembertin
lauseena. Sen todistus onnistui paremmin Gaussille.

D’Alembert on Eulerin ja Daniel Bernoullin ohella osittaisdifferentiaaliyhtaléiden tutki-
muksen aloittajia: hén tutki mm. vérdhtelevén kielen liikettd (ongelma, joka on synnyttéa-
nyt poikkeuksellisen paljon matemaattista teoriaa ja joka oli monen kiistan aiheena 1700-
luvun johtavien matemaatikkojen kesken), ja johtui osittaisdifferentiaaliyht&l66n

o _ o
o2 ox2’

Télle vardhtely-yhtalolle d’Alembert 16ysi ratkaisun u(x,t) = f(x +t) + g(ax — t); tassd f
ja g ovat mielivaltaisia funktioita.

Etienne Bezout (1730-83) antoi huomattavan panoksen jo Leibnizin alkuun panemalle
determinanttien teorialle. H&énen havaintonsa on mm. se, etta lineaarisen homogeenisen
yhtaloryhmén determinantin havidminen on edellytys ryhman ei-triviaalien ratkaisujen ole-
massaololle. Bezout kehitti yhtaloiden resultanttiteoriaa, ehtoja, joiden vallitessa kahdella
polynomiyhtalolla on yhteinen juuri. Bezout’n metodin avulla oli mahdollista selvittaa
kysymys kahden algebrallisen kayran leikkauspisteiden lukumaarasta.
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9.5 Lagrange

1700-luvun jalkipuoliskon merkittavin ranskalaismatemaatikko on Joseph Louis Lagrange
(1736-1813), Eulerin ohessa koko vuosisadan suurimpia. Puoliksi italialainen Lagrange
syntyi ja opiskeli Torinossa, jonka tykistoakatemian matematiikan professoriksi hanet nimi-
tettiin jo 19-vuotiaana. Samoin kuin Eulerin, Lagrangenkin tyonantajina olivat hallitsijat.
Fredrik Suuri kutsui hanet Eulerin seuraajaksi Berliinin tiedeakatemiaan, jossa héin vai-
kutti 20 vuotta, ja 1787 Ludvig XVI kutsui hanet Ranskaan akateemikon tehtaviin. Lopun
elamaansa Lagrange toimi Pariisissa. Lagrange kérsi masennuksesta, erityisesti Ranskaan
muutettuaan.

Lagrangen tutkimusote oli kriittisempi kuin useimpien hanen aikansa matemaatikkojen.
Analyysin loogisten perusteiden aukkoja Lagrange pyrki paikkaamaan suuressa teokses-
saan Théorie des fonctions analytiques (1797) sarjakehitelmien avulla: jos funktion f Tay-
lorin sarja

f(z) =ag+ai(x — x0) + az(z — 20)* + . ..

tunnetaan, f:n derivaatat voidaan ilmaista kertoimien avulla: f'(xzg) = a1, f’(zo) =
2a9 jne. Lagrange teki niista relaatioista derivaattojen maaritelméan, uskoen paasseensa
eroon infinitesimaalisista suureista. Itse asiassa sana derivaatta (jolle aikanaan on suomen
kieleen tarjottu sananmukaista kddnnostd ’johdos’) tuli ensi kertaa kiyttoon vasta téssa
yvhteydessa. Valitettavasti méaaritelma toimii vain suppenevan Taylorin sarjan omaavien
funktioiden yhteydessd. Tunnettu vastaesimerkki f(z) = eV x40, f (0) = 0, osoittaa,
etta origon ulkopuolella nollasta eroavan funktion kaikki derlvaatat origossa voivat havita,
jolloin funktion sarjakehitelmé on nollafunktion kehitelmé. Lagrangekaan ei aina ottanut
huomioon suppenemisongelmia, joiden mukana valttamatta seuraa kysymys raja-arvosta.
— Usein kéytettavit derivaattojen merkinndt f/(x), f”(x) jne. ovat perdisin Lagrangelta,
samoin ensimmainen lauseke Taylorin sarjan jaannostermille:

(SIJ _ x0>n+1

f(k) Q;O k (n+1)
f( +Z :L‘—xo) + Ry, R,=f (5)W

b

missa & on x:n ja xg:n valissd. My0s integroinnin pallokoordinaateissa mahdollistava trans-
formaatio dz dy dz = r? sin 6 dr df d¢ on Lagrangen.

Lagrangen tutkimukset kasittelivit mekaniikkaa (Lagrangen funktio ja liikeyht&lot; mo-
numentaaliteos Mécanique analytique (1788), mekaniikan aksiomaattinen esitys ”ilman
yhtédkéadn kuvaa”) ja differentiaaliyhtéloita (ns. epdhomogeenisten lineaaristen yhtéléiden
ratkaiseminen parametrien variointimenetelmdlld on hanen keksintééén), variaatiolasken-
taa (termi variaatiolaskenta johtuu Lagrangen varhaisimmissa julkaisuissaan kayttdmista
sanoista variaatiomenetelmé, josta Euler muokkasi nykyisin kéytossd olevan sanan), yh-
téloiden numeerista ratkaisemista, lukuteoriaa (mm. todistus Fermat'n véittdmille, ettd
jokainen kokonaisluku voidaan esittdd enintdan neljan nelion summana, Pellin yhtalon
yleinen ratkaisu, yleisen toisen asteen Diofantoksen yhtélon ratkaisu) ja algebraa. Vii-
meksi mainitulla alalla Lagrange kuuluu ryhmakasitteen ennakoijiin. Han tutki algebral-
lisen yhtalon ratkeavuuden ja sen juurien permutaatio-ominaisuuksien yhteyksia ja johtui
mm. keskeiseen teoreemaan, jonka mukaan (nykyisin késittein) dérellisen ryhmén aliryh-
man kertaluku on ryhman kertaluvun tekija. Tama tulos tunnetaan nimella Lagrangen
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lause. Lagrange paityi otaksumaan, ettd korkeampaa kuin neljatta astetta olevilla poly-
nomiyhtaloilla ei ilmeisesti ole algebrallista ratkaisua. Usean muuttujan sidotun aariarvon
maarittaminen apumuuttujien, Lagrangen kertoimien, avulla on hanen keksintoaan.

Ranskan vallankumouksen aikana Lagrange toimi puheenjohtajana komiteassa, joka suun-
nitteli metrijarjestelman. Lagrange ajoi lapi suhdeluvun 10, vaikka luvulla 12 oli paljon
kannatusta. Sana metre oli Laplacen ehdottama.
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10 Matematiikka Ranskan vallankumouksen aikoihin

1700- ja 1800-lukujen taite oli etenkin Ranskassa matemaattisesti aktiivista aikaa. La-
grangenkin toiminta ajoittuu viela osaksi Ranskan vallankumouksen aikaan, ja toisaalta
useat seuraavassa kasiteltavat matemaatikot aloittivat tyonsa jo ennen vallankumousta.
Monesti kaikkien aikojen suurimmaksi matemaatikoksi arvostetun Gaussin matemaatti-
nen ura alkoi Ranskan vallankumouksen vuosina, vaikkei Gauss muuten ajan poliittisiin
mullistuksiin liitykdan. Aikakauden keskeinen poliittinen ja sotilaallinen hahmo Napoleon
Bonaparte (1769-1821) lienee ainoa matematiikan historiaan nimensé jattédnyt hallitsija:
Napoleonin lause sanoo, ettd sellainen kolmio, jonka karjet ovat mielivaltaisen kolmion
sivut kantoima piirrettyjen tasasivuisen kolmioiden painopisteet, on tasasivuinen. Vanha
Tietosanakirja kertoo Napoleonista: ”Koulussa han osoitti suurta taipumusta matematiik-
kaan, harrasti myoskin historiaa ja maantiedetta, mutta osoittautui heikoksi kielissa.”

10.1 Monge ja Ecole Polytechnique

Enimmaltaén itse oppinsa hankkinut Gaspard Monge (1746-1818) tunnetaan matema-
tiikassa ennen muuta analyyttisen geometrian ja differentiaaligeometrian kehittajana ja
deskriptiivisen geometrian keksijana. Taman erityisesti tekniikan kehitykselle tarkean ma-
tematiikan alan Monge keksi nuorena toimiessaan sotilasoppilaitoksen piirtajana — lin-
noituslaitteiden piirustamisessa pitkat numerolaskut korvannut deskriptiivinen geometria
olikin aluksi tarkkaan varjeltu ranskalainen tai oikeastaan nimenomaan Mézieresin pionee-
riakatemian sotasalaisuus. Monge julkaisi metodinsa, jonka perusajatus on kolmiulottei-
sen kappaleen kuvaaminen sen kahdelle toisiaan vastaan kohtisuoralle tasolle synnytettyjen
projektioiden avulla, vasta vuonna 1800. Ranskan vallankumoukseen Monge otti innok-
kaasti osaa ja joutui samalla moniin keskeisiin tehtaviin, mm. laivastoministeriksi. Ns.
direktoriohallituksen aikana vuonna 1794 perustettiin, paljolti Mongen ansiosta, Pariisiin
teknillinen korkeakoulu Ecole Polytechnique, jossa Monge sittemmin toimi opettajana ja
huomattavan geometrisen koulukunnan perustajana. Ecole Polytechnique on vanhin tek-
nillinen korkeakoulu. Berliiniin sellainen perustettiin 1799, Prahaan 1806 jne. Varsinkin
Ecole Polytechniquen merkitys matematiikan kehitykselle on suuri. Sen matematiikan ope-
tuksen taso oli korkein mahdollinen ja sen kayttoon kirjoitetut oppikirjat olivat merkittavia
uuden matemaattisen tiedon levittajia. Matematiikan merkitys tekniikalle alkoi muuttaa
matematiikan asemaa kulttuurissa — siita alkoi tulla hyodyllista tiedetta.

Mongen deskriptiivinen geometria oli synteettinen menetelmé. Mongen ansiot analyyt-
tisen geometrian alalla olivat myos merkittavat. Héneltd ovat olennaisesti peraisin mm.
suoran yhtalot kolmiulotteisessa avaruudessa. Mongea pidetdan myos yhtena differentiaa-
ligeometrian perustajista.

Polyteknillinen koulu viitoitti tekniikan kehityksen myotéa tarpeelliseksi tulleen korkeam-
man teknisen opetuksen suuntaviivoja. Koulun matemaattinen taso ja vaatimustaso olivat
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korkeat. Se muodostui Ranskan ehdottomaksi matemaattiseksi keskukseksi. Sen ensim-
maisia opettajia olivat Mongen ohella mm. Lagrange, Laplace ja Legendre. Ecole Polytech-
niquen rinnalle perustettiin pian opettajankoulutusta varten Ecole Normale, jonka opetta-
jakuntaan on my6s kuulunut joukko Ranskan merkittdvimpid matemaatikkoja (ikivanhan
Sorbonnen, Pariisin yliopiston, merkitys matematiikan kannalta oli 1700- ja 1800-luvuilla
vahéinen). Ecole Polytechniquen ja Ecole Normalen oppikirjoiksi kirjoitetut teokset olivat
1800-luvun matematiikan oppikirjojen ehdotonta huippua.

10.2 Fourier

Mongen ystivia ja tyotovereita niin Ecole Polytechniquessa kuin Napoleonin Egyptin-
sotaretkelldkin oli Joseph Fourier (1768-1830) (Monge oli Napoleonin perustaman Egyptin
instituutin johtaja ja Fourier sen sihteeri; Fourier julkaisi retken aikana kootun tieteellisen
materiaalin). Upseerin uraa havitellut Fourier joutui muuttamaan suunnitelmiaan alhaisen
syntyperansa vuoksi ja kouluttautui papiksi. Sittemmin han paasi kuitenkin matematiikan
opettajaksi upseerikouluun.

Fourier teki vallankumouksellisen ja paljon vastustustakin herattdneen huomion: jokainen
funktio f, ei valttaméatta edes jatkuva, voidaan esittda trigonometrisena sarjana

oo

Z(an cos(nazx) + by, sin(nax)).

n=0

Sarjaesitysta on sittemmin ruvettu kutsumaan funktion Fourierin sarjaksi. Fourierin paa-
teos Théorie Analytique de la Chaleur (Analyyttinen lampoteoria, 1822), jossa trigono-
metrisia sarjoja kaytetadn osittaisdifferentiaaliyhtdaléiden reuna-arvotehtavien ratkaisuun,
ei ollut kaikin puolin loogisesti moitteeton; sen epatasmallisyydet olivat yksi keskeisia
1800-luvulla lapiviedyn analyysin tasmallistyttdmisohjelman alkusyita.

Fourierin sarjakehitelman lahtokohtana oli stabiilin lampotilajakauman etsiminen tasoa-
lueessa {(z,y) | 0 < x < m, 0 < y}. Fysikaalisten syiden perusteella jakauma tottelee
Laplacen yhtaloa

0?u  D%u

4 —0

ox2  Oy?
ja reunaehtoja u(0, y) = u(w, y) = 0, u(z, 0) = ¢(z). Jos ratkaisua etsitdén muodossa
u(z, y) = f(z)g9(y), saadaan muotoa u(zx, y) = e~ " sin(nx), n =1, 2, 3, ..., olevia yksit-

taisratkaisuja ja niiden superpositiona yleisempi ratkaisu u(z, y) = >~ bpe™™¥ sin(nz),

missa b,,:t ovat vakioita. Jos vakiot voidaan maarittaa niin, etta

Z by, sin(nz) = ¢(x),

ratkaisu on valmis. Fourier paatyi jokseenkin heuristisen, pitkalti ¢:n Taylorin kehitel-
maian perustuvan paattelyn jalkeen siihen, etta kertoimet toteuttavat toisen kertaluvun
differentiaaliyhtalon, joka viimein johtaa kertoimien lausekkeeseen

2 [T .
by, = ;/0 ¢(x) sin(nz) dz.
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Tamaéan saatuaan hén totesi samaan paadyttavan olettamalla ¢:lle trigonometrinen kehi-
telma ja kayttamalla ”ortogonaalisuusehtoja”

™ 0, josk #n,
/ sin(kzx) sin(nx)dr =< T
0

5 jos k =n.
Koska kertoimien lauseke edellyttaa vain ”kéayran alle jaavaa pinta-alaa” ja koska ¢:n jak-
sollisuus vahintdaankin tuo helposti mukanaan epajatkuvuuskohtia, Fourierin sarja synnytti
tarpeen tarkastella integrointia ja yleisemminkin analyysin prosesseja myos epajatkuvien
funktioiden maailmassa. Fourierin sarjan suppeneminen ja sen rajafunktion kayttaytymi-
nen ei ole ongelmatonta. Naiden kysymysten selvittelysta tuli yksi merkittavimpia ana-
lyysin kehitykseen 1800-luvulla vaikuttaneita tekijoita.

Fourierin toissa esiintyvat myos ensimmaiset viitteet sittemmin térkedaksi nousseen funk-

tion f Fourierin integraalin eli Fourier-muunnoksen suuntaan.

Fourier otti kayttoon maaratyn integraalin rajojen nykyisen merkinnan ff f(x)dz. Euler
r=a

oli merkinnyt [ f(z)dz [ - b] — Fourieria pidetaén ensimmaisena ns. kasvihuoneilmi-

o0on huomiota kiinnittdneena: han laski vuonna 1824 maan lampotaloutta ja totesi, etta

ilmakehén on sidottava lampoa.

10.3 Laplace ja Legendre

My6s Pierre Simon Laplace (1749-1827), ” Ranskan Newton”, alkoi matemaattisen uransa
sotakoulu Ecole Militairen opettajana Pariisissa — paikan hankki Laplaceen aluksi torjuen
suhtautunut d’Alembert, jonka Laplace onnistui vakuuttamaan kyvyistdan jattamalla talle
laatimansa kokonaisesityksen mekaniikan perusteista. Ranskan Tiedeakatemian jasenyy-
teen Laplace padsi 24-vuotiaana.

Laplacekin osallistui vallankumouksen ja Napoleonin® hallinnon aikana yhteiskunnallisiin
toimiin, olipa kuusi viikkoa sisaministerinakin, joskin huonolla menestyksella. Napoleon
joutui nimittiin erottamaan ylen pikkutarkan Laplacen todettuaan, ettd han ”toi infinitesi-
maalien hengen hallintoon”. Laplace sopeutui Ranskan poliittisiin vaihteluihin joustavasti.

Laplace kirjoitti kaksi suurteosta: Théorie analytique des probabilités (1812) ja Mécanique
céleste (viisi osaa, 1799 — 1825). Edellinen on matemaattisen analyysin keinovaroja téay-
dellisesti hyvaksi kayttava todennikoisyyslaskennan kokonaisesitys. Siihen sisdltyy useita
huomattavia keksintoja, kuten Laplacen muunnos

Lf(s) = / T e ) de,

jonka avulla monet differentiaali- ja integraaliyhtalot palautuvat algebrallisiksi yhtaloiksi,
ja pienimmdn neliosumman menetelma havaintovirheiden tasoittamiseksi. Menetelméan oli
ensimmaisené esittanyt Legendre, mutta ilman todistusta. Laplace esitti kirjansa toisen
painoksen esipuheessa teesin, jonka mukaan maailman tulevaisuus on menneisyyden deter-
minoima. Jos tietamys olisi riittavaa, maailman tila mina hyvansa tulevaisuuden hetkena
olisi matemaattisesti laskettavissa.

I Laplace oli hyviksynyt Napoleonin matematiikassa taméin tykistdopintojen aikana.
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Laplacen monumentaalinen taivaanmekaniikan kokonaisesitys luo yleiskuvan Newtonin op-
pien mukaisesta aurinkokunnan fysiikasta. Teos tuo matematiikkaan ja fysiikkaan poten-
tiaalifunktion (joka tosin oli ollut tuttu Lagrangellekin), Laplacen operaattorin

0? 0? 0?
A =
0x? + oy? + 022
ja Laplacen differentiaaliyhtdlon Au = 0, jonka ratkaisut ovat potentiaalifunktioita.

Laplacelle matematiikan merkitys oli aina sekundaarinen: se oli luonnontieteen, ennen
kaikkea taivaanmekaniikan tutkimuksessa valttamaton, mutta vailla itseisarvoa.

Adrien Marie Legendre (1752-1833), myo6s alkuun Ecole Militairen opettaja, pysytteli
enimmakseen sivussa yhteiskunnallisista tehtavista lukuun ottamatta metrijarjestelma-
projektia, johon osallistuivat myos Lagrange, Monge ja Laplace. Kymmenjarjestelmaan
perustuvat mittayksikot olivat valmiit vuonna 1799.

Legendre kirjoitti hyvia ja suosittuja oppikirjoja mm. geometriasta, lukuteoriasta ja in-
tegraalilaskennasta. Matemaattinen fysiikka saa kiittda hantad useista matemaattisista
apuneuvoista, kuten monissa yhteyksissa tarpeellisista Legendren funktioista, jotka ovat
differentiaaliyhtilon (1 — 22)y” — 2zy’ + n(n + 1)y = 0 ratkaisuja. Legendre systematisoi
elliptisten integraalien eli tyyppia

/ R(z,+/s(x)) dx,

missé R on rationaalifunktio ja s kolmannen tai neljannen asteen polynomi, olevien inte-
graalien teoriaa. Han osoitti, ettd nama integraalit voidaan aina palauttaa yhteen muuta-
mista ns. Legendren normaalimuodoista, joista tarkeimmat ovat

F(k ¢>—/¢ 4
’ 0 1— k2sin’x

ja
é
E(k,¢) = / V1 — k2sin® z da.
0

Funktioiden E ja F' arvoja on taulukoitu. Elliptisten integraalien teoria oli tarkea tut-
kimuskohde 1800-luvulla; elliptisten integraalien tutkimuksen merkitys yleisen kompleksi-
muuttujan funktioiden teorian synnylle on suuri.

Legendren tyot myos lukuteorian alalla ovat merkittavia. Tunnettuja ovat hanen nelio-
lukujen jakojaannoksia koskevat tuloksensa, joiden yhteydessa syntyi Legendren symboli
(plq), joka on +1 tai —1 sen mukaan, onko p jonkin nelién jakoja&nnés modulo pariton
alkuluku ¢ vai ei. Legendre esitti myos empiiristen havaintojen perusteella syntyneen al-
kulukuhypoteesin, jonka mukaan n:&4 pienempien alkulukujen lukuméérd m(n) ldhestyy

asymptoottisesti arvoa
n

logn’
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kun n kasvaa. (Legendren késityksen mukaan kuitenkin logn olisi nimittéjéssa ollut kor-
vattava luvulla logn — 1,08366.) Tamén alkulukujen sattumanvaraiselta ndyttavén jakau-
tumisen kannalta yllattavan hypoteesin todistus onnistui vasta vuonna 1896 ranskalaiselle
Jacques Hadamardille (1865-1963) ja belgialaiselle Charles de la Vallée Poussinille (1866—
1962); vendldinen Pafnuti Tsebysev (1821-94) oli talld vélin ehtinyt osoittaa, etté raja-arvo
logn

lim 7(n)
n—oo n

on olemassa. — Legendre todisti Fermat’n suuren lauseen hypoteesin oikeaksi tapauksessa
n =>5.

10.4 Gauss

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), "matemaatikkojen kuningas”, syntyi tyolaisperheeseen
Braunschweigissa ldhelld Hannoveria (tasan 50 vuotta Newtonin kuoleman jélkeen, on huo-
mautettu); vanhempien vastustuksesta huolimatta varhaiskypsé poika péési opintielle mm.
hallitsevan herttuan tuella. Gauss epard6i klassisen filologin ja matemaatikon elaménurien
valilla 18-vuotiaana, jo sitd ennen keksittyaan pienimman neliosumman menetelman, 10
vuotta ennen Legendrea, seka alkulukuhypoteesin muodossa

" dx
7r(n)~/2 logz

Uranvalinta selvisi, kun Gauss keksi (29. maaliskuuta 1796), ettd sdannollinen 17-kulmio on
konstruoitavissa harpin ja viivoittimen avulla — jo antiikin ajoista jatkunut tasogeometrian
tutkimus oli sithen mennessa selvittanyt saannollisen p-kulmion piirtamisen parittomilla
p:n arvoilla vain tapauksissa p = 3 ja p = 5. Konstruktio perustuu siihen, ettd yhtalon
27 = 1 ratkaisulle olennaisen yhtilon z'6 4 2% 4 ... 4 2z + 1 = 0 ratkaisu on mahdol-
lista suorittaa perdkkéisten toisen ja ensimmaéisen asteen yhtaldiden avulla. (Gauss toivoi
17-kulmion koristavan hanen hautakiveadn kuten Arkhimedes toivoi pallosta, lieriosta ja
kartiosta. Gaussin muistopatsaassa Braunschweigissa on kuitenkin 17-sakarainen tahti,
koska taiteilija arveli 17-kulmion sekoittuvan ympyréan.)

Newtonin tapaan Gaussinkin periaate oli julkaista tutkimustuloksiaan saastelidasti: hanen
sinetissaankin on tunnuslause Pauca sed matura, 'vihan mutta kypsaa’. Gaussin jalkeensa
jattamien muistiinpanojen tutkimus on osoittanut, ettd han on itsenaisesti tehnyt monia
merkittavia muiden matemaatikkojen nimiin kirjattuja keksintoja.

17-kulmion konstruoitavuutta koskeneen tiedonannon jalkeen Gaussin seuraava julkaisu oli
1799 ilmestynyt vaitoskirja, joka sisalsi hyvaksyttavan todistuksen algebran peruslauseelle
(termi on perdisin Gaussilta). (Tasmaéllinen todistus vaatisi tietysti tdsméllisen reaalilu-
vun madritelmén, jota Gaussin aikaan ei vield ollut.) Todistusta olivat aikaisemmin yritté-
neet d’Alembertin ohella Euler ja Lagrange. Myohemmin Gauss palasi aiheeseen ja esitti
lauseelle kaikkiaan kolme erilaista uutta todistusta. Gaussin menestys algebran perus-
lauseen todistuksessa kytkeytyy hanen havaintoonsa mahdollisuudesta esittaa komplek-
silukuja graafisesti tason vektoreina. (Saman havainnon tekivdt samoihin aikoihin itse-
néisesti norjalainen maanmittari Caspar Wessel (1745-1818) ja sveitsildinen kirjanpitéja
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Jean Robert Argand (1768-1822); kompleksilukujen graafista esitystd kutsutaan toisinaan
Argandin diagrammiksi.) Gauss mééritteli kompleksiluvut my6s polynomikongruenssien
mod z2 + 1 avulla.

Gaussin todistus perustuu polynomiyhtélén P(z + iy) = 0 kanssa yhtépitdvaan yhtaloon
Q(z,y) +iR(z,y) = 0. Se toteutuu kayrien Q(x,y) = 0 ja R(x,y) = 0 leikkauspisteessi;
Gauss osoitti, ettd naméa kayrat aina sijaitsevat niin, ettd leikkauspisteen taytyy olla ole-
massa. Gaussin todistus on ensimmaisia esimerkkeja puhtaasta eksistenssitodistuksesta:
todistus ei antanut kaavaa tai algoritmia yhtdlon juuren maérittamiseksi. Gaussin myo-
hemmista algebran peruslauseen todistuksista viimeinen oli yleisin, silla se salli polynomin
kertoimienkin olla kompleksilukuja.

Gaussin tunnetuin matemaattinen teos on kaksi vuotta véitoskirjan jélkeen (1801) ilmes-
tynyt lukuteoriaa kasitteleva Disquisitiones arithmetice. Kirjassa otetaan kayttoon luku-
kongruenssin kasite ja merkintd a = b (mod p), todistetaan myds Legendren keksimé ja
Eulerin ennakoima kvadraattinen vastavuoroisuuslause: jos p # q, niin

(plg)(glp) = (—1)P~Dla=/4

(jolle Gauss esitti elaménsé aikana kaikkiaan kuusi eri todistusta) ja annetaan valttdméaton
ja riittévé ehto sdannollisen monikulmion konstruoitavuudelle euklidisin tySkaluin (sivulu-
vun on oltava luvun 2 potenssin ja Fermat’n alkulukujen 22™* + 1, tulo). (Muuan Oswald
Hermes (1826-1909) kaytti kymmenen vuotta toteuttaakseen sdénnoéllisen 65537-kulmion
konstruktion.)

Kvadraattisen vastavuoroisuuslauseen laajennus korkeampien potenssien jaannoksia kos-
kevaksi johti Gaussin tutkimaan jaollisuuskysymyksia, jotka koskevat kompleksisia koko-
naislukuja eli Gaussin kokonaislukuja a+1b, missa a ja b ovat kokonaislukuja. Gaussin ko-
konaislukujen jaollisuus poikkeaa tavallisten lukujen jaollisuudesta: esim. 5 = (2+14)(2—1)
ei ole alkuluku Gaussin kokonaislukujen joukossa. Gauss tunsi ilmeisesti myos alkuluku-
hypoteesin, vaikkei siitd koskaan mitaan julkaissutkaan.

Gaussin pitkaaikaisin virka-asema oli Gottingenin observatorion johtajan tehtava. Samaan
aikaan han toimi Gottingenin yliopiston matematiikan professorina. Gauss pysyi Gottin-
genissa loppuikéinsa, huolimatta monista tarjotuista paikoista eri akatemioissa.

Tahtitieteen pariin Gauss joutui miltei sattumalta: 1. tammikuuta 1801 tehtiin ensimmaéi-
set havainnot pikkuplaneetta Cereksestd. Koska havaintoja oli vihan ja ne olivat epéavar-
moja (Ceres oli siirtynyt yhteensd vain 3°), tuntui mahdottomalta méarittda uuden tai-
vaankappaleen rataa, mutta Gauss, poikkeuksellisen taitava laskija, suoriutui tehtavasta
menestyksella. Laskelmien sivutuotteena syntyi metodi ratalaskujen suorittamiseksi vain
harvojen havaintojen perusteella. Gaussin téahtitieteellinen paiateos Theoria motus cor-
porum ceelestium vuodelta 1809 sisaltdd monia matemaattisen tilastotieteen perusasioita;
nimitys Gaussin kdyrd muistuttaa Gaussin tuotannon téastad puolesta. Gaussin virhelain
johto perustui ajatukseen, etta havaintojen keskiarvo olisi todennékoisimmin havaittavan
suureen oikea arvo.

Gauss osallistui monella tavoin kdytantoa suoraan palvelevaan tychon. Hén mm. suunnit-
teli ja johti Hannoverin kuningaskunnan kolmiomittauksen raskaine kenttétoineen (Han-
nover on jokseenkin tasaista maastoa, mika ei ole eduksi kolmiomittaukselle) ja osallistui
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vanhoilla paivilladn aktiivisesti sdhkolennattimen keksimiseen. Kaytannon geodesia kyt-
keytyi Gaussilla my0s teoriaan. 1820-luvulla hén teki perustavia tutkimuksia pintojen dif-
ferentiaaligeometriasta. Gaussin ansiota on erityisesti huomion kiinnittdminen pinnan si-
saisiin, ulkopuolisesta kolmiulotteisesta avaruudesta riippumattomiin ominaisuuksiin; tal-
lainen ominaisuus on esim. pinnan kokonaiskaarevuus eli sen Gaussin kaarevuus.

Gauss tutki fysiikkaakin, erityisesti magnetismia. Magneettivuon tiheyden yksikké on
gauss. Gauss ja hénen fyysikkovirkatoverinsa Wilhelm Weber (1804-91) rakensivat 1833
maailman ensimmaisen toimivan sahkolennattimen Weberin laboratorion ja Gaussin ob-
servatorion valille. Matkaa oli 3 km. Gaussin magnetismitutkimuksiin liittyy kolmiulottei-
sessa integraalilaskennassa pinta- ja tilavuusintegraaleja toisiinsa kytkeva Gaussin lause.

Gaussin elinaikanaan julkaisematta jattamat muistiinpanot osoittavat, ettd han oli edennyt
huomattavan pitkalle kompleksimuuttujan funktioteorian suuntaan: han tunsi elliptisten
integraalien kaanteisfunktioiden, ns. elliptisten funktioiden tarkean perusominaisuuden,
kaksijaksoisuuden, ja Cauchyn integraalilauseen, jonka mukaan kompleksimuuttujan ana-
lyyttisen funktion integraali pitkin tason sulkeutuvaa kayrda hiavida. Sen sijaan Gauss
julkaisi itse hypergeometrista sarjaa

. B ab a(la+1)b(b+1) ala+1)(a+2)b(b+1)(b+ 2)
Fla;a,bc)=1+ e 2lc(e+1) v 3le(e+1)(ec+2) v

koskevan tutkimuksensa. Tutkimukseen liittynyt tdsmallinen todistus sille, etta sarja sup-
penee, on ensimméinen varsinainen sarjan konvergenssitodistus matematiikan historiassa.

Gaussin julkaisemattomista muistiinpanoista ja kirjeenvaihdosta kay ilmi, ettd han oli
perilla epdeuklidisen geometrian perusteista jo ennen Bdlyaita ja Lobatsevskia. Gauss
yritti selvittdd avaruuden geometrista rakennetta myos empiirisesti mittaamalla suurten
kolmioiden kulmasummaa. Virhearvioiden rajoissa nama mittaukset eivat osoittaneet,
etta kulmasumma olisi muuta kuin 180°.



96

11 1800-luku — analyysin tasmallistymisen vuosisata

1700-luku oli ollut matemaattisessa analyysissa villin keksimisen aikaa; menetelméat toi-
mivat ja se riitti, loogisten perusteiden pitavyytta ei juuri kyselty. 1800-luvulle tultaessa
kriittisemmat ja enemman tasmallisyytta korostavat tutkimusasenteet alkoivat saada ja-
lansijaa. Kompleksilukujen parempi ymmartaminen johti niiden laajempaan kayttoon
ja kompleksimuuttujan funktioteorian syntyyn. Tasmaéllistdmispyrkimykset kytkeytyivat
myoOs korkeamman matematiikan opetukseen, joka lisdantyi huomattavasti Ecole Poly-
techniquen ja Ecole Normalen kaltaisten oppilaitosten myota. Opetus pakotti opettajat
ja oppikirjojen laatijat miettimaan tarkemmin opetettavien asioiden perusteita. — Téassa
analyysin kehitysta késitelladn muutaman siihen keskeisesti vaikuttaneen matemaatikon
valitykselld. Heistd useiden ansiot ulottuvat muillekin matematiikan aloille.

11.1 Cauchy ja Bolzano

Tésmillisyyden pioneeri analyysissa on (Gaussin ohella) ranskalainen Augustin Cauchy
(1789-1857). Hén oli Ecole Polytechniquen kasvatti, alkoi uransa insinoériné, mutta siir-
tyi pian matematiikkaan ja mm. Ecole Polytechniquen opettajaksi. Cauchyn Ecole Po-
lytechniquelle kirjoittamaan oppikirjasarjaan kuuluva Cours d’analyse (1821) perustuu
jokseenkin nykyaikaiseen raja-arvon maaritelméaén, jossa 0 ja € eivat kuitenkaan vield eks-
plisiittisesti esiinny, ja sarjojen suppenemisen tarkkaan tutkimiseen. Raja-arvon Cauchy
maaritteli sanallisesti:

”Jos muuttujan perdkkaiset arvot lahestyvat rajatta kiinteata arvoa niin, etta ne
lopulta eroavat tasta miten vahan tahansa, niin mainittua kiinteaa arvoa kutsu-
taan muiden arvojen raja-arvoksi.”

Todistuksissaan Cauchy kylld muotoili verbaalisen mééritelménsé (e, J)-kielelle.

Jatkuvuuden Cauchy méaaritteli siten, ettd muuttuja f(x + ) — f(z) tulee mielivaltaisen
pieneksi, kun muuttuja o pienenee rajatta. Usean muuttujan funktion raja-arvon suhteen
Cauchy erehtyi. Han oletti etta funktio, joka on kunkin muuttujansa suhteen jatkuva, on
itsekin jatkuva. Jatkuvien funktioiden viliarvolauseen, Bolzanon lauseen, Cauchy todisti
konstruoimalla véhenevin ja kasvavan jonon (X,), (z,), z, < X,, siten ettd f(z,) ja

f(X,) ovat erimerkkiset ja X, —x, = —(X,—-1 —x,_1) (jaetaan [z,_1, X,,—1] m:44n yhta
m

pitkddn véliin; jonkin ndistd padtepisteissd f saa erimerkkiset arvot). Jonot suppenevat
kohti yhteistd raja-arvoa z, ja jatkuvuus takaa, ettd f(z) = 0.

Sarjojen suppenemisen systemaattinen tutkiminen ja ylipddnsd suppenemisen tarkeyden
oivaltaminen on paljolti Cauchyn ansiota. Suppenemisen juuri- ja suhdetestit esiintyvat
hanella, samoin sarjojen tulon antava Cauchyn kertosidanto. Cauchy yritti todistaa New-

ala—1
tonin binomisarjakehitelmén pétevyyden seuraavasti: Jos ¢(a) = 14+azx+ %12 +...,
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niin kertosééntd antaa ¢(a + b) = ¢(a)p(b). Mutta Cauchyn jatkuville funktioille todis-
taman tuloksen perusteella téllaisen funktionaaliyht&lon ratkaisuja ovat funktiot ¢(a) =
»(1)*. Koska ¢(1) =1+ z, on ¢(x) = (1 + z)*. Binomisarjan selvitti lopullisesti Abel v.
1826.

Funktion derivaatan Cauchy maéaritteli nykyiseen tapaan erotusosaméarin raja-arvona,
kun se aikaisemmin oli ollut pikemminkin infinitesimaalien dy ja dxr osamaard. Funktion
y = f(x) differentiaali dy on Cauchylle luku f’(z)dx, missé dx on dérellinen luku. Funktion
integraalin méaaritelméa Cauchy ei perustanut antiderivaattaan, kuten aikaisemmin oli

tehty. Han maéaritteli integraalin f: f(x)dx summien

Sn = (21 —a)f(a) + (w2 —x1) f(x1) + ... + (b= 20) f(2n)

raja-arvoksi, kun vélin (a, b) jakovélien (z;,x;41) pituudet ldhestyvit nollaa. Inte-
graalin Cauchy, joka ei tuntenut tasaisen jatkuvuuden kasitetta, vaitti olevan lasket-
tavissa aina, kun f on jatkuva. Nain maéaaritellyn integraalin ja antiderivaatan yhtey-
den osoittamiseen Cauchy kaytti todistamaansa differentiaalilaskennan vdliarvolausetta,
f(x)— f(y) = f'(§)(z —y), jonka erikoistapauksen oli tosin esittdnyt Michel Rolle (1652—
1719) yli sata vuotta aikaisemmin, ja véliarvolauseen yleistysta

fl@) = fw) _ £1©)

Useissa Cauchyn paattelyissa olennaisen Cauchyn yleisen suppenemisehdon, sen, etta lu-
kujonon (a,) suppenemiselle on valttdméatonta ja riittdvad erotuksen |a,4, — a,| pienuus
suurilla n:n ja kaikilla p:n arvoilla, oli kylla havainnut myo6s tsekkildinen hengenmies Bern-
hard Bolzano (1781-1848), jonka aikaansa edelld oleva tuotanto jéi pitkéén laajemmalti
tuntemattomaksi. Vuonna 1817 julkaisemassaan kirjasessa, siis ennen Caychya, Bolzano
esitti ensimmaéisend tasmallisessd muodossa nykyaikaisen jatkuvuuskésitteen: f on jat-
kuva, jos se muuttuu niin, ettd f(x + w) — f(z) voidaan tehdd pienemméaksi kuin miké
hyvansa annettu suure, kunhan vain w tehdaan niin pieneksi kuin halutaan. — Cauchyn
suppenemisehdon todistaminen onnistuu vain, jos reaaliluvun kéasite on tasmaéllisesti maa-
ritelty; yksi perhe reaalilukujen maaritelmia ottaa pohjaksi juuri Cauchyn ehdon.

Tasaisen suppenemisen kasite jai ilmeisesti viela Cauchylle jonkin verran epamaéaraiseksi,
vaikka hanen myohemmissa kirjoituksissaan siihen viittaavia seikkoja onkin. Tasaisen sup-
penemisen maaritelméan ensimmaisena esittajané pidetadn englantilaista fyysikkoa George
Stokesia (1819-1903).

Cauchy on (jilleen Gaussin ohella, joka ei kuitenkaan aikalaisille julkaissut tuloksiaan)
funktioteorian eli kompleksilukumuuttujan kompleksilukuarvoisten funktioiden tutkimuk-
sen perustaja. Jo Euler ja d’Alembert olivat joutuneet hydrodynamiikassa tekemisiin osit-
taisdifferentiaaliyhtaloparin

ou  Ov ou  Ov

9r 0y’ Oy Oax
kanssa, mutta Cauchy totesi ndiden yhtéaloiden, sittemmin Cauchyn—Riemannin yhtdloind
tunnettujen, merkityksen kompleksilukumuuttujan z = x +1iy funktion w(z) = u(z)+iv(z)
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derivoituvuudelle. Cauchy tutki derivoituvien kompleksifunktioiden eli analyyttisten funk-
tioiden tason kayria pitkin muodostettuja integraaleja; vuonna 1825 héan esitti funktioteo-
riassa keskeisen merkityksen omaavan Cauchyn integraalilauseen, jonka mukaan tallaisen
funktion yhdesti yhtenaistd aluetta G ympéaroivaa umpinaista kayraa C pitkin laskettu
integraali aina haviaa. Lause on — ainakin jatkuvan derivaatan omaavien funktioiden ta-
pauksessa — yksinkertainen seuraus taso- ja kiyriintegraaleja yhdistévisti Greenin' kaa-
vasta:

/c f(t)dt = /(u + i) (dz + idy) = /(udm —vdy) + i/c(vdx + udy)

// <—+—x)dscdy+z// (%——y)dxdy_o

Cauchyn integraalilauseen saannollisyysoletukseksi riittda pelkka f:n kompleksisen de-
rivaatan olemassaolo. Tamén osoitti ranskalainen Edouard Goursat (1858-1936) vasta
vuonna 1900.

Vuonna 1831 Cauchy osoitti, ettd analyyttinen funktio voidaan kehittda potenssisarjaksi,
jonka suppenemisside on kehityskeskuksen ja funktion lahimmaén erikoispisteen etaisyys.
Tama puolestaan perustuu Cauchyn integraalikaavaan, jonka mukaan analyyttiselle funk-

tiolle patee
1
_ 1 / RIC)
2mt Jow — 2z

missa C on mielivaltainen pisteen z sisdpuolelleen jattava ja z:n kertaalleen positiiviseen
kiertosuuntaan kiertdva umpinainen kayrd. Potenssisarjakehitelmé pisteen zp ympaéris-
tOssé saadaan, kun integroitavan nimittdjd kirjoitetaan muotoon (w — zg — (2 — 20)) ja
kaytetadn geometrisen sarjan summakaavaa. Lagrangen visio kaikkien funktioiden esitté-
misesta potenssisarjoina tuli nain osittain toteen.

Cauchy on Eulerin jalkeen kaikkien aikojen tuotteliaimpia matemaatikkoja. Héanen tut-
kimuksensa koskevat useimpia matematiikan aloja. Esim. determinanttien kertosaanto ja
determinanttien teoria nykymuodossaan laajemminkin on suurelta osin hénen tyotdan.
Tavallisten seké osittaisdifferentiaaliyhtédloiden teoriassa hianen panoksensa on merkittava.
Cauchyn toiden runsaus ja laajuus sai Ranskan tiedeakatemian méaradmaan julkaisusar-
jansa artikkelien enimmaispituuden neljaksi sivuksi. Vuoden 1830 vallankumouksen yhtey-
dessa katolinen ja poliittisilta mielipiteiltdan vanhoillinen Cauchy joutui jattamaan Rans-
kan; han oleskeli maanpaossa mm. Prahassa. Ei ole kuitenkaan mitaan todisteita Cauchyn
ja Bolzanon mahdollisista yhteyksista.

11.2 Abel, Jacobi, Dirichlet

Norjassa Finngyn saarella ldhella Stavangeria syntynyt Niels Henrik Abel (1802—29) on
yksi niistd (onneksi verraten harvoista) ensi luokan matemaatikoista, joiden eldmé on jaa-
nyt traagisen lyhyeksi. Abel oli kbyha ja saapui Euroopan periferiasta. Tamé lienee

L George Green (1793-1841), itseoppinut englantilainen fyysikko, julkaisi kaavan vuonna
1828.
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osasyy siihen, ettd hantd kohdeltiin tieteellisissa keskuksissa useammin kuin kerran ty-
lysti. Gauss ei vastannut hanen kirjeisiinsé, eikd Ranskan akatemia suostunut ottamaan
hénen késikirjoitustaan vastaan, ”koska késialasta ei saanut selvad”. Abel elatti itsedan
mm. yksityistunteja antamalla. Uutinen Abelin nimityksesta professoriksi Berliiniin saapui
Norjaan vasta Abelin kuoleman jilkeen. Kuolinsyy oli keuhkotauti.

Abel oli ensimmaisia, jotka oivalsivat suppenemisen térkeyden paattymattomilld sarjoilla
operoitaessa ("matematiikassa ei ole yhtdkadén sarjaa, jonka suppeneminen olisi pitavésti
osoitettu!”). Hénet muistetaan kuitenkin parhaiten jo Cardanon ajoista jatkuneiden kor-
keampaa kuin neljatta astetta olevien algebrallisten yhtaloiden algebrallisten ratkaisujen
etsimisen lopettajana; viidennen asteen yhtalon yleisen algebrallisen ratkeamattomuuden
Abel todisti jo 19-vuotiaana. (Hiukan puutteellisemman viidennen asteen yhtélon ratkea-
mattomuustodistuksen oli jo ennen Abelia esittéanyt italialainen Paolo Ruffini, 1765-1822,
etevd amatoorimatemaatikko, 1a4akéri ammatiltaan.)

Abel tutki elliptisid integraaleja ja oivalsi Legendreltd huomaamatta jadneen elliptisen
integraalin kaanteisfunktion kaksijaksoisuuden. Saman havainnon tekivét Abelista riippu-
matta Gauss ja saksalainen Carl Jacobi (1804-51), joka myds kehitteli ndiden kéénteis-
funktioiden, elliptisten funktioiden, teoriaa pitemmalle. Abelin lahtokohtana oli havainto,
etta paalta katsoen elliptista integraalia muistuttavan integraalin

/ Toodt )
u = ——— = arcsinx

o V1—1t2

ominaisuuksien selvittely kdy luontevammin k&anteisfunktion x = sinu kautta. Jacobilta
ovat peraisin elliptisten funktioiden ja trigonometristen funktioiden sukulaisuuteen viittaa-
vat elliptisten funktioiden merkinnét sn, cn ja dn. Funktiot osoittautuivat trigonometristen
funktioiden tapaan jaksollisiksi, mutta jaksoja on kaksi. Jaksojen suhde ei ole reaaliluku.
Kompleksimuuttujia koskeviin ongelmiinsa Abel haki apua Cauchylta.

Abel kiinnitti myos huomiota integraaleihin

1
/ LI
VP(z)
joissa P on korkeampaa kuin neljatta astetta oleva polynomi, ja ndiden kdanteisfunktioihin

eli Abelin funktioihin. Jacobi puolestaan osoitti, ettd vastaavanlaisia kaanteisfunktioita voi
tutkia myo6s, kun muuttujia on useampia.

Abel on luultavasti historian merkittavin pohjoismainen matemaatikko.

Jacobin ansioita on my6s (alkuaan Cauchyn kdytt66n ottaman) n:n muuttujan n:n funktion
systeemin funktionaalideterminantin eli Jacobin determinantin merkityksen oivaltaminen
ja funktionaalideterminanttien systemaattinen teoria — Jacobi halusi pitda tavallisiakin de-
terminantteja n:n muuttujan n:n lineaarifunktion systeemin funktionaalideterminantteina.

Saksalainen, vaikkakin ranskalaista sukua oleva Peter Lejeune Dirichlet (1805-59) toimi
pitkdan professorina Berliinissd, mutta tuli viimein Gaussin seuraajaksi Gottingenin yli-
opistoon; hédnen postuumeina julkaistut lukuteorian luentonsa popularisoivat ja taydensi-
vat Gaussin vaikeasti luettavaa Disquisitiones Arithmeticee -teosta. Dirichlet’n tunnetuin
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lukuteoreettinen tulos kertoo, etta jos a:lla ja b:ll1a ei ole yhteisia tekijoita, niin aritmeetti-
sessa jonossa a, = an + b on aarettoman monta alkulukua. Dirichlet’n keksintoa on myos
sindnsé yksinkertaisen laatikkoperiaatteen tai kyyhkyslakkaperiaatteen (jos n + 1 esinetta
sijoitetaan n:dén laatikkoon, niin ainakin yhdessé laatikossa on enemmén kuin yksi esine)
monipuolinen kayttokelpoisuus lukuteoriassa.

Analyytikkona Dirichlet kehitti mm. Fourier'n trigonometrisia sarjoja. Dirichlet oli en-
simmainen vakavasti Fourierin sarjan suppenemista tutkinut matemaatikko. Dirichlet’ta
pidetadn yleensa modernin funktion maaritelméan ensimmaisena esittajana. Fourierin sar-
joja kasittelevassa artikkelissa vuodelta 1837 on jakso

Jos muuttuja y liittyy muuttujaan x siten, ettd aina kun z:lle annetaan jokin
lukuarvo, on olemassa saanto, jonka perusteella y saa yksikasitteisen lukuarvon,
niin y:n sanotaan olevan x:n funktio.

Itse asiassa yhteys, jossa tdma jakso esiintyy, liittyy jatkuvan funktion maaritelméaan, ja
olennaista on siiné se, ettd funktion ei tarvitse totella samaa lauseketta koko méaritte-
lyjoukossaan. Melko samoin sanoin oli jatkuvaa funktiota maaritellyt jo muutama vuosi
aikaisemmin vendldinen Nikolai Lobatsevski (1793-1856), epédeuklidisen geometrian kek-
sija. Jo aikaisemmin (1829) Dirichlet oli kuitenkin antanut esimerkin funktiosta, jolla ei
ole analyyttista lauseketta: kun x on rationaalinen, niin y = ¢, ja kun x on irrationaalinen,
niin y = d # c.

Dirichlet osoitti, ettd kohtuullisen saédnnoéllisen funktion f Fourierin sarjan rajafunktio on
yleensa f, ja etta pisteissa, joissa funktio on epédjatkuva, mutta omaa toispuoliset raja-
arvot, sarjan summa on raja-arvojen keskiarvo. — Kasite sarjan ehdollinen suppeneminen
on peraisin Dirichlet’lta.

Dirichlet’n probleema on potentiaaliteorian keskeinen ongelma: alueen G reunalla G maa-
ritellyn funktion jatkaminen G:n sisdosaan siten, etta jatko toteuttaa Laplacen differentiaa-
liyvhtalon. Probleeman yhteydessa Dirichlet esitti Dirichlet’n periaatteen nimelld tunnetun
osittain puutteellisen variaatioperiaatteen, joka tuli naytteleméaan térkeda osaa funktioteo-
rian kehityksessa 1800-luvun jalkipuoliskolla. Periaate sanoo, etta Dirichlet’'n probleeman
ratkaiseva funktio fy minimoi integraalin
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kaikkien G:n reunalla annettuun funktioon yhtyvien funktioiden f joukossa. Dirichlet ja
periaatetta kiyttdneet muutkin matemaatikot eivat selvittdneet, onko minimointitehta-
valla varmasti ratkaisu. Asian selvitti lopullisesti vasta Hilbert vuonna 1899.

11.3 Riemann

Dirichlet’n seuraaja Gottingenissa — joka 1800-luvulla ja 1900-luvun alussa oli maailman
ilmeisesti merkittdvin matemaattinen tutkimuskeskus — oli Bernhard Riemann (1826-66),
erittdin omaperainen ja modernin matematiikan kehitykseen syvasti vaikuttanut tutkija.
Abelin tavoin Riemann kuoli keuhkotautiin melko varhaisessa iassa.

Riemannin véitoskirja (1851) késitteli kompleksimuuttujan funktioita. Se sisélsi mm. Rie-
mannin kuvauslauseen, jonka mukaan jokainen yhdesti yhtenainen tasoalue, joka ei ole koko
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taso, voidaan yksikasitteisesti ja konformisesti, siis mikroskooppisella tasolla yhdenmuo-
toisuuskuvauksena, kuvata mille hyvansa muulle samanlaiselle alueelle jonkin analyyttisen
funktion avulla, ja vallankumouksellisen idean analyyttisten funktioiden, kuten /z:n, mo-
nikésitteisyyden poistamisesta siten, etta funktion méarittelyjoukkona pidetaan tasoalueen
sijasta sen paalla mahdollisesti useana kerroksena lepaavaa pintaa. Tasta oivalluksesta al-
kunsa saanut Riemannin pintojen teoria on sittemmin johtanut analyysin ja topologian
monipuoliseen vuorovaikutukseen ja vaikuttanut ratkaisevasti siihen, etta topologiasta on
kehittynyt oma elinvoimainen matematiikan haaransa.

Riemannin merkittavid saavutuksia analyysin alalla on Cauchyn integraalia paljon kayt-
tokelpoisempi Riemannin integraali, jonka Riemann kehitti Fourier-sarjojen tutkimuk-
sen yhteydessa mahdollistamaan epajatkuvien funktioiden integroinnin. Riemannin pe-
rusidea oli korvata Cauchyn kdyttdméa arvo f(z;) integraalia méarittelevissi summissa
> f(xi)(xig1 — x;) mielivaltaisella arvolla f(Z;), missd z; < T; < x,11. Integroituvuu-
den ehdoksi muodostuu se, ettd summa »_ O;(x;41 — x;), missd O; on f:n kokonaisos-
killaatio valilla [z;, z;4+1], l&hestyy nollaa jaon tihentyessé. Tasaisesti jatkuva funktio on
Riemannin mielessa integroituva. Tasainen jatkuvuus ei viela ollut kasitteena selkiinty-
nyt Riemannin aikaan. Toisaalta Riemann saattoi antaa esimerkin funktiosta, jolla on
aarettoman tihedssa epajatkuvuuskohtia, mutta joka kuitenkin on integroituva. Rieman-
nin integraalin nykyinen esitystapa, jossa tarkastellaan integroimisjoukon jakoon liittyvia
funktion ala- ja ylisummia ) m;(zi1 — xi), Y Mi(zip1 — 25), my = infy,<p<a,, f(2),
M; = sup,, <,<,,., f(z), on periisin ranskalaiselta Gaston Darbouz’lta (1842-1917). -
Riemann esitti luennoillaan myos esimerkin jatkuvasta funktiosta, jolla ei ole derivaattaa
missdédn. (Téllaisen 1800-luvun funktiokésitteen perusteita jarkyttdneen funktion oli en-
simmaisena konstruoinut Bolzano, mutta muiden Bolzanon toiden tapaan sen kohtalona
oli ollut jaddda huomaamatta tieteen keskuksissa.)

Matematiikan kuuluisin avoin kysymys on (kun Fermat’'n suuren lauseen ongelma nyt on
selvitetty) Riemannin hypoteesi. Riemann arveli, ettd kompleksiluvun s = o + i7 funktion

o] —1
qg:1+2ﬂ+3ﬂ+.nzll(1—i> :

e P
missé p, on n:s alkuluku, meromorfisen jatkon koko tasoon, ns. Riemannin (-funktion,
kaikki ei-reaaliset nollakohdat ovat suoralla o = % Riemannin hypoteesi on yha todista-
matta; silla olisi monia mielenkiintoisia seurauksia lukuteorian alalla. Hadamard ja de la
Vallée Poussin kiyttivat alkulukulauseen todistuksessa ominaisuutta ¢(1 + i) # 0.

Riemann oli nerokas matemaatikko, mutta hanta ei voi varsinaisesti pitaa tasmallisyyden
apostolina: hanen tutkimusotteensa perustui yleensd geometris-fysikaaliseen intuitioon.
Esim. (sindnséd oikean) Riemannin kuvauslauseen todistus perustui puutteelliseen Dirich-
let'n periaatteeseen. — Riemannin puhtaasti geometrisista ansioista myohemmin.

11.4 Weierstrass

1800-luvun jalkipuoliskon matemaattisen analyysin keskeisen hahmon Karl Weierstrassin
(1815-97) tie matematiikan huipulle oli mutkallinen. Ep#onnistuneiden juridiikan opin-
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tojen jalkeen Weierstrass hankki oppikoulunopettajan patevyyden ja toimi pikkukaupun-
geissa matematiikan opettajana, kunnes matemaattinen maailma hanet ”10ysi” 1854. Ela-
mantyonsa paaosan Weierstrass teki sitten Berliinin yliopistossa.

Weierstrassin asenne matematiikkaan oli jossain maarin Riemannin asenteen vastakohta.
Weierstrass pyrki vapauttamaan analyysin kaikesta intuitiivisesta, saattamaan sen vas-
taansanomattoman vankalle aritmeettiselle pohjalle. Juuri Weierstrass mm. huomautti
Riemannille Dirichlet’n periaatteen virheellisyydesta. Weierstrassin ohjelmaa, analyysin
aritmetisointia, toteutti hanen lisakseen runsas joukko oppilaita, jotka usein julkaisivat
omissa nimissaan oikeastaan mestarin kasialaa olevia tuloksia.

Weierstrass vei loppuun Cauchyn aloittaman differentiaali- ja integraalilaskennan perus-
teiden lujittamisen ottamalla taysin huomioon tasaisen suppenemisen merkityksen mm.
eri rajaprosessien jarjestyksen vaihdossa. Nykyanalyysin ”epsilonistiikka” on varsinaisesti
Weierstrassin koulukunnan vakiinnuttamaa. Weierstrass ei pitdnyt raja-arvon aikaisempiin
madrittelyihin liittyvisté lilkkeen mielikuvista (”1dhestyy”). Luennoidessaan 1861 Berliinin
Teknillisessa korkeakoulussa Weierstrass esitti jatkuvuuden maaritelman seuraavasti:

jos on mahdollista maarittaa h:lle sellainen raja ¢, etta kaikille h:n arvoille, joiden
itseisarvo on pienempi kuin 6, f(x 4+ h) — f(z) on pienempi kuin mielivaltainen
suure €, joka voi olla miten pieni tahansa, niin argumentin aarettoman pienia
muutoksia vastaavat funktion arvojen darettomén pienet muutokset.

Weierstrass todisti, osin Bolzanon esittamiin ideoihin perustuen, luennoissaan sitovasti sen,
etta suljetulla valilla jatkuvan funktion arvojen joukossa on suurin ja pienin. Tulokseen
johtava yleinen periaate, se, etta rajoitetulla lukujonolla on suppeneva osajono, tunnetaan
Bolzanon—Weierstrassin lauseena. Weierstrassin oppilas Fduard Heine (1821-81) julkaisi
vuonna 1872 todistuksen sille, ettéd suljetulla valilla jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva.

My6s kompleksifunktioiden teoriaan Weierstrass jatti pysyvan jaljen. Analyyttisten funk-
tioiden teorian lahtokohdaksi Weierstrass maaritteli potenssisarjat; funktioteorian keskei-
seksi tyokaluksi muodostui analyyttinen jatkaminen: potenssisarjakehitelmén patevyysa-
luetta laajennetaan ottamalla kayttoon uusi kehityskeskus ja alkuperaisen suppenemisym-
pyran ulkopuolelle ulottuva uusi suppenemisympyra. Analyyttisen jatkamisen kautta jo-
kainen potenssisarja tulee maarittelemaan mahdollisimman laajassa alueessa yleensa mo-
nikésitteisen analyyttisen konfiguraation. Weierstrass ldhestyi mielestdan puhtaasti ana-
lyysin keinoin samaa ongelmaa, jonka Riemann ratkaisi geometrispohjaisesti, pintojen ja
monistojen kautta. — Funktioteorian perusteisiin Weierstrass johtui elliptisten ja Abelin
funktioiden tutkimuksista, joita hian harjoitti opettajantyonsa ohessa ja joista ensimmaiset
julkaistiin koulujen vuosikertomuksissa.

11.5 Irrationaalilukujen luokat ja reaalilukujen tasmallinen maarittely

Reaalilukujen jakautuminen rationaalisiin ja irrationaalisiin oli periaatteessa tunnettua
jo pythagoralaisten ajoista. FEuler arveli jo 1740-luvulla, etta tietyt luvut saattaisivat
olla transkendettisia, ts. eivat olisi algebrallisia eli kokonaiskertoimisten polynomien nol-
lakohtia. Konkreettisen esimerkin transkendenttiluvusta esitti vuonna 1844 ranskalainen
Joseph Liouville (1809-82). Liouvillen mukaan transkendettisia ovat kaikki luvut, jotka
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missa k;:t ovat 1:n ja 9:n valilla olevia kokonaislukuja. Todistus perustuu siihen, etta al-
gebrallista lukua ei voi aivan tarkkaan approksimoida rationaaliluvuilla, joiden nimittajat
ovat ylhaalta rajoitettuja. Sittemmin on keksitty vihemmséan eksoottisia transkendentti-
lukuesimerkkeja kuten 0,1001000100001.... Vuonna 1873 ranskalainen Charles Hermite
(1822-1901) onnistui osoittamaan, ettd Neperin luku e on transkendenttinen; 7:n suh-
teen saman asian todisti kymmenen vuotta myohemmin saksalainen Ferdinand Lindemann
(1852-1939). Lindemannin todistus osoitti lopullisesti, ettd antiikista asti matemaatikkoja
tyollistanyt ympyréan nelidintiongelma ei ratkea euklidisin ty6vélinein. Monien mielenkiin-
toisten lukujen algebrallisuus tai transkendenttisuus on edelleen avoin: yksi tallainen luku
on Eulerin vakio ~.

+...,

Monien matemaattisen analyysin loogisten vaikeuksien keskeinen syy oli itse luvun kasit-
teen epamaaraisyys. Irrationaaliluku voitiin kasittaa rationaalilukujen jonon raja-arvoksi,
mutta toisaalta raja-arvon maaritelma jo edellytti, etta raja-arvokandidaatti oli olemassa
ja siis maaritelty. Cauchy ja Bolzano olivat pyrkineet maaritteleméan jonon suppenemisen
pelkdstaén sen termien avulla (Cauchyn kriteeri), ja Bolzano oli liséksi pyrkinyt méaéarit-
telemaan reaaliluvut rationaalilukujonojen avulla, mutta vasta vuosina 1869-72 tallainen
maarittely onnistui tyydyttavalla tavalla. Maéaritelman esittivat toisistaan riippumatta
ranskalainen Charles Méray (1835-1911), joka oli jo aikaisemmin kiinnittdnyt huomiota
mainittuun ristiriitaisuuteen, seka Weierstrass oppilaansa Eduard Heinen ja taméan yhteis-
tyokumppanin Georg Cantorin (1845-1918) kanssa. Lukujonomééritelmésséa lahtokohtana
ovat rationaalilukujen perusjonot eli Cauchyn jonot; téllainen jono (tai jonojen ekvivalens-
siluokka) méarittelee reaaliluvun. Reaalilukujen jirjestysominaisuudet ja laskutoimitukset
palautetaan jonojen termien vastaaviin ominaisuuksiin. Olennaista on, ettd nain maaritel-
lyista reaaliluvuista muodostetut Cauchyn jonot aina suppenevat kohti jotain reaalilukua.
Reaalilukujen joukko on taydellinen, laajennuksia ei tarvita.

Lukujonoihin perustuvan reaaliluvun maéarittelyn rinnalle syntyi samana vuonna, 1872,
suoremmin reaaliluvun geometriseen mielikuvaan ja Eudoksoksen klassiseen suhdeoppiin
kytkeytyva Richard Dedekindin (1831-1916) mé&éritelma. Sen mukaan reaaliluvun maa-
rittelee jokainen Dedekindin leikkaus, rationaalilukujen joukon jako kahdeksi yhteisalkiot-
tomaksi osajoukoksi A ja B, missa jokainen joukon A luku on jokaista joukon B lukua
pienempi. Leikkaukset, joissa A:ssa on suurin tai B:ssé pienin luku, vastaavat ratio-
naalilukuja. Reaalilukujen joukon leikkaukset osoittautuvat itsekin reaaliluvuiksi, joten
menettelylla ei voi tuottaa enaa reaalilukujen joukkoa laajempia lukujoukkoja.

Irrationaalilukujen tdsmallisen maarittelyn epéajaksollisina desimaalilukuina esitti saksa-
lainen Otto Stolz (1842-1905) vuonna 1886. Puhtaasti aksiomaattinen reaalilukujen maa-
ritelma on peraisin Hilbertilta vuodelta 1899.
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12 Geometria 1600-1800-luvuilla

Geometria ei 1700-luvulla edistynyt samalla tavalla kuin analyysi. Geometria ei ollut muo-
dikasta ajan johtavien matemaatikkojen parissa. Sen sijaan 1800-luku merkitsi geometrias-
sakin perusteiden selventymista ja kokonaan uusien metodien esiin tuloa. Eri kehityskul-
kujen samanaikaisuus ja paallekkaisyys tekee vaikeaksi johdonmukaisen kuvan antamisen
muista kuin epaeuklidisen geometrian syntyyn johtaneista tapahtumista.

12.1 Projektiivisen geometrian alkuvaiheet

Renessanssin taideteoreetikot olivat miettineet perspektiivikysymyksia ja mm. sitd, miten
sama kuvio muuntuu, kun sitd katsotaan eri suunnista. Projektiivisen geometrian, olennai-
sesti kuvioiden projektioissa sailyvia ominaisuuksia tutkivan geometrian haaran, varsinai-
sena aloittajana pidetddn ranskalaista arkkitehtid Gerard Desarguesia (1593-1662). Hénen
aikanaan kovin vahalle huomiolle jadneessa tai suorastaan torjutuksi tulleessa teoksessaan
(jota painettiinkin vain 50 kappaletta) Brouillon projet d’une atteinte auzx événements
des rencontres d’un cone aved un plan (Luonnos yritykseksi késitelld tapahtumia kartion
ja tason kohdatessa, 1639) esiintyi omaperiiseen kasviopilliseen terminologiaan puettuna
myohemmin projektiivisessa geometriassa tyypillisia kasitteita kuten aarettoman kaukaiset
pisteet, joissa yhdensuuntaiset suorat leikkaavat. Desarguesin nimi on parhaiten sailynyt
Desarguesin lauseessa, jonka mukaan ”perspektiivisessa asemassa” sijaitsevien kolmioiden
(joiden vastinkérkien kautta kulkevat suorat leikkaavat samassa pisteessi) vastinsivujen
jatkeiden leikkauspisteet ovat samalla suoralla. Desargues johti suuren maaran kartioleik-
kauksien yleisia ominaisuuksia kayttamalla hyvaksi ns. harmonisten pisteistojen invarians-
sia projektioissa. Ympyrassa yksinkertaisesti todistuvat lauseet saattoi talla tekniikalla
siirtaa yleisiin kartioleikkauksiin.

Desarguesilla oli yksi oppilas, Blaise Pascal. Pascal todisti jo 16-vuotiaana, etta kartioleik-
kauksen sisaan piirretyn kuusikulmion vastakkaisten sivujen jatkeiden leikkauspisteet ovat
samalla suoralla. Pascalin ajattelu oli nimenomaan projektiivista. Lause on suhteellisen
helppo todistaa, jos kartioleikkaus on ympyra. Pascal paatteli, ettd teoreeman sisaltamat
leikkausominaisuudet siilyvéat projisoitaessa, joten lause on tosi yleisille kartioleikkauksille.
Pascal johti lauseestaan kaikkiaan 200 erilaista seurausta.

Analyyttisen geometrian ja analyysin valtakaudella projektiivisen geometrian synteettiset
menetelmat jaivat lahes unohduksiin. Ne nosti uuteen merkitykseen Gaspard Monge ja
hanen perustamansa ranskalaisen geometrian koulukunnan huomattavin edustaja Jean-
Victor Poncelet (1788-1867). Projektiivinen geometria itsenéisend tieteenalana on saanut
alkunsa Poncelet’'n tutkimuksista.

Ecole Polytechniquessa koulutettu Poncelet osallistui pioneeriupseerina Napoleonin
Vendjan-retkeen ja jai vangiksi; geometriset padajatuksensa han kehitti sotavankeudessa
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Saratovissa. Poncelet osoitti, etta tasogeometrian vaittamissa on yleensa mahdollista vaih-
taa sanat piste ja suora keskenaan lauseen totuusarvon muuttumatta. Poncelet naki pe-
riaatteen johtuvan kartioleikkausten napasuorien ja napapisteiden vastavuoroisuudesta.
Tata duaalisuusperiaatetta sovelsi jarjestelmallisesti Poncelet’n kilpailija Joseph Diaz Ger-
gonne (1771-1859). Toinen Poncelet’'n geometrinen prinsiippi oli jatkuvuus: ”yleisten”
kuvioiden ominaisuudet sailyvat, kun ne muunnetaan jatkuvasti yhta ”yleisiksi” kuvioiksi.
Cauchy mm. piti tata ”darettoméan pieniin muutoksiin” pohjautuvaa ajattelua epatasmal-
lisena.

Poncelet taydensi geometristen objektien valikoimaa ideaalisilla ja imaginaarisilla olioilla
(suora leikkaa aina ympyrén, joko reaalisissa tai imaginaarisissa pisteissd), ja edisti siten
matematiikan abstrahoitumista. — Poncelet’n aikaansaannosta on alkujaan myos alkeisgeo-
metrian kaunis tulos yhdeksdin pisteen ympyrasta: kolmion korkeusjanojen kantapisteet,
sivujen keskipisteet ja korkeusjanojen leikkauspisteen ja kolmion karkien valisten janojen
keskipisteet ovat kaikki samalla ympyralla.

12.2 Synteettinen ja analyyttinen geometria

Poncelet’'n metodit olivat yleensa synteettisia, analyysin keinoja kayttamattomia. Puh-
taaksiviljellyimmissd muodoissaan synteettiset metodit esiintyivat sveitsilaissyntyisella
mutta padosin Berliinissd toimineella Jakob Steinerilla (1796-1863), joka mm. keksi in-
version eli ympyrapeilauksen merkityksen. Steiner ratkaisi useallakin eri tavalla isoperi-
metrisen ongelman, kysymyksen tietynpituisesta kayrasta, joka rajoittaa mahdollisimman
suuren tasoalueen. Puhtaana geometrikkona han ei ymmartanyt vastavaitteita, joiden mu-
kaan hanen todistuksensa olisi pateva vain, jos maksimin olemassaolo on taattu. Weier-
strass ratkaisi isoperimetrisen ongelman tyydyttavasti variaatiolaskennan menetelmin.

Poncelet ja Steiner kehittivat menetelmid euklidisten tehtadvien ratkaisemiseksi harppia
ja viivoitinta vihemmin vélinein. Italialainen Lorenzo Mascheroni (1750-1800) oli 1797
osoittanut, etté euklidiset konstruktiot voidaan tehdé pelkélla harpilla (jos suora katsotaan
piirretyksi, kun kaksi sen pistettd on saatu konstruoiduksi). Poncelet ja Steiner osoittivat,
etta konstruktiot voidaan tehdd myos pelkalla viivoittimella, jos kaytossa on lisaksi yksi
kiinted ympyra ja sen keskipiste. Vasta vuonna 1927 tuli tietoon, ettd Mascheronin tu-
loksen oli jo 1672 anonyymisti julkaissut tanskalainen Georg Mohr (1640-97) unohduksiin
joutuneessa kirjasessa Fuclides danicus.

Puhtaasti Eukleideen jarjestelméaan pohjautuva geometria sai jonkin verran taydennyksia
sekin. Italialainen Giovanni Ceva (1647-1734) julkaisi kolmion ”merkillisid pisteitd” kos-
kevia tietoja yhtendistavan Cevan lauseen 1678. Sen mukaan kolmion ABC kérjet vastassa
olevien sivujen pisteisiin yhdistavat janat AX, BY ja C'Z kulkevat saman pisteen kautta
jos ja vain jos AZ - BX - CY = AY - BZ - CX. Englantilaisen Robert Simsonin (1687—
1768) nimi liittyy mielenkiintoiseen kolmion Simsonin suoraan (kolmion ympéri piirretyn
ympyran pisteen projektiot kolmion sivuilla ovat samalla suoralla), vaikka ensimméinen
kirjallinen tieto kyseisen suoran loytymisestda on vasta vuodelta 1797. Euler julkaisi ” Eu-
lerin suoraa” koskevan tuloksen 1765.

Analyyttiselta kannalta geometriaa tutki mm. Julius Plicker (1801-68). Hén keksi —
samanaikaisesti erdiden muiden geometrikkojen kanssa — hyodylliset homogeeniset koor-
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dinaatit. Kun tason pistetta (;, %) merkittiin kolmikkona (z, y, t), poistui dérettoméan

kaukaisen pisteen erikoisasema ja pisteen ja suoran duaalisuus kévi ilmeiseksi. Yhtalo
pu-+qu+rw=0

esittdd sekd kaikkia pisteen (u, v, w) kautta kulkevia suoria etté kaikkia kolmikon (p, ¢, r)
madrittdméan suoran pisteitd. Pliicker yleisti duaalisuuden myds avaruuteen (jossa tasot
ja pisteet ovat toistensa ja suorat itsensd duaaleja); saman ohjelman toteutti ranskalainen
Michel Chasles (1793-1880). Chasles kiytti ensimmaéisend vektoreihin liittyvid suunta-
janoja. Yleiseen n-ulotteiseen avaruuteen analyyttisen geometrian yleisti ensimmaéisena
monipuolinen englantilainen juristi ja matemaatikko Arthur Cayley (1821-95). Cayleyn
tyokaluina olivat determinantit; kun suoran yhtalo tason homogeenisissa koordinaateissa
lausuttuna on

z y t
1 Y1 t1| =0,
T2 Y2 12

niin vastaava objekti n-ulotteisessa avaruudessa — n:n pisteen kautta kulkeva hypertaso —
madrittyy analogisen (n + 1)-rivisen determinantin avulla.

12.3 Epaeuklidisen geometrian synty

Eukleideen viidennen postulaatin eli paralleeliaksiooman mahdollinen riippuvuus muista
aksioomista askarrutti lukuisia matemaatikkoja yli 2000 vuoden ajan. Aksioomaa yri-
tettiin korvata yksinkertaisemmalla tai sitten todistaa oikeaksi muiden aksioomien perus-
teella. Klaudios Ptolemaios, Proklus, Nasir Eddin al-Tusi ja Omar Khaijjam yrittivat to-
distaa postulaattia teoreemana. 1700-luvulla italialainen jesuiittamatemaatikko Girolamo
Saccheri (1667-1733) pyrki todistamaan postulaattia epdsuorasti. Hanen ldhtokohtanaan
oli nelikulmio, jossa on kaksi suoraa kulmaa ja kaksi yhta pitkaa sivua. Paralleelipostulaa-
tin kanssa yhtapitavaa on, etta nelikulmion muut kaksi kulmaa, jotka joka tapauksessa ovat
yhtd suuret, ovat suoria. Saccheri oletti kulmat tylpiksi tai terdviksi ja johti seurauksia.
Tylpan kulman tapaus johti ristiriitaan (ainakin jos suorat ovat dérettomén pitkid), mutta
terdvan kulman tapaus jai epaselviaksi, vaikka Saccheri ilmoittikin paatyneensa myos tassa
tapauksessa ristiriitaan. Itse asiassa Saccheri tuli johtaneeksi suuren méaran myohemmin
syntyneeseen epaeuklidiseen geometriaan kuuluvia teoreemoja.

Saccherin paattelyiden kanssa samansuuntaista tyota tekivat sveitsilaissyntyinen Johann
Lambert (1728-77) ja Legendre. Lambert 1dhti liikkeelle nelikulmiosta, jonka kolme kul-
maa ovat suoria. Oletusta, jonka mukaan neljas kulma olisi terava, ei Lambert onnistunut
kumoamaan, ja luopui paralleeliaksiomaa koskevan tutkimuksensa julkaisemisesta. Lam-
bertin ystava Johann Bernoulli III painatti tutkimuksen Die Theorie der Parallelinien
kirjoittajan kuoleman jalkeen 1786. Lambert kuitenkin tunnisti euklidisesta poikkeavan
geometrian olemassaolon loogisen mahdollisuuden ja oikeastaan oli tehnyt téallaisen geo-
metrian mallinkin: se olisi ollut sellaisen pallon pinta, jonka sdde on negatiivinen.

Legendren suositun oppikirjan Eléments de Géométrie (1794) (jonka katsottiin korvaavan
Eukleideen Alkeet) eri painoksissa oli laajoja paralleelipostulaatin tarkasteluja. Tekeméll&
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avaruuden aarettomyytta koskevan lisdoletuksen Legendre osoitti, ettd kolmion kulmien
summa ei ylita 180°:ta ja ettd jos on olemassa kolmio, jonka kulmasumma on 180°, niin
kaikkien kolmioiden kulmasumma on 180°, jolloin myos paralleelipostulaatti on tosi. Vii-
meinen Legendren toimittama painos ilmestyi 1833.

Filosofi Immanuel Kant (1724-1804) jakoi kuuluisassa teoksessaan Kritik der reinen Ver-
nunft (1781) totuudet itsestdén selviin apriorisiin ja kokemuksen kautta saatuihin apos-
teriorisiin. Kantille euklidinen geometria paralleeliaksiomineen edusti apriorista, ihmisen
mieleen luonnostaan ankkuroitunutta perustotuutta.

1810-luvulla Gauss vakuuttui mahdollisuudesta korvata paralleelipostulaatti jollakin
muulla olettamuksella geometrian jarjestelman silti sortumatta. Koska héan ei julkaissut
ajatuksiaan, luetaan epaeuklidinen geometria kahden vakiintuneiden tieteellisten keskusten
ulkopuolella toimineen matemaatikon ansioksi. Kummallakin on yhteyksia Gaussiin. Toi-
nen keksijoistd on venéldinen Nikolai Ivanovits Lobatsevski (1792-1856), ” Geometrian Ko-
pernikus”, Moskovasta 800 km itddn sijaitsevan Kasanin yliopiston rehtori. LobatSevskin
opettaja oli ollut Gaussin ystava Martin Bartels (1769-1833; siirtyi sittemmin Tarton
yliopistoon). Lobatsevski oli uskonut l6ytédneensid todistuksen paralleelipostulaatille ja
julkaissutkin sellaisen, mutta vuosien 1826 ja 1829 valilla hénelle kavi selvéksi, etta risti-
riidaton geometrian jarjestelmé on luotavissa myos siten, ettd annetun suoran ulkopuolella
olevan pisteen kautta oletetaan kulkevaksi useita eri suoria, jotka eivat leikkaa annettua
suoraa. LobatSevskin kirjoitukset levisivat varsin hitaasti, mutta ne tulivat kuitenkin esim.
Gaussin tietoon. Vaikka Gauss yksityiskirjeissa kiittikin LobatSevskia, han ei ottanut jul-
kisesti kantaa tdmén tuloksiin. Omien tulostensa julkaisematta jattamista Gauss perusteli
tahtitieteilija Besselille kirjeessa sanoen, ettd han pelkasi ”boiotialaisten huutoja” eli jon-
kinlaisen julkisen pilkan kohteeksi joutumista.

Toinen epédeuklidisen geometrian keksija, unkarilainen (oikeastaan Transsilvanian Ko-
loszvérissa, nykyisen Romanian Cluj’ssa syntynyt) pioneeriupseeri Jdnos Bolyai (1802-60)
oli my6s kosketuksissa Gaussiin, silld hdnen isédnsé Farkas (Wolfgang) Bolyai, itsekin paral-
leeliaksiooman todistusyrityksid harrastanut matematiikanopettaja, oli ollut Gaussin opis-
kelutoveri Gottingenissa. Isan kiihkeansavyisista kieltelyista huolimatta poikakin innostui
paralleelipostulaatista ja onnistui kehittdméaan geometrian, jossa annetun pisteen kautta
kulkee aarettoman monta annetun suoran kanssa yhdensuuntaista suoraa. Janos Bolyain
ilmeisesti jo vuonna 1823 valmistunut tutkimus julkaistiin 1832 Farkas Bolyain Tentamen
Juventutem studiosam in elementa matheseos pure introducendi -nimisen geometrian op-
pikirjan 26-sivuisena liitteend nimella Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens
(Lobatsevski julkaisi oman teoriansa 1829 Kasanissa venéjaksi ja 1840 Berliinissa saksaksi).
Gauss kieltaytyi jalleen kommentoimasta: ”Jos kehuisin téta tyota, kehuisin itseéni, koska
olen ajatellut samoin jo monen vuoden ajan.” Tama Gaussin tunnustus ja samanaikainen
prioriteetin kiisto samoin kuin saksankielisen version ilmestyminen LobatSevskin tyosta
masensivat Janos Bolyain niin, ettd han ei myohemmin enaa julkaissut varteenotettavia
matemaattisia toita. Hanen tiedetaan kuitenkin tutkineen mm. kompleksilukuja ja paaty-
neen niiden esittamiseen reaalilukupareina samoihin kuin Hamilton. Bolyain jaadmistossa
on 20000 sivua matemaattisia muistiinpanoja.

Gaussin, LobatSevskin ja Bolyain geometrian perusajatus on, etta etaisyydella a suorasta
AB olevan pisteen kautta kulkee seké suoria, jotka leikkaavat AB:n etta suoria, jotka eivat
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leikkaa. Jos D on suoralla AB ja CD1AB, niin C:n kautta kulkevat suorat, jotka ovat
C'D:hen niéhden vahintddn kulmassa a(a), eivit leikkaa AB:té eli ovat AB:n suuntaisia.
Kulma a(a) maardytyy yhtalosta

tanM:e

2

—a

Epéaeuklidisen geometrian todellisen merkityksen oivalsi vasta Riemann, jonka kuuluisan,
Gaussin antamaan aiheeseen pohjautuvan dosentinvaitoskirjan Ueber die Hypothesesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen (1854) asenne geometriaan oli varsin abstrakti.
Riemann tarkasteli geometrioita, joissa suorat eivat valttamatta ole darettomia, ja joissa
vallitsee oletus, jonka mukaan suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta ei voi piirtaa ol-
lenkaan suoran kanssa yhdensuuntaista suoraa. Riemannin tyo sisdlsi kauaskantoisen oh-
jelman: geometrian tutkimuskohde ei ole avaruuden pisteiden, suorien ja tasojen joukko,
vaan yleiset n-ulotteiset monistot, joiden ominaisuudet maaraytyvat monistolla maaritel-
lysta metriikasta, joka voi muuttua siirryttaessa pisteesta toiseen. Etaisyyden maarittaa
differentiaalikaava

d82 = Zgijd:cid:cj,

missd g;; = gj; ovat sellaisia funktioita, ettd ds® > 0. Riemannin avaruuskésitys on mm.
yleisen suhteellisuusteorian perustana. Riemann esitti yksinkertaisen mallin geometriasta,
jossa kaikki suorat leikkaavat: pallo ja isoympyrdt. MyShemmin (vuonna 1868) italia-
lainen Fugenio Beltrami (1835-1900) 16ysi konkreettisen mallin LobatSevskin ja Bolyain
geometrialle; kyseessi oli Beltramin pseudopalloksi nimittima traktrix-kiyrin' muodos-
tama pyorahdyspinta.

Epéeuklidisen geometrian voi katsoa vapauttaneen geometrian. Tuli mahdolliseksi raken-
taa erilaisiin aksioomajarjestelmiin nojautuvia geometrioita, ja kysymys siita, minkalainen
geometria vallitsee reaalimaailmassa, siirtyi fysiikan puolelle.

12.4 Euklidisen geometrian perusteet

Paralleeliaksiooma ei ole ainoa Eukleideen aksioomajarjestelman kritiikkia saanut osa.
Eukleides oli ajatellut konkreettista, havaintoon perustuvaa maailmaa, mutta aikaa myo-
ten esiin rupesi tulemaan ajatus, jonka mukaan geometrian peruskasitteet kuten piste ja
suora tosin olivat havaintoon perustuvien asioiden idealisointeja, mutta etta ne kuitenkin
aksioomissa olivat maarittelemattomia olioita, ja etta teorian kehittely ei missaan koh-
din saanut nojautua siihen havaintokasitykseen, joka naista asioista meilla itse kullakin
on. Erityisesti ”valissa olemisen” kasite oli Eukleideella epamaériinen, samoin kuvioden
yhtenevyys, jonka maéarittelya pidettiin kehamaisena.

Merkittavan uuden geometrian aksiomatisoinnin esitti saksalainen Moritz Pasch (1843—
1930). Pasch esitti 1882 projektiivisen geometrian aksioomajérjestelmén, mutta sen aja-
tukset sopivat myos euklidiseen ja epaeuklidiseen g