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Paakirjoitus

Suhteellisuudentaju on tyypillinen inhimillinen ominai-
suus: suurin osa meistd kuvittelee sitd omaavansa ai-
nakin siihen saakka, kunnes ryhdymme vertailemaan
késityksidmme muiden kanssa. Pelkké mielipiteisté ki-
nasteleminen ei yleensé johda mihink&4n, vaan pidem-
maén pédlle olisi kummankin osapuolen tuotava mukaan
my0s asiatietoja.

Numeroihin perustuvat tosiasiat ovat ainakin periaat-
teessa kaikkein yksinkertaisimpia. Vaikka esimerkiksi
tyottomien lukuméérdstd el olla tédysin yksimielisid,
ongelmana eivit tietenkddn ole yhteenlaskuun liitty-
vit ongelmat vaan se, mité tyottomalld oikeastaan tar-
koitetaan. Valitettavasti numerotietoja mainittaessa ei
useinkaan kiinnitetd tarpeeksi huomiota siihen, milla
perusteilla luvut on saatu, ja ennen kaikkea, miksi pe-
rusteluina esitetdén juuri néitad lukuja. Jalkimmé&iseen
kysymykseen torméé esimerkiksi jokainen, joka — omas-
ta kannastaan riippumatta — yrittda seurata ydinvoi-
masta kaynnissé olevaa keskustelua.

Kirjassaan Numerotaidottomuus John Allen Paulos
tuo esille my6s suhteellisuudentajuun liittyvid esimerk-
kejd. Seuraavassa muutamia numerotietoja, jotka ovat
tulleet itselleni mieleen.

e Niin sanotun hullun lehmén taudin vuoksi (1dh-
teistd riippuen) 50-80 % saksalaisista on olen-
naisesti vahentédnyt naudanlihan syontidan. Tau-
tiin ei ilmeisesti ole Saksassa kuollut vield yhtdan
ihmisté. Sen sijaan autokolareissa kuolee vuosit-

Pekka Alestalo

tain n. 5000 saksalaista. Suomessa vastaavat lu-
vut ovat nolla ja yli 300.

e Pyoriilijoille on jo pitkdan ehdotettu kypéri-
pakkoa. Vuosittain liikenteessé kuolee n. 50 pyo-
railijad. Sen sijaan kuolemaan johtaneita jalan-
kulkijoiden liukastumisia sattuu n. 1000 tapaus-
ta.

e Petoeldimet kuten karhu ja susi surmasivat Suo-
messa viimeisten sadan vuoden aikana ilmeises-
ti yhden ihmisen. Samaan aikaan lemmikkiel&in-
ten, lahinné koirien, uhreista saamme lukea vuo-
sittain.

e Lopuksi néistd synkistd aiheista hieman harmit-
tomampaan esimerkkiin: Suomessakin on ryhdyt-
ty joissakin s#dtiedotuksissa esittelemédn koko
maailman sdatd. Niitd on mielenkiintoista seu-
rata, mutta miké lienee ennusteiden tarkoitus?
Kun Eteld-Amerikkaan on luvassa puolipilvis-
td ja kuurosateita, niin kannattaa muistaa, et-
td jo pelkéstddn Argentiinan pinta-ala on la-
hes 3000000 km? eli sama kuin koko Léinsi-
Euroopalla.

Esimerkkeihin liittyvien numeroiden oikeellisuuden voi
jokainen itsekin tarkistaa, mutten viité, ettd aiheisiin
pitéisi suhtautua niin suoraviivaisesti kuin numerotie-
dot néyttiisivit viittaavan. Sen sijaan epiilen, etté esi-
merkkien valinta todistaa vain kirjoittajan huonosta
suhteellisuudentajusta.
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Toimitussihteerin palsta

Keskustelupalsta on toiminut Solmun verkkosivuilla
vuoden 2000 alusta l&htien. Lukijoiden mielipiteille, ky-
symyksille ja muulle palautteelle tarkoitettu palsta on
jo osoittanut tarpeellisuutensa sinne saapuneiden vies-
tien perusteella.

Palautetta on voinut ldhettdd verkkosivujen www-
lomakkeella ja séhko- tai kirjepostina. Aluksi palau-
tetta tuli ainoastaan lomakkeen vilitykselld, mutta vii-
me aikoina sitd on tullut myo6s sdhkopostiviesteingd —
tosin lomakkeellakin ldahetetyt viestit tulevat toimituk-
selle sihkopostina. Sen sijaan kukaan ei vield ole ldhet-
tdnyt palautettaan Solmun toimitukseen perinteisené
kirjeena.

Kuluneen 15 kuukauden aikana (tammikuu 2000 —
maaliskuu 2001) keskustelupalstalla on julkaistu noin
30 palauteviestié ja toimituksen vastausta. Lahes kaik-
ki viestit on ldhetetty omalla nimelld varustettuna, joka
vahvistaa palstan asiallisen ja tietoa valittdvan luon-
teen. Sindnséd hyodyllistd kriittista palautetta — jonka
ldhettdjit usein esiintyvat nimimerkin suojassa — on
tullut hyvin vahéan.

Merkittava osa palautteesta on ollut lukijoita kiinnos-
tavia matemaattisia ongelmia ja muita matematiikkaan
liittyvid kysymyksié, joihin Solmun toimitus on julkais-
sut ratkaisuja ja vastauksia. Aikaisempaa enemmén toi-
vottaisiinkin lukijoiden omia ratkaisuja toisten lukijoi-

Mika Koskenoja

den esittdmiin ongelmiin. Ratkaisu johonkin ongelmaan
voisi syntyd monen palstalle saapuneen viestin seurauk-
sena, jolloin viestien ldhettajit yhdessa ratkaisisivat on-
gelman pienin ja miksei suuremminkin askelin edeten
kohti lopullista ratkaisua. Télloin keskustelupalstan al-
kuperdinen idea — joissakin yhteyksissa védrin perus-
tein kiytettyna ldhes kirosanan merkityksen saanut in-
teraktiivisuus — tulisi parhaiten esille palstan toimin-
nassa.

Pari esimerkkié keskustelupalstalle saapuneista vies-
teistd: Heti palstan perustamisen ja vuodenvaihteen
1999-2000 jalkeen nimimerkki Totuuden etsija kysyi,
ettd vietettiinkd vuosituhannen vaihtumista liian ai-
kaisin. Voitte lukea Matti Lehtisen hyvin perustellun
vastauksen tammikuun 2000 viesteistd Solmun verkko-
sivuilla. Maaliskuun 2001 viesteisséd etsintédkuulutetaan
ylaasteen AHA A matematiikan kirjoja. Jos kirjahyllys-
sési on naitd kirjoja polyttymasséd, tarvittavat yhteys-
tiedot 1oytyvat keskustelupalstalta.

Jos toivot Solmuun artikkelia jostakin tietystd mate-
matiikan aiheesta, niin ldhetd ehdotuksesi keskuste-
lupalstalle. Solmun toimitus yrittd4 mahdollisuuksien
mukaan toteuttaa toiveesi. Ja toki palstalle odotetaan
saapuvan entistd enemmaén lukijoita kiinnostavia mate-
maattisia ongelmia, joita muut lukijat ja toimitus voi-
vat yhdessa ratkoa.
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Miksi m on irrationaalinen?

Matti Lehtinen

Selailin erdstd hiljattain ilmestynyttd lukion lyhyen
matematiikan oppikirjaa. Siiné késiteltiin, niin kuin oi-
kein ja kohtuullista on, erityyppisia lukuja. Irrationaa-
liluvuista ensimmaéisend esimerkkiné oli "kuuluisin irra-
tionaaliluku” m = 3,14145926. ... Kirja ei kerro, miksi
m, ympyrin kehén ja halkaisijan pituuksien suhde, on
irrationaalinen. Eipé tietoa 10ydy muistakaan oppikir-
joista. Kaikki me kuitenkin piddmme asiaa tunnettu-
na ja selvand. Mutta eihdn matematiikassa saa luottaa
kuulopuheisiin, viitteet on perusteltava!

Irrationaalilukuja on

Reaaliluvut ovat joko rationaalisia, kokonaislukujen
osamadaria s, q # 0, tai sitten ei. Reaaliluvut, jotka ei-
vét ole rationaalisia, ovat irrationaalisia. Jo ldhes 2500
vuotta sitten kreikkalaisen kulttuurin piirissd tehtiin
se merkittdvé ja matematiikan kehitykseen syvéllisesti
vaikuttanut havainto, ettd muutamat janojen pituuk-
sien suhteet kuten nelitn sivun ja lavistdjan pituuksien
suhde tai sddnnollisen viisikulmion sivun ja ldvistédjan
pituuksien suhde eiviit ole ilmaistavissa kokonaisluku-
jen suhteena, toisin sanoen ne ovat irrationaalisia. Irra-
tionaalisuustodistukset ovat epésuoria: jos nelion sivu
olisi 1 ja sen lavistdjan ja sivun suhde ohsl , jap:lla ja
q:lla ei olisi yhteisia tekijoité (sellaisethan V01daan aina
supistaa murtoluvusta pois), niin Pythagoraan lauseen
mukaan olisi
P 2 2
S =1"+1"=2
q

Tillsin olisi p? = 2¢%. Mutta nyt p olisi parillinen,
p = 2s, ja saataisiin 4s® = 2¢2, ¢° = 2s2. Siis q:kin
olisi parillinen, ja p:lla ja g:lla olisikin yhteinen tekija
2.

Irrationaalilukuja on paljon

Irrationaalilukuja on siis olemassa. Itse asiassa niitéa
on kovin paljonkin. Umpiméhkédéan valittu reaaliluku
on melkoisella varmuudella irrationaalinen. Rationaa-
lilukujen joukko on nimittdin numeroituva. Jokaiselle
rationaaliluvulle voidaan antaa ikioma jédrjestysnume-
ro luonnollisten lukujen joukosta. Itse asiassa tullaan
toimeen vain ndennéisesti pienelld osalla kaikista luon-
nollisista luvuista. Jokainen rationaaliluku r voidaan
kirjoittaa yksikésitteisesti muotoon

p
r= flkf,
( )q

missd k = 0 tai k = 1, p on luonnollinen luku (0 on
mukana) ja ¢ nollasta eroava luonnollinen luku, jolla ei
ole yhteisia tekijoita p:n kanssa. Jos p = 0, kiinnitetdén
vield ¢ = 1. Nyt jokaiseen rationaalilukuun r voidaan
liittéis esimerkiksi luonnollinen luku f(r) = 2F3P59.
Kahteen eri rationaalilukuun tulee néin aina liitetyk-
si eri luonnollinen luku.

Viitetty rationaalilukujen “harvalukuisuus” seuraa
edellisestd. Otetaan mikd hyvénsa positiivinen luku a,
kuinka ldheltd nollaa tahansa. Ympéaroidaan jokainen
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rationaaliluku r janalla, jonka pituus on 57t . Néiden
janojen yhteinen pituus on varmasti enintdén

RS
a — —_ —_ e .
2 722" 23

Mutta geometrisen sarjan summakaavan mukaan sum-
ma on sama kuin
1

1
l=3

= 2a.

a

Kaikki rationaaliluvut voidaan siis lukusuoralla eris-
té#é sellaiseen osaan, jonka pituus voidaan (a:n valin-
nalla) saada miten pieneksi tahansa. Kaikki, miti yli
jid, on irrationaalilukujen aluetta. (Asia ei tietenkédin
ole kovin havainnollinen. Rationaalilukuja on toisaalta
tihedssé; esimerkiksi jokainen lukusuoran jana, miten
lyhyt tahansa, sisdltdé ddrettomén monta rationaalilu-
kua.)

Mutta onko 7 irrationaalinen?

Vaikka irrationaaliluvut nédyttavatkin muodostavan lu-
kujen enemmiston, yksittdisen luvun irrationaalisuus ei
yleensi ole helppo osoittaa. Lukua 7 (merkintd on pe-
riisin 1700-luvulta) ounasteltiin irrationaaliseksi jo an-
tiikin aikoina. Ensimméisen, joskin hiukan aukkoisen
todistuksen asialle on kuitenkin julkaissut sveitsildinen
Johann Heinrich Lambert vuonna 1766. Lambert johti
tangenttifunktiolle ketjumurtolukuesityksen ja p#étte-
li sen perusteella, ettd jos & on rationaalinen, tan x on
irrationaalinen. Koska tan 7 = 1, 7 ja siten my&s 7 on
irrationaalinen.

Seuraavaa m:n irrationaalisuustodistusta pidetdén ny-
kyisin yksinkertaisimpana. Se on koulutiedoin ymmér-
rettdvissd, mutta on silti melko monipolvinen. Tamén
todistuksen ajatuksen esittivit amerikkalainen I. Niven
ja japanilainen Y. Iwamoto 1940-luvun lopulla.

Todistetaan itse asiassa vdhidn enemmén kuin m:n ir-
rationaalisuus, nimittéin, ettd luku 72 on irrationaali-
nen. Tama4 riittad itse m:nkin irrationaaliseksi todista-
miseen, koska rationaaliluvun nelié tietenkin on ratio-
naalinen.

Muutamia polynomeja ja niiden
derivaattoja

Léhdetédan liikkeelle astetta 2n olevista polynomeista

On ilmeisté, etté

1
(1) O<pn(x)<g kun 0 < z < L.

Viitdmme, ettd polynomien p, kaikkien kertalukujen
derivaatat saavat pisteissd 0 ja 1 kokonaislukuarvon.
Tamé ndhdédén oikeaksi induktiopééttelyn avulla. En-
siksikin p; (z) = x(1—x) = x—22, joten p} (z) = 1—2z,
p{(x) = —2 ja p;:n korkeammat derivaatat pgk)(:zz)7
k > 2, ovat nollia. Viite on siis tosi, kun n = 1.
Tehdaén sitten sellainen induktio-oletus, ettd polyno-
mien p(x), ..., pn—1(x) kaikkien kertalukujen derivaa-
tat saavat pisteissi 0 ja 1 kokonaislukuarvon. Nyt

1 — n n n—
pl(z) = E(nx” "1—2)" —nz"(1—2)" ")
1

= m(l —2z)2" (1

— (1 - 20)pn_i(a).

_ x)n—l

Tulon derivaattakaavaa toistuvasti soveltaen ndemme,
ettd p,(z):n kaikkien kertalukujen derivaatat ovat x:n
ja polynomien p;(z), j < n — 1, derivaattojen poly-
nomeja. Induktio-oletuksesta seuraa, ettd kyseiset de-
rivaatat saavat O:ssa ja 1:ssd vain kokonaislukuarvoja.

Muodostetaan nyt polynomin p,, derivaatoista ja lu-
vusta 7w seuraavanlainen polynomi:
Py(w) = 7" (x) — 7" 2py(x) + 7 (@)~
S (=1)"pE ().
P,(z)mn lauseke on pantu kokoon tarkoitushakuises-
ti. Ensinnédkin havaitaan, ettd p,:n ne derivaatat, joi-
den kertaluku on suurempi kuin 2n, ovat nollia, onhan
pr(x) polynomi, jonka aste on 2n. Edelleen
P () = w2l () — n () +
A (=) (),
joten
2P, (z) + P (z) = 7" p, (z).
Muodostetaan nyt tulon derivointikaavan avulla funk-
tion
f(z) = P)(z)sin(rz) — 7P, (x) cos(mx)
derivaatta f’(x):

f(x) = P/ (x)sin(rx) + 7P, (x) cos(mx)
— wP! (x) cos(nx) + 7% P, () sin(rx)
= (P/(x) + 7P, (z)) sin(nx)

= 72" 2p, (z) sin(mz).

Mihin tétd tarvitaan? Se ndyttad meille, etta

/ 72" 2p, (x) sin(rx) doe = Of(ac)
0

= 7(Pa(1) + Pu(0)).

(2)
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Lopullinen hyokkéiys

Tehd&én nyt ratkaiseva vastaoletus. Oletamme, etté

missé a ja b ovat kokonaislukuja. Koska P, (x) koostuu
n2:sta, enintiiin potenssiin n korotettuna, ja p,(z)m
derivaatoista, niin P,(0) ja P,(1) ovat muotoa 7 ja
£, missi A ja B ovat kokonaislukuja. Lisiksi 72" +2 =

n .
24 ja (2) saa muodon

1
wa"/ pn(x)sin(rz) de = C,
0

missd C' on positiivinen kokonaisluku. Mutta kun 0 <
x < 1, niin 0 < sin(rz) < 1. Kun otetaan mukaan
epiyhtils (1), nidhdéén, ettd edellisen integraalin in-
tegroitava funktio on koko integroimisvélilla positiivi-
nen, mutta arvoltaan pienempi kuin % Koska integroi-
misvalin pituus on 1, itse integraali on positiivinen lu-
ku, joka on pienempi kuin % Mutta tdméa merkitsee,
etta

n

a
(3) TrH Z C7

riippumatta n:n arvosta. Nyt tarvitsemme vield yhden
matematiikan yleistiedon. Jos @ on mielivaltainen luku,
niin

(4) lim “ =0,

Tésta yhtalosta on helppo vakuuttua vaikkapa ajatte-
lemalla, ettd osamédréin osoittajassa ja nimittajassa on

molemmissa n tekijdd, ja kun n kasvaa, nimittdjaan
kerddntyy enemmén ja enemmén tekijoitd, jotka ovat
> a. Mutta (3)) ja (4) ovat ilmeisess ristiriidassa keske-
néin. Vastaoletus luvun 72 rationaalisuudesta on siis
VAAral

Mutta ongelmia vield jadkin

Irrationaaliluvutkin jakautuvat kahteen luokkaan. Al-
gebralliset luvut ovat jonkin kokonaislukukertoimisen
polynomin nollakohtia. Muut irrationaaliluvut ovat
transkendenttilukuja. Esimerkiksi v/2 on algebrallinen,
koska se on polynomin x2 — 2 nollakohta. Osoittautuu,
ettd algebrallisiakin irrationaalilukuja on ”vain” nume-
roituva maéaré, joten "melkein kaikki” reaaliluvut ovat
transkendenttilukuja. Mutta kysymys yksittdisen lu-
vun transkendenttisuudesta on yleensa vaikea ratkais-
ta. Luku 7 todistettiin transkendenttiluvuksi vuonna
1882. Tam4 ratkaisi yli 2000 vuotta pohditun ongel-
man ympyréan neliGinnisté, geometrisesta konstruktios-
ta, jolla voitaisiin (harppia ja viivoitinta kdyttéden) 16y-
tad sellaisen nelion sivu, jonka ala on tunnetun, esimer-
kiksi yksikkosédteisen, ympyréin ala. Koska geometriset
konstruktiot ovat suorien ja ympyroiden leikkauspistei-
den etsimisid ja ndiden yhtédlot ovat ensimmaéisen ja
toisen asteen polynomeja, ei konstruktioilla pa&sta pis-
teisté, joiden koordinaatit ovat rationaalilukuja, pistei-
siin, joiden koordinaatit ovat transkendenttilukuja. Lu-
vun 7 transkendenttisuus merkitsee, ettd "ympyrén ne-
liintiongelma” on ratkeamaton. Mutta siithen, miksi m
on transkendenttinen, emme nyt puutu.
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Matikkapaa pilvissa

Marjatta Néidtidnen

”Suomalaisnuori kuvittelee osaavansa hienosti matema-
titkkaa, mutta plus-lasku on hénelle hepreaa” kirjoittaa
Ylioppilaslehti 5 (16.3.01).

7’Itsepetos on sivistynyt rikos. Uhrit ovat tyytyvéisia’,
olisi voinut sanoa, kun Suomen koululaisten matema-
tiikkan osaaamista ylistettiin joulun alla.

Omakehun puuskan aiheutti kansainvélisen TIMSS
1999 -tutkimuksen tulosten julkaiseminen. ’Suomi si-
joittui selvésti yli keskitason’, Helsingin Sanomat kir-
joitti. Jopa presidentti Tarja Halonen innostui kiit-
telemédén nuorten matikkataitoja uudenvuodenpuhees-
saan.

Suomalaiskoululaiset itsekin arvioivat tutkimuksessa
omat matematiikan taitonsa hyviksi.

Tutkimusta ei taidettu lukea jidrin tarkkaan. Suomi
sijoittui yli keskitason surkeassa joukossa. Vertailuun
osallistui sellaisia maita kuin Indonesia, Tunisia, Ma-
rokko, Thaimaa, Chile, Filippiinit, Etelid-Afrikka ja
Makedonia, joiden taloudelliset edellytykset kilpailla
Suomen kanssa ovat kaikkea muuta kuin tasaveroi-
set. Poissa vertailusta olivat esimerkiksi Ranska, Saksa,
Skotlanti, Norja, Ruotsi, Sveitsi ja Kreikka.”

Tarkemmin TIMSS-tutkimuksesta: Solmu 1,/2001

Kirjoituksessa haastatellaan mm. prof. Olavi Nevanlin-
naa, joka kertoo, etté jopa Teknillisessé korkeakoulussa
uusien opiskelijoiden huono osaaminen on ongelma. Hé-
nen mielestddn Luma-talkoiden “lopputulos on, ettd lu-
kiot tarjoavat kaikkea kivaa ja eksoottista, ja opiskelijat
oppivat vahédn sitd sun tatéd, eivdtkd mitddn kunnolla.
Meidén on pian pakko tehdéd oma linjaus siitéd, millaiset
pohjatiedot opiskelijoilla pitdd olla ennen Otaniemeen
tuloa.”

Erityisopettaja Juha Pitkidnen Helsingin palvelualojen
oppilaitoksesta kertoo, ettd “Opiskelijoilta ovat jopa
vksinkertaiset plus- ja miinuslaskut hukassa. Mittaam-
me opiskelijoiden taidot aina lukuvuoden alussa ja ny-
kydédn noin joka kolmannella on ongelmia matematii-
kan kanssa. Joudumme aloittamaan matematiikan ker-
tauksen ihan ala-astetasolta.” Puutteelliset taidot ovat
korostuneet osaksi sen vuoksi, ettd palvelualojen vaati-
mukset ovat koventuneet. "Enéé ei riitd, etta ravintola-
kokki osaa laittaa ruokaa. Pitad pystya tekemédin kus-
tannuslaskelmia ja olemaan tarkkana raaka-aineiden
kanssa. Samaten vaatetuspuolella laskupéé on tarpeen,
silld materiaalit maksavat, eikd heittoja saa tulla.”

http://www.timss.org/timss1999i/math_achievement_report.html
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Mita tietokonevirheisti seuraa?
Rijahdyksid, uppoamisia ja tappavaa

sateilya

Juha Haataja

Tietotekniikan ongelmat aiheuttavat mita ihmeellisim-
pié virhetilanteita. Usein virheen syyksi paljastuu vaa-
rin toimiva ohjelmakoodi. Syyna voi olla triviaali virhe
ohjelmakoodissa tai syvéllinen suunnitteluvirhe ohjel-
miston rakenteessa.

Klassinen esimerkki ohjelmistovirheestd on "Wednes-
day-koodi”, joka toimi vain keskiviikkoisin. Tdma joh-
tui siitd, ettd keskiviikon nimessé oleva y-kirjain kir-
joitettiin seuraavan kentédn péélle ja tdméa y-merkki sai
koodin toimimaan oikein (y = yes).

Miten luotettavia tietokoneohjelmistot ovat? Kéy-
tannon kokemus osoittaa, etteivit kovinkaan. Tilan-
netta kuvaamaan onkin syntynyt termi “banaani-
ohjelmistot”: kayttédjat kypsyttiavit raa’at tuotteet jo-
takuinkin kayttokelpoisiksi.

Esittelen seuraavassa muutamia tieteeseen ja tekniik-
kaan liittyvid tapahtumia, joissa tietoteknisilld virheilla
on ollut merkittédva rooli. Tietotekniikan kaytto ei ole
tietenkddn pelkkid virheitd ja ongelmia. Parhaimmil-
laan tietotekniikka on erinomainen tyokalu ja apuvéli-
ne. Tuon esille ongelmatilanteita eri tyyppisten virhei-
den havainnollistamiseksi. Ehkéa kokemuksesta voi op-

pia.

Urbaaneja legendoja

Vuonna 1962 Nasa laukaisi Venukseen tarkoitetun Ma-
riner I -luotaimen. Pian ldhdon jélkeen raketti alkoi
kayttaytyd holtittomasti, minké takia se jouduttiin tu-
hoamaan. Luotain putosi Atlantin valtamereen.

Tapaturman syyné oli laitevirhe yhdistyneen&d ohjel-
mistovirheeseen. Laitevian takia rakettia ohjattiin tut-
kan avulla maasta k#sin. Tutkan antamissa mittaus-
tiedoissa oli virhetté, minké takia mittausarvoista olisi
pitényt laskea juokseva keskiarvo.

Ohjauskoodin suunnitelmista kuitenkin puuttui kes-
kiarvostusta tarkoittava yladviiva nopeusmuuttujan
pédltd. Siten ohjaukseen kéytetiin viimeisintd tutkan
antamaa arvoa, jossa oli mukana satunnaista virhet-
td. Ohjausjarjestelmé kuvitteli raketin heittelehtivin
ja yritti kompensoida tatd komennoilla, jotka todella
saivat raketin kayttdytyméan holtittomasti.

Mariner I -luotaimen tuhoutumisesta muodostui ydin
monille tarinoille. Koska ongelman syy oli hiukan mo-
nimutkainen, puhutaan tarinoissa yleensd koodissa ol-
leesta etumerkkivirheesté tai pilkkuvirheesté. Pilkku-
virhetarinan alkuperé 16ytyy ilmeisesti seuraavassa ku-
vatusta ongelmasta, joka tapahtui samoihin aikoihin.
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Matkalla avaruuteen

Vuonna 1963 Nasassa kehitettiin ja testattiin aiem-
milla Mercury-lennoilla kéytettyé rakettisimulaattoria.
Testauksessa havaittiin, ettd tulokset olivat kohtalai-
sen tarkkoja, mutta eivét kuitenkaan tédysin vastanneet
tunnettuja tuloksia. Usean viikon testauksen jélkeen
Fortran-ohjelmakoodista 16ytyi rivi

DO 10 I=1.10

Téasséd piti olla toistorakenne, jota suoritetaan kym-
menen kertaa. Pilkun vaihtuminen pisteeksi muunsi
lauseen kuitenkin sijoituslauseeksi, jossa muuttujaan
D0101 sijoitettiin arvo 1.10. Siispd kyseinen toistora-
kenne suoritettiin vain kerran. Saadut tulokset olivat
riittdvan tarkkoja aiemmilla lennoilla, jolloin rakettien
tehot olivat pienempié. Onneksi virheesté ei aiheutunut
mitadn todellisia vahinkoja. Nykyisesséd Fortran-kielen
versiossa tdméankaltaiset virheet huomattaisiin jo ohjel-
man kidnnosaikana.

Euroopassa kehitetyn Ariane 5 -raketin ensimméinen
laukaisu tapahtui 4.6.1996. Rakettia oli kehitetty vuo-
sikymmenen ajan ja kehityskulut olivat luokkaa 50 mil-
jardia markkaa. Noin 37 sekuntia laukaisun jélkeen ra-
ketti alkoi kayttaytya holtittomasti ja lopulta rajihti.
Raketin ja sen lastin arvo oli useita miljardeja markko-
ja.

Turman syy selvisi kahden viikon kuluessa. Ohjelmas-
sa kaytettiin Ariane 4 -raketille kehitettyd ohjauskoo-
dia, jossa raketin vaakasuoraa nopeuttaa kuvaava 64-
bittinen liukuluku muutettiin 16-bittiseksi kokonais-
luvuksi. Tésséd tapauksessa lukuarvo oli kuitenkin yli
32768, joka on suurin 16-bittisesséd kokonaislukuarit-
metiikassa esitettavissd oleva luku. Prosessori antoi vir-
hetilanteesta ilmoituksen ja tulosti virheraportin.

Virhetilanteen késittelya ei kuitenkaan mééritelty Ada-
koodissa, jolloin ohjausjérjestelmé yritti tulkita tulok-
sen raketin ohjauskomennoiksi. Seurauksena oli holti-
ton kayttdytyminen ja lopulta raketin itsetuhomeka-
nismin k&ynnistyminen. Kyseinen osa ohjauskoodia ei
ollut tarpeen Ariane 5:ssé ja oli joka tapauksessa ohjel-
moitu poistumaan kaytostd 40 sekuntia laukaisun jal-
keen.

Nasan Marsiin ldhettdmé Climate Orbiter -luotain on
viimeisimpiéd avaruusmatkailun takaiskuja. Luotain tu-
houtui 23.9.1999 syoksyttydan Marsiin. Virheen syyksi
selvisi mittayksikkovirhe ohjausrakettien tehon maérit-
telyssd. Lockheed Martin oli kiayttianyt méarittelyissa
englantilaisia yksikoitéd ja Nasan Jet Propulsion Labo-
ratory puolestaan oletti kdytettdvan metrijarjestelmén
vksikoité (paunat vs. Newtonit). Témén johdosta ra-
ketti ajautui 80 kilometrié ohi kurssin ja tormési Mar-
siin.

Indeksit matkalla eteldian

Vuonna 1982 Vancouverin porssi otti kdyttoon uuden
porssi-indeksin, jota péaivitettiin jokaisen kaupan jil-
keen. Indeksin alkuarvoksi asetettiin 1000. Indeksin ar-
vo putosi 20 kuukauden kuluessa 520:een.

Syyné oli laskennassa kaytetty katkaiseva aritmetiik-
ka: paivitettyd indeksin arvoa ei pyoristetty lahimpéan
tuhannesosaan vaan arvo katkaistiin ja loput desimaa-
lit unohdettiin. Pyoristystd kdyttéden saatiin indeksin
arvoksi 1099.

Tappavaa siteilya

Vuosina 1985-87 aiheutui séteilyhoitoon kaytetyn
Therac-25 -laitteiston toimintavirheestd useita kuo-
lemantapauksia ja loukkaantumisia. Laitteisto edusti
uutta tekniikkaa ja oli aiemmista versioista poiketen
kokonaan tietokoneohjattu. Turvallisuuden varmista-
minen oli hoidettu ohjelmallisesti aiempien laitemeka-
nismien sijaan. Riskianalyysissd unohdettiin huomioi-
da mahdollisten ohjelmistovikojen vaikutukset toimin-
taan.

Vuosina 1985-87 tapahtui kuusi massiivista séteilyn
yliannostusta potilaille. Sateilymé#éarit olivat pahimmil-
laan jopa yli satakertaisia normaaliin séteilyhoitoon
verrattuna.

Ongelman syyksi osoittautui laiteoperaattorin kaytto-
liittymaé: jos kéyttdja editoi koneelle annettavia komen-
toja lilan nopeasti, hyviksyi kone virheellisen annostus-
madrdyksen. Koska annostusméiraystd ei tarkistettu
eiké koneessa ollut yliannostuksen havaitsevia sensorei-
ta, ei virhetilannetta havaittu ennen kuin potilaat va-
littivat séteilyn aiheuttamista akuuteista oireista. Sé-
teilyn yliannostuksesta oli seurauksena ainakin kolme
kuolemantapausta.

e o

Ohjuksia vairaian kohteeseen

Vuonna 1988 USA:n hévittdjikone ampui alas
Iran Air -lehtoyhtion Airbus A300B2 -koneen. Len-
to 655 ldhti Iranista Bandar Abbasin lentokentél-
td ja oli matkalla Dubaihin. Persianlahdella ol-
lut risteilija USS Vincennes havaitsi lennon Aegis-
lennonvalvontajirjestelmésséddn. Vaikka lento oli joka-
viikkoinen, ei sitd 16ydetty vakiolentojen aikataulusta.

Tietokonejarjestelma oletti koneen olevan F-14 -havit-
téjé, joten risteilijéstéd ldhettiin pyynto iranilaiselle F-
14 -havittdjélle tunnistautua. Talloin matkustajalento-
kone keskusteli yhé lennonjohdon kanssa.



12

Solmu

Vahvistus lentokoneen vihamielisistd aikeista saatiin,
kun Aegis-jirjestelmé néytti ilmoittavan koneen ole-
van nopeassa syoksyssid normaalien lentoreittien ulko-
puolella kohti Vincennessid. Todellisuudessa kone oli
yvh& nousussa ja normaalilla lentoreitilld. Risteilijastéa
annettiin kidsky ampua lentokone alas. Koneessa kuoli
290 ihmista.

Vuoden 1991 alussa USA ja Irak kéavivdt sotaa
Persianlahdella. Irak ampui Scud-ohjuksia amerik-
kalaisiin sotilaskohteisiin ja USA kéytti torjuntaan
Patriot-ilmatorjuntaohjuksia. Kuitenkaan 25. helmi-
kuuta Patriot-ohjus ei osunut kohteeseensa ja Scud-
ohjus tappoi 28 amerikkalaissotilasta.

Syyksi osoittautui ohjelmistovika. Patriot-ohjuksessa
on kello, joka mittaa ajan kulumista kymmenesosase-
kunteina kéyttden kokonaislukulaskuria. Ohjusjérjes-
telmé& oli ollut yhtédjaksoisesti toiminnassa yli 100 tun-
tia. Siis laskurin arvo oli suuruusluokkaa 3,6 miljoonaa.

Patriot-ohjus etsii tulevaa ohjusta alueelta, jonka paik-
ka arvioidaan edellisen mittausarvon perusteella. Kulu-
nut aika médratdaan kertomalla aikalaskurin arvo luvul-
la 0,1. Koska luvun 0,1 bindériesitys katkaistiin 24 bit-
tiin, oli tdmén luvun esitysmuodossa suuruusluokkaa
1077 oleva virhe. Témé luku kerrottiin luvulla 3,6 - 106,
joten tulokseen tuli virhettd noin 0,3 sekunnin verran.
Téssé ajassa Scud-ohjus ehti lentédd yli 600 metrié, jo-
ten Patriot-ohjus yritti paikantaa tulevaa ohjusta aivan
vaaraltd suunnalta.

Pelataan lautanupotusta

Sleipner A -6ljynporauslautta tuottaa 6ljya ja kaasua
Pohjanlahdella 82 metrin syvyisessé vedessi. Lautta on
rakennettu betoniselle alustalle. Alustasta kohoaa nelji
tornia, joiden varassa on lautan laitteistokansi.

Lautan alustaa testattiin painolastin avulla 23.8.1991
ennen kannen asennusta paikalleen. Testauksessa alus-
taan tuli vuoto ja se upposi vuonoon Stavangerin lahel-
14. Uppoaminen 220 metrin syvyyteen aiheutti jaristyk-
sen, jonka suuruus oli 3,0 Richterin asteikolla. Talou-
delliset tappiot olivat miljardiluokkaa.

Tutkimuksissa kavi ilmi, ettd yhteen alustan seindmista
tuli vakava vuoto, jota pumput eivit pystyneet kom-
pensoimaan. Syyné oli suunnittelu- ja rakennusvirhe.
Alustan lujuuslaskelmat oli tehty elementtimenetelmél-
14 kidyttden NASTRAN-ohjelmistoa. Alustan osasten
liitoskohdan analyysissa oli kidytetty véaranlaista ele-
menttimallia, jolloin osaan vaikuttavia voimia aliarvioi-
tiin ldhes 50%. Tarkemmissa laskelmissa paadyttiin tu-
lokseen, etté rakenteen kestdvyys pettéisi 62 metrin sy-
vyydessd. Todellisuudessa rakenne petti 65 metrin sy-
vyydessé.

Virheellisti laskuoppia

Vuonna 1994 havaittiin virhe Pentium-prosessorin jako-
laskuoperaation tuloksissa. Virhe esiintyi harvoin, mut-
ta oli potentiaalisesti merkittdvé. Virheen suhteellinen
suuruusluokka oli pahimmillaan 10~ ja tuloksessa oli
tarkkuutta vain 14 bittid. (Tdtd voi verrata Patriot-
ohjuksen aritmetiikkavirheeseen.) Intelin maine koki
virheen ansiosta pahan takaiskun. Lopulta Intel lupasi
vaihtaa virheelliset prosessorit virheettomiin.

Vuonna 1998 Intelin Pentium II ja Pentium Pro -pro-
sessoreissa havaittiin virhe ylivuototilanteen késitte-
lyssd. Jos lilan iso liukuluku yritettiin muuntaa 16-
bittiseksi kokonaisluvuksi, prosessorin olisi pitényt an-
taa tilanteesta virheilmoitus. Kuitenkaan prosessori ei
tehnyt tétéd kaikissa tilanteissa, joten virhe jdi havait-
sematta. T#tA virhettd voi verrata Ariane 5 -raketin
aritmetiikkavirheeseen.

Ohjelmistojen luotettavuus

Tieteen ja tekniikan ohjelmistojen luotettavuutta on
selvitetty useissa tutkimuksissa. Erés perusteellisim-
mista oli lehdessi IEEE Computational Science &
Engineering (April—June 1997) esitelty vertailu.

Lehdessi oli tutkittu FORTRAN 66/77 ja C-kielisié
tieteen ja tekniikan ohjelmistoja. Testi koostui kah-
desta vaiheesta: ohjelmakoodien staattisesta ana-
lyysistd seké seismisten analyysiohjelmistojen ver-
tailusta. L#hdekoodin staattisessa analyysissd oli
tutkittavana 55 FORTRAN-ohjelmistoa ja 68 C-
kielistd ohjelmistoa, joissa oli yhteensd 3,3 miljoo-
naa FORTRAN-kielistd koodirivid ja 1,9 miljoonaa

C-kielistd koodirivid. Eri sovellusalueita oli 40.

Suurin osa koodeista oli perdisin kaupallisista yrityk-
sistéd ja kaikki koodit olivat tuotantokaytossé. Koo-
dien kéyttéjat uskoivat koodien olleen téysin testat-
tuja.

FORTRAN-koodeissa oli keskim#idrin 12 vakavaa
virhettd 1000 koodirivid kohden; C-koodeissa puo-
lestaan oli 8 vakavaa virhettd 1000 rivid kohden.
Eradssé ydintekniikan koodissa oli 140 virhetta 1000
koodirivid kohden. Tédmé& koodi onkin ldhinné hyvin
kallis satunnaislukugeneraattori.
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Proseduurien kutsut olivat yhteensopimattomia jo-
ka 7. tapauksessa FORTRAN-koodeissa ja joka
37. tapauksessa C-koodeissa. Ero johtunee ldhinna
FORTRAN-koodien suuremmasta argumenttien lu-
kumaéérasti sekd automaattisten tarkistusten puut-
teesta. (Nykyisessd Fortran 95 -standardissa on ke-
hittyneempié virheentarkistuksia.)

Osa koodeista oli kirjoitettu kayttden hyvin hé-
mérdé ja virhealtista ohjelmointityylid. Pahimmas-
sa esimerkisséd oli 500000 000 erilaista reittid ohjel-
mayksikon ldpi. Pienikin muutos téllaiseen koodiin
saattaa muuttaa koodin kdyttaytymisen taydellises-
ti. Siten kyseisen koodin ylldpidettédvyys on olema-
ton.

Ohjelmistovertailussa tutkittiin seismistd dataa ké-
sittelevid ohjelmistoja. Seismistd analyysid kayte-
tddn maaperin rakenteen selvittdmiseen, jotta voi-
daan valita oikea paikka koeporauksille. Yksi poraus
voi maksaa kymmenié miljoonia markkoja, joten tu-
losten pitaisi olla luotettavia.

Testattavina oli yhdeksén toisistaan riippumatto-
masti kehitettyéd tuotetta. Seismisen datan analyy-

Taméa artikkeli on julkaistu ldhes samassa muodossa
Solmussa Tietoyhteys-lehden luvalla.

sissé kédytetty matemaattinen algoritmi on suhteel-
lisen yksinkertainen ja kéaytossé kaikissa testatuissa
ohjelmistoissa. Testissd annettiin kaikille ohjelmis-
toille sama sy6ttodata, jonka jélkeen tuloksia verrat-
tiin seké koodien kesken ettd ajamalla samaa koodia
eri koneissa ja eri tarkkuuksilla.

)

Useista koodeista 16ytyi tyypillisid "yhdell& pielessd’
indeksointivirheitd datan analyysissd. Toisaalta sa-
malla ohjelmistolla eri koneissa ja eri tarkkuuksilla
saadut tulokset olivat muutaman desimaalin tark-
kuudella identtiset.

Tkéava kylld ohjelmistojen keskindinen vertailu pal-
jasti, ettd saadut tulokset olivat erilaiset: tuloksissa
oli yhtenevéisyyttd noin yhden merkitsevéin nume-
ron verran. Lisdksi osa koodeista oli ilmeisen vir-
healttiita: laskennan kuluessa saadut tulokset ero-
sivat yha enemmén “keskimé&#raistastd tuloksista”.
Yksikddn koodeista ei nédyttdnyt olevan hyvé kai-
kissa vertailupisteissd: kullakin tuntui olevan so-
keat pisteensd. Yksi koodeista tosin oli johdonmu-
kaisen huono, mutta muut kilpailivat menestykselli-
sesti huonouden kakkossijasta.

Tietoyhteys-lehden numerossa 1/2001, ja se julkaistaan
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Unkarilaisesta matematiikan
opetuksesta Suomessa ja Englannissa

Marjatta Niédtinen
Dosentti, matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Miksi juuri Unkari?

Koulutusjérjestelmé on kuin pyramidi, jossa seuraavat
vaiheet rakentuvat edellisten paille. Jos pienen maan
koulutusjérjestelmé tuottaa poikkeuksellisen hyvié tu-
loksia eri tasoilla mitattuna — aivan ylapddhén asti —
syyné ovat todennékoisesti hyvét perinteet, varsinkin,
jos taloudelliset resurssit ovat olleet niukat. Kansainva-
lisissé vertailuissa Unkari on téllainen niukoista resurs-
seistaan huolimatta hyvin menestynyt maa. Kielisuku-
laisuuden takia unkarilaisilla on erittdin l&mmin kiin-
nostus ja halu yhteistyohon suomalaisten kanssa. Néain
ollen Unkari on melko luonnollinen valinta yhteistyo-
kumppaniksi Suomelle.

Unkarilaisen matematiikanopetuksen hyvit tulokset
ovat herdttineet kansainvilistd huomiota. Englannissa
on jo vuosia tehty kokeilua, jossa on sovitettu unkari-
laisia vaikutteita englantilaiseen matematiikan opetuk-
seen. Professori David Burghes Exeterin yliopistosta
johtaa tata projektia. Exeterin ryhmé valitsi yhteistyo-
kumppaniksi Unkarin sen jélkeen, kun he olivat kayneet
tutustumassa matematiikan opetukseen useissa maissa.

Englantilaisille oli yllatys Unkarissa opetetun ja ym-
mérretyn matematiikan korkea taso. TAmé& péati myo6s
ammattiin suuntautuvalla linjalla, jossa asiaan sopivaa
yhteyttad kdytettiin koko ajan. Unkarilaisten osoittama

itseluottamus ja pystyvyys matematiikassa teki suuren
vaikutuksen englantilaisiin.

Englantilaiset tulivat siihen tulokseen, ettd heilld on
paljon oppimista Unkarista ja paéttivat yrittda to-
teuttaa oppeja kdytiannon tasolla. He totesivat kuiten-
kin, ettd samantapaisia huomioita oltaisiin voitu tehda
muistakin maista, joissa on samantapaisia opetusstra-
tegioita.

Verkosta 16ytyy tietoa téastd hankkeesta osoitteessa

http://www.intermep.org

Unkarin menestyksen avaimet

Unkarissa tiedetéddn, ettei matematiikkaan ole “ku-
ninkaan tietd”. Pitkédt perinteet, tyo ja matemaattis-
luonnontieteellisten alojen arvostus ovat nostaneet Un-
karin matematiikan menestykseen. Jo sata vuotta sit-
ten aloitettiin matematiikkalehti Kémal, joka tarjosi
matemaattisia ongelmia ja lisimateriaalia toisen asteen
kouluille, sekd matematiikkakilpailut. Ndméa yhdessé
mahdollistivat matemaattisten kykyjen 16ytédmisen ja
kehittdmisen tasapuolisesti koko maassa.


http://www.intermep.org
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Millaista on wunkarilainen mate-
matiikan opetus ala-asteella?

Matematiikkaa rakennetaan perustasta alkaen kuin ta-
loa, niinpé alkuopetus on ensisijalla, kun uusia menetel-
mié aletaan soveltaa. Paitsi peruskésitteiden omaksu-
miseen, alkuopetus vaikuttaa voimakkaasti myds asen-
teisiin. Lastentarhassa tai esikoulussa varmistetaan Un-
karissa, etti tulevilla ensiluokkalaisilla on koulun aloit-
tamista varten tarvittavat taidot ja tiedot, myos tar-
peellinen kyky keskittyd. N&din ensimméisen vuoden
opettaja voi lahted siité, ettd kaikilla on tietty perus-
taso.

Poikkeuksellisen hyvid tuloksia tuottanut matematii-
kan opetuksen menetelmé etenee harkitusti ja raken-
taa systemaattisesti pohjaa matematiikan késitteiden
omaksumiselle samalla kehittden lasta monipuolisesti.

Aidinkieltd painotetaan; lapset oppivat vastaamaan ko-
konaisella lauseella ja kertomaan, miten he paéttelevét
asioita. Omaa kulttuuria (lasten lorut, sadut, laulut)
tuodaan esille, samalla tutustutaan luontoon, eldimiin
ja ympéristoon hauskojen péattelytehtdvien ja leik-
kien avulla. Menetelmé on hyvin konkreettinen, leikin-
ja askartelunomainen alkuvaiheessa, jolloin apuvélinei-
ta kaytetddn paljon. Lapset pitdvat taméantyyppises-
td toiminnasta ja se auttaa heitd oppimaan keskitty-
miskykyé sekéd luo positiivisen suhtautumisen oppimi-
seen, matematiikka on suosittu ja térkeid aine. Koulu-
kurssiin kuuluvia matematiikan késitteitd ldhestytdan
konkreettisin tavoin, samaa asiaa useilla eri tavoilla.
Opettaja johdattelee oppilaita itse oivaltamaan ja pu-
kemaan sanoiksi oivaltamansa asian, mutta vasta siiné
vaiheessa, kun mielikuva on kyllin selkeéd verbalisointia
varten. Jos pohja saadaan rakennettua hyvin, voi sille
jatkossa rakentaa.

Myohemmin koulussa abstraktissa muodossa esiin tu-
levia matematiikan késitteitd (esim. funktio, yhtils,
epéyhtilo, lukusuora, jaollisuus) pohjustetaan alkuope-
tuksessa konkreettisilla apuvélineilld ja hauskoilla teh-
tavilla. Nain késitteet ehtivit "kypsy&”.

Englantilaisten havaintoja unkari-
laisesta matematiikan opetukses-
ta

Ennen péatostd yhteistyostd nimenomaan Unkarin
kanssa oli Exeterin ryhmé kdynyt useissa maissa tutus-
tumassa matematiikan opetukseen. Tamé kokemus ei
kuitenkaan valmistanut heitd siihen radikaalisti erilai-
seen opetusstrategiaan, joka vallitsee Unkarissa: Opet-
taja johtaa luokkaa innolla, huumorilla ja vauhdilla.
Lopputulos on erikoinen yhdistelmé kurinalaista, jéan-
nittdvéaa ja hauskaa toimintaa.

Ratkaisevan tédrke#dd on oppilaiden ja opettajan luot-
tamuksen ja yhteistyon tunne. Kaikilla on selked ym-
mérrys siité, ettd oppilas on koulussa tehdékseen tyGté
ja edistyékseen. Vallitsevana on koko luokan interak-
tiivinen opetustapa, johon on siroteltu lyhyité itsenéi-
sen tyoskentelyn palasia. Télld opetustavalla saadaan
kehitettyéd jo alusta alkaen voimakas koko luokan yh-
teenkuuluvuuden tunne. Téll6in siis luokka tyoskente-
lee yhteistyossé, ja keskustellaan avoimesti virheisté il-
man noloutta tai pelkoa joutua naurunalaiseksi. Opet-
taja seuraa jokaisen oppilaan edistystd koko ajan. Han
ohjaa oppituntia huolellisesti ja tarkkaan, mutta ei ole
pelottava, joten oppilaat ottavat mielelldsn aktiivisen
roolin oppimistapahtumassa — esittavéit taululla ratkai-
suja, selittdvét niité, tarjoavat vaihtoehtoisia menetel-
mié, osoittavat virheitd ja yrittdvit tarvittaessa selvit-
tad asioita. Luokkahuoneen ulkoisissa jérjestelyissa té-
mé nikyy niin, ettd oppilaat istuvat pareittain, kasvot
opettajaan péin ja taululle on helppo menné. Oppilaat
pédsevat nopeasti taululle esittdméén ratkaisujaan ja
selittdmé&an niitéd, samoin opettajan on helppo liikkua
luokassa.

Muita térkeitd yksityiskohtia olivat huomion kiinnit-
taminen tasmélliseen, oikeaan matemaattisen kielen
kayttoon ja merkintoihin, Kotitehtdvid kidytetdan, ne
tarkastetaan interaktiivisesti joka tunnin alussa ja luo-
kalta kerétadn erilaisia ratkaisutapoja. Tunnin aikana
annetaan harjoituksia ja ne kdydéaan lapi tehtava ker-
rallaan, niin ettd koko luokka tyoskentelee aina saman
ongelman ratkaisemiseksi — mutta toiset pidsevit pi-
demmiille kuin toiset.

Kaavojen suhteen on pyrkimyksené, ettd oppilaat ym-
mértiavit ne, jolloin muistaminen on helppoa eiké ole
tarvetta kaavakokoelmien kaytolle.

Englantilaisten kokemuksia unka-
rilaisen opetusstrategian toimeen-
panosta

Kokeilun aikana on tullut esiin monenlaisia vaikeuksia,
mutta kokonaisuutena tulokset ovat olleet hyvia. Pal-
jon ty6té on tehty materiaalien valmistuksessa, opetta-
jien koulutuksessa seké tyonohjauksessa. Unkarilaiselle
opetustyylille keskeisen koko luokan yhteishengen luo-
miseen ei riittédnyt, ettd opettaja sai oppilaat esiinty-
méin luokan edessi. Tamé oli tehtévi niin, ettd oppi-
laat myos selittivit, miten he olivat péételleet. Luokka
osallistui, oli joko samaa tai eri mieltid ja opettaja otti
heti esiin virheet seké keskusteli vaihtoehtoisista ratkai-
sumenetelmisté tai yleisista vaarinkasityksista. Kaikkia
oppilaita pyrittiin rohkaisemaan. Samantapainen oli ti-
lanne opettajan tekemien kysymysten suhteen. Jotkut
englantilaiset opettajat luulivat, ettd oli hyvaa interak-
tiivista opetusta kysyé paljon kysymyksid, joihin oli
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selkeéit vastaukset. Heiddn tuli kuitenkin kysyéd myos
haasteellisempia kysymyksid kannustaen luovaan ajat-
teluun ja kriittiseen keskusteluun.

Muita ilmeisiksi tulleita ongelmia olivat haluttomuus
hyviaksyé sddnnollinen, vaikkakin lyhyt kotityo, koti-
tyon tarkistus tehtévittéin, opettajan ollessa ensin téy-
sin selvilld siitd, mitd kukin oli tehnyt. Vasta tdmén jél-
keen tehtavi kiaytiin 1api yhdessé, yleensa taululla avoi-
mesti keskustellen siit# (el siis niin, etti oppilaille anne-
taan 1-10 tehtavaa, opettaja kiertdd neuvomassa niité,
jotka pyytévit). Koko luokan interaktiivinen opettami-
nen on mahdotonta, elleivit oppilaat istu niin, etté voi-
vat vaivatta ndhdi opettajan, menné taululle helposti
ja opettaja voi menné jokaisen oppilaan luo ongelmit-
ta, mutta tdmé jérjestely on vaikeaa monissa téysissa
ja huonosti suunnitelluissa luokkahuoneissa. Taulutyos-
kentelyn keskeisen aseman takia hyvélaatuinen ja laaja
taulu oli tdrked. Opettajan ja oppilaiden taulutyosken-
telyn tuli olla selkedd ja tdsmaéllistd, jotta muut saivat
hyvan mallin seurattavakseen.

Englannissa opettajien poissaolot olivat ongelma mo-
nissa kouluissa, koska sijaisilla ei ollut kokeilua var-
ten tarvittavaa koulutusta. Kaikkien koulujen opetta-
jat eivit tukeneet yksimielisesti opetuskokeilua, erdéana
syyné saattoi olla, ettd kokeilun opetustapa tuo niky-
viin my6s opettajan kyvyt, joten tavallinen opetustyyli
tuntuu helpommalta ja vaarattomammalta. Kokeilussa
mukana oleville tehtiin tyonohjausta kdymaélld seuraa-
massa tunteja ja arvioimalla, miten tehokkaasti opet-
tajat noudattivat opetusstrategiaa. My6s aiemmin ta-
valliseen tyyliin opetetut oppilaat tarvitsivat aikaa tot-
tuakseen siihen, ettei aikaisempi passiivinen oppimis-
tyyli enéd riittanytkaan.

Opettajan opetustyyliin tuli kuulua sopiva rytmi ja
vauhti, innostus ja huumori, lisdksi jatkuva kaikkien
oppilaiden seuranta. Harjoituksessa oli pddpaino omas-
sa padssi tehdylla tyolld, erityisesti alkuvuosina. Las-
kimet otettiin mukaan myohemmin, vasta sitten, kun
tarvittava pohja oli hankittu. Opettajan tuli kdyttai
oppitunnille varattu aika hyvin, siis valmistaa oppitun-
nit ja pitdd kaikki tarvittavat vilineet késilla. Opet-
tajan tuli kayda lapi kaikki kysymykset ja harjoituk-
set etukéteen jotta tietéisi, missé voi syntyd ongelmia.
Ollakseen selvilld oppilaiden tasosta hénen tuli testata
sdannollisesti oppilaiden tietoja ja kerrata ongelmia ai-
heuttavia aiheita. Hanen tuli olla koko ajan tietoinen
siitéd, mitd kukin oppilas tekee, havainnoida itsenéista
tyota kattavasti ja tehokkaasti. Oli myos hyva keskus-
tella yleisistd virheistd ennenkuin kovin moni oppilas
oli ennéttanyt tehdé niitd, kdyda lépi ja kerrata unoh-
tuneita tai védrinkasitettyjd késitteitd heti, kun tuli
esiin ongelmia.

Opettajan tuli saada mahdollisimman moni oppilas
mukaan osallistumaan oppituntiin ja tyoskentelemaan
taululla, kyselld tehokkaasti, johdatellen oppilaita ajat-

telemaan itsendisesti sekéd yhdistdd matematiikka oppi-
laan kokemuksiin ja luokkahuoneen ulkopuoliseen maa-
ilmaan. Opettajaa kehotettiin antamaan tunnustusta
luovuudelle ja hyvélle tyolle seké kertaamaan tunnin lo-
puksi oppitunnin padkohdat. Unkarilainen opetustyyli
vaatii siis hyvin paljon opettajalta.

Englantilaiset huomasivat, ettd opetusvideot hyvin pi-
detyiltd oppitunneilta olivat erittdin tarpeellisia ja
opettajat pitivdt néistd paljon. Samalla seudulla ole-
vien opettajien ryhmét tukivat toisiaan, aina kuiten-
kaan koulujen rehtorit eivét olleet myotamielisid. Kaik-
ki opettajat eivét ottaneet kdyttoon kaikkia suosituk-
sia.

Tyostddn englantilaiset saivat tuloksia. Merkittavia
tulosten parantumista tapahtui, kun opettajat tuli-
vat tutummiksi oppimateriaalin ja opetustyylin kans-
sa. Myos erittdin huonolla alueella olevia kouluja oli
mukana ja niissa tapahtui jopa radikaalia oppimistulos-
ten nousua. Oppilaiden luottamus omiin matematiikan
taitoihinsa ja positiivinen suhtautuminen lisdéntyivat
huomattavasti ja tulokset paranivat. Englantilaiset seu-
rasivat innostuneina unkarilaisten menetelmid, mutta
huomasivat, ettd pitkdaikainen menestys riippuisi mer-
kittdvien muutosten teosta myos alkuopetuksessa.

Unkarin koulujirjestelyisti

Unkarissa oppilaat tulevat kouluun 6-vuotiaina, yleensé
kahden lastentarhavuoden jéilkeen. Témén tarkoitus on
valmistaa koulunkayntiin keskittymaélla kielellisiin ky-
kyihin, kuunteluun, keskittymiseen, hiljaa istumiseen,
ohjeiden noudattamiseen. Matematiikassa luvut 1-10
esiintyvit, mutta niita ei kirjoiteta.

Yleensékin symbolit otetaan kdyttoon vasta, kun niita
on pohjustettu eri tavoin, ala-asteella hyvin konkreet-
tisesti. Matematiikassa pyritddn rakentamaan kunnon
perustaa, korostetaan merkintojéd, logiikkaa, késittei-
téd, eikd kiirehdité suuriin lukuihin, esim. ensimmaéise-
néd vuonna késitellddn vain luvut 1-20, mutta epéyh-
talon ja yhtalon késitteet ovat mukana. Tehokkaat las-
kutaidot saadaan tulokseksi kehitetysté vahvasta mate-
matiikan pohjasta. Pitkéjénteisyys nékyy opetuksessa
ja algebraan valmistautumisen saattaa nihda jo aivan
alkuvaiheesta alkaen. Aidinkielen kiyttoid harjoitetaan
esim. niin, ettd suulliseksi vastaukseksi annetaan koko-
nainen lause eikéd vain vastausta ja oppilaat kertovat,
miten ovat asian paitelleet. Kaikki opettajat, ensim-
méisestd vuodesta ldhtien, ymmértdvit matematiikan
peruskésitteet (ainakin osittain siksi, ettd ovat opiskel-
leet melko laajasti itse sité jo ennen opettajankoulutus-
ta). Oppilaille, joilla on oppimisvaikeuksia, annetaan il-
tapéivalla lisdharjoitusta muiden aktiviteettien sijasta,
koska matematiikkaa ja didinkieltd pidetdéan niitéd pal-
jon tédrkedmpiné oppiaineina. Tukea tarvitseville oppi-
laille annettiin heille muokattuja liséharjoitustehtavi.
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Ala-asteella kaytettiavit oppikirjat:

Varga-menetelmd on antanut paljon vaikutteita kir-
jasarjoihin. Sandor Hajdulla on talla hetkelld suuri
markkinaosuus Unkarin kouluissa kaytettavistd kir-
joista. H#nen kirjasarjansa kattaa koko kouluajan.
Uusiakin kirjoja on juuri tulossa markkinoille. Ala-
asteella Varga-menetelméi ovat soveltaneet oppikirjoi-
hinsa Eszter Neményi ja Marta Oravecz. Edellytyksen
menetelmén kéyttéon on Unkarissa opettajan koulut-
tautuminen menetelmén kayttoon. Myos luvuilla ma-
nipulointiin erikoistunut oppikirja esiintyy ala-asteella,
eivitkd monet opettajat halua luopua siité, koska sen
mukaan opettaminen on vaivatonta.

Alkuopetuksen tuloksia Englan-
nissa

Ensimmaistd vuotta tarkkaan ohjeiden mukaan opet-
taneet englantilaiset opettajat antoivat palautetta tyy-
liin: "Olen opettanut aikaisemmin ensimméisté luokkaa
ja verratessani nykyisen tyylin tuloksia aikaisempaan
olen aivan éllistynyt nykyisen luokkani saavutuksista.”
"Eivat vain parhaaseen ja keskiryhméin kuuluvat lap-
set opi padssdlaskuja allistyttavalla tavalla, vaan myos
heikoimmat. He ndyttéavat kehitténeen nopeat, vilkkaat
aivot, jotka saavat minut hdpedmé&in omiani.”

Joillain kouluilla ja opettajilla oli vaikeuksia toteuttaa
kokeilun opetustyylid. Useille opettajille radikaaliin ja
menestyksekkéiseen opetustyyliin muuttamiseen riit-
tad, ettd menetelméd selitetddn ja esitetddn videoiden
avulla, yksityskohtainen kirjallinen tuki annetaan, ja
etté lisdksi erityisesti alkuopetuksessa annetaan yksi-
tyiskohtaiset tuntisuunnitelmat. Joidenkin opettajien
opetustyylin muuttumiselle oli valttdméatontd opetta-
jatoverin suorittama havainnointi oppitunnilla. Havain-
noinnin ei tietenk#ddn tule olla opettajalle uhkaavaa,
eiki kritisoivan rehtorin tekeméé, parasta olisi taita-
van opettajan oppitunnin seuranta toisessa koulussa.
Ongelmia tuottivat opettajien ja oppilaiden poissaolot,
koska muutaman oppitunnin poissaolo voi aiheuttaa
dramaattisia seurauksia oppilaan etenemiselle ja asian
ymmaértémiselle jatkossa.

Englantilainen tutkijaryhmé toteaa tyytyvaisend seu-
rantatutkimuksen tuloksiin, ettd opetustyylilla saa hy-
vié tuloksia, vaikka sen olennainen osa on tuotu maa-
han toisesta maasta ja sovellettu Englantiin. Englan-
tilaiset ajattelevat, ettd tehokkain keino levittda ope-
tuskédytantoja on opettajankoulutuksen kautta seké
toivovat, ettd lahitulevaisuudessa koittaa aika, jolloin
Englanti on ylped matematiikan opetuksestaan ja kan-
salaiset luottavat kykyihinsa.

Englantilainen tutkimusryhmé péétyi seuraaviin suosi-
tuksiin Englannin matematiikan opetuksen suhteen:

Oppisisillot:

1. Systemaattisempi késittely, asioita késiteltdva
syviéllisemmin eikd hypittdva edestakaisin.

2. Selkedisti médritellyt tyGtavoitteet eri suoritusta-
soille.

3. Enemmaén painoa kaytannon laskutaidolle, erityi-
sesti niille, jotka eivit jatka matematiikan opin-
tojaan yli 16 ikdvuoden.

Matematiikan opetus:

1. Korostettava enemmén opetettavan perusidean
tai késitteen selkedd, tdsméllistd kuvausta.

2. Virheeton, tarkka, jarjestelméllinen tyyli puhu-
tun ja kirjoitetun matematiikan suhteen.

3. Rajoitettu, mutta tehokas laskimen kéytto.

4. Rohkaistaan oman péan kayttod ja tarkeiden fak-
tojen ja kaavojen omaksumista "ulkoa”.

5. Asiaan hyvin kuuluvien sovellusten kiytto kurs-
sitoind ja uusien aiheiden motivoinnissa.

Opetustyyli:

1. Enemmén koko luokan opetusta, vihemmaén it-
sendistd tyotd, mutta hyvin suunniteltu kokonai-
suus.

2. Selkedt tavoitteet ja rakenne kaikille oppitunneil-
le.

3. Kotity6 olennaisena oppimisen osana.

4. Yksittdisen oppilaan virheet kiyttoon koko luo-
kan opetuksessa.

5. Opettaja seuraa koko ajan jokaista oppilasta ja
rohkaisee mahdollisimman monia, myos taululla
koko luokan edessé tyoskentelevid oppilaita.

Opetukseen liittyy my6s sddnnollinen oppimistulosten
testaus.

Unkari on liittyméssd EU:hun

Unkarissa on télla hetkelld paljon tulevaisuuden kehi-
tyksestd huolestuneita matematiikanopettajia. Lantiset
tuulet otetaan helposti vastaan ilman kritiikkié ja oma,
huolella kehitetty ja hyvin toimiva jérjestelma voi jaada
huonoja tuloksia tuottavien muotivirtausten ja séasto-
jen jalkoihin.
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Kokemuksia Suomessa

Ensimmaéisen luokan opetus Suomen kokeilussa aloitet-
tiin syksylla 2000 useissa kouluissa, péadosin Jyvésky-
lassd ja Polvijarvelld unkarista kddnnetyilld Neményi—
Oravecz oppikirjoilla. Unkarilainen kustantaja Nemzeti
tankényvkiado on suhtautunut hyvin ymmaéartavéiisesti
varsin pienin resurssein aloitettuun kokeiluumme ja an-
tanut kdantad oppikirjoja. Ehtona on, ettd kadnnoksia
kéytetddn vain nyt kdynnissid olevaan kokeiluun, eikd
niité levitetd tdméan ryhmén ulkopuolelle.

Opettajien kokemukset ovat olleet oikein hyvid ja he
ovat innostuneita uuden menetelmén opettelun aiheut-
tamasta liséityostd huolimatta. Ainoa ongelma on, etté
jotkut lapset eivit ole tottuneet monisteiden kayttoon,
vaan haluaisivat ”oikean” kirjan. Kirjojen hankkiminen
kokeilua varten on kustannussyisté taysin mahdotonta.
Tutkimustietoa ei viel ole tuloksista, mutta seké opet-
tajien, vanhempien etté lasten ensivaikutelmat ovat ol-
leet kaiken kaikkiaan hyvid. Vaikuttaa myos siltd, ettd
menetelmalla on kehittava siirtovaikutus didinkieleen.

Solmusta loytas yksityiskohtaista tietoa siité, miten en-
simméisen vuoden matematiikan asiat opetetaan un-
karilaiseen tyyliin. Ei kiirehditd suuriin lukuihin, en-
simméisenéd vuonna luvut 0-20, ja pohjaa rakennetaan
huolella. Tamé antaa aikasdfistod myohemmin, sitten
kun jo valmiiksi pohjustetut asiat tulevat vastaan. K&-
sitteiden omaksuminen abstraktimmalla tasolla var-
mistuu, kun niitd on ldhestytty aikaisemmassa vaihees-
sa konkreettisesti.

TIMSS

Tyypillinen ero Unkarin ja Suomen oppimistuloksis-
sa tuli esille tuoreessa kansainvilisessd vertailussa
(TIMSS). Ensimméisen asteen yhtdlon 12z — 10 =
6z + 32 osasi suomalaisista 7. luokkalaisista ratkaista
vain 24 prosenttia, unkarilaisista 74, TIMSS:iin osallis-
tuneiden maiden keskiarvo oli 44 prosenttia. Symbolien
(kuten edelld x) kisittely on edellytys jatkon ymmér-
tamiselle ja oppimiselle, joten asia on aivan olennainen
matematiikan taitojen kannalta ja tulee vastaan opin-
toja jatkettaessa. Unkarilaisessa menetelméssd nékyy
ensimméisen asteen yht#lon pohjustus jo ensimmaéisel-
td luokalta alkaen. TIMSS:in tuloksia tarkasteltiin ma-
tematiikkalehti Solmun numerossa 1/2001.

Unkarilaisen menetelmian vaarat
Suomessa

On ollut erittédin ilahduttavaa, ettd opettajamme ovat
itse huomanneet tarvitsevansa vahvempaa matema-
tiilkan pohjaa ja ovat halukkaita saamaan lisdoppia.

Pystydkseen pohjustamaan késitteitéd, niiden on olta-
va itselld kirkkaana mielesséd. Unkarilaisen menetelmén
onnistunut kaytto edellyttdd opettajilta paljon tyotéa
ja unkarilaisten oppimateriaalien tarkkaa seuraamista.
Unkarilainen, vuosikymmenié opetusty6té tehnyt opet-
taja voi hyvin toimia ilman oppikirjaa, mutta suomalai-
sen opettajan, joka vasta opettelee menetelmén kayton
alkeita, on parasta pitda kurinalaisesti kiinni valmiiksi
kehitetystd oppimateriaalista.

Mielestéini on olemassa melkoinen vaara, ettd suomalai-
set opettajat innostuvat unkarilaisen menetelmén lei-
kistd ja hauskuudesta sekéd haluavat jattdd omat sor-
menjélkensa siithen esim. muuttelemalla opiskelujérjes-
tystd ja poimimalla hosuen makupaloja sieltd taalta.
Menetelmé on kuitenkin systemaattinen ja pitkéin ke-
hittelyn tulos. Sen hajottaminen palasiin ja eri jérjes-
tyksessia uudelleen kokoaminen tai vélistd osan poisjét-
tdminen merkitsisi ehk& vain huononnusta verrattuna
nykyisin kiytossa olevaan, lukuja painottavaan kéytéan-
toomme. Englantiin valittu Hajdun kirjasarja on jonkin
verran vaativampi ja hiukan vihemmén leikinomainen
kuin Neményi—Oravecz. Erot eivit ole kuitenkaan suu-
ret.

Pinnalta katsoen voi unkarilaisessa luokkahuoneessa
dkkiseltdan vieraileva luulla, etté kyse on paluusta van-
haan suomalaiseen opetustyyliin. Vaikka luokkahuo-
neen pulpettijérjestelyt ndyttavatkin ulkoisesti saman-
laiselta kuin omamme vuosia sitten, ei kyse ole samasta
opetustyylisti!

Pohjatietoa Unkarista

Unkarissa matematiikan opettajat ja yliopistomate-
maatikot kuuluvat samaan jérjestoon, Janos Bolyai -
matemaattiseen yhdistykseen. Yhdistys julkaisee Un-
karin 107 vuotta vanhaa matematiikka- ja fysiikkaleh-
ted. Komal sisdltdad nykyisin 37 000 sivua. TAmén vuo-
den kuluessa tulee valmiiksi Unkarin kouluverkon kéayt-
t66n Komaliin kerdtyt 20 000 eri tasoista matematiikan
ja fysiikan tehtdvaé ratkaisuineen ja 3 000 lukiotasoista
artikkelia. Komal siilyttdd satoja vuosia vanhan unka-
rilaisen matematiikan opetuksen ja kehittdmisen tradi-
tion ja on ainutlaatuinen Euroopassa. Noin puolet sen
tehtavistd on kiddnnetty englanniksi, mutta ratkaisut ja
artikkelit ovat yhé vain unkariksi. Kémalin osoite on

http://komal.elte.hu.

Yleista tietoa Unkarin korkeakouluista 16ytyy osoittees-
ta

http://sulinet.hu.
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Pieni maa — suuret aivot

Tutkijatasolla noin kymmenen miljoonan asukkaan Un-
karilla on ehk#d maailmanennétys laskettaessa ensi luo-
kan matemaatikkojen lukuméaraéd suhteutettuna véki-
lukuun ja yli kymmenen Nobelin palkintoa aloilla, jot-
ka vaativat hyvdd matemaattista pohjaa. Taloudelli-
nen murros Unkarissa on kuitenkin nyt hyvin voimakas,
myos koululaitos nayttad joutuvan kirsiméaian sadstois-
ta. Tulevaisuudessa voi pétevistd opettajista tulla pu-

laa Unkarissakin. Jotkut koulujen tulevaisuuden kehi-
tyksestd huolestuneet unkarilaiset sanovatkin jo, etta
heidén varmaan taytyy tulevaisuudessa ostaa takaisin
oma menetelménsi ulkomailta sitten, kun he ovat itse
menettineet korkean koulutustasonsa. Nykyinen kor-
kea taso on téarked syy sille, etté esim. Nokia on laajen-
tanut tutkimus- ja kehitystoimintojaan Unkariin. Un-
karilaiset ovat ylpeitd matematiikan osaamisestaan, he
kayttavat siitd sanontaa Pieni maa — suuret aivot.

Osia kirjoituksesta on julkaistu lehdessid Dimensio n:o 2/2001.
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Diofantoksen ongelmat

Kalevi Suominen
Professori, matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

1. Etsittdava kaksi lukua, joista ensimmdisen kuution
ja toisen luvun summa on sama kuin lukujen summan
kuutio.

2. Jaettava annettu luku kahteen osaan, joiden tulo on
erdan luvun kuution ja itse luvun erotus.

Namé tehtavit ovat esimerkkejd yli sadasta antiikin
matematiikan ongelmasta, jotka kreikkalainen mate-
maatikko Diofantos kokosi nimelld “Aritmetiikka” tun-
nettuun tehtévikokoelmaansa. Teos on siilynyt vain
osaksi, eikd sen historiaa tunneta. Itse Diofantos eli
Egyptin Aleksandriassa luultavasti roomalaisajan lop-
pupuolella, erdén arvion mukaan 200-luvulla.

Yhteisté kaikille Diofantoksen ongelmille on, etté niis-
sé luvuilla tarkoitetaan rationaalilukuja; reaalilukuja ei
tehtévid laadittaessa vield tunnettu. Siksi niiden ratkai-
semiseen on kaytettavi erilaisia keinoja kuin nykyisin
tavanmukaisissa tehtévissi.

Esimerkiksi tehtdvé 1 on nykyaikaisin merkinnéin help-
po muotoilla yht#loksi

(1) B ry=(z+y)>

Tamé on kolmannen asteen algebrallinen yht#lé kah-
den tuntemattoman, x:n ja y:m suhteen. Se toteutuu
aina, kun y = 0, mutta on selvii, ettd Diofantos ei et-
sinyt tdllaista ratkaisua. Jos luvulle z annetaan jokin
kiinted, riittdvéin pieni arvo, voidaan y aina valita niin,
ettd yhtilo toteutuu. Mitdén takeita ei kuitenkaan ole
siitd, ettd saatu ratkaisu olisi rationaalinen. Asiaa ei

auta, vaikka y valittaisiin ensin rationaaliseksi ja sitten
ratkaistaisiin .

Vaikka tehtédvé siis vaikuttaakin aluksi helpolta, kun
siinéd asetetaan vain yksi ehto kahdelle tuntemattomal-
le, niin téllainen vapaus osoittautuukin ratkaisun suu-
rimmaksi esteeksi! Itse asiassa voidaan ajatella, etti
ratkaisujen rationaalisuus on liséehto, joka vastaa vé-
hintdin yhté yhtdaloda. Témé on luonteenomaista kaikil-
le Diofantoksen ongelmille.

Ratkaisut

Diofantoksen esittdmét ratkaisut perustuvat siihen, et-
td asetetaan uusia ehtoja tuntemattomien vélille, kun-
nes yhtéloitd on yhtd monta kuin tuntemattomia. Sil-
loin ratkaisuja ja&d vain ddrellinen méard. Jos ehdot on
vield valittu siten, etté ratkaisu on yksikésitteinen, niin
sen 16ytaminen ei edes vaadi juurenottoa ja tulos on ra-
tionaalinen.

Esimerkiksi yhtélostd (1) saadaan sijoituksella y =
2x — 1 kolmannen asteen yht&lo

(2) 0 = 262° — 272% + Ta.

Talla on kolme ratkaisua: Triviaali juuri z = 0, arvoa
y = 0 vastaava toinen juuri x = 1/2 ja lopuksi etsitty
juuri z = 7/13. Ratkaisu on rationaalinen, koska se on
oleellisesti yksikésitteinen, kun arvoja x = 0 jay = 0
vastaavia erikoistapauksia ei lasketa.
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Tehtéva 2 voidaan késitelld samalla tavoin. Jos annet-
tu luku on 6, kuten Diofantos olettaa esimerkisséén, ja
sen osat ovat = ja 6 — x, niin ratkaistavaksi tulee yhtalo

(3) y? -y =a(6—2).

Lisdehdon y = 3z — 1 avulla voidaan eliminoida y, ja
jiljelle jad yhtdilo

(4) 273 — 2622 = 0.

Kun kaksinkertaista triviaalia juurta z = 0 ei oteta
huomioon, saadaan ratkaisuksi = 26,/27, joka ainoa-
na epétriviaalina juurena on valttdmétta rationaalinen.

Edellé kasitellyt tehtévit osoittavat, ettd Diofantoksen
ongelmien ratkaisu on helppoa — ainakin sen jélkeen,
kun on keksitty sopiva lisdehto tuntemattomien vilil-
le. Eteen tuleekin vaistaméattd kysymys, miten téllai-
nen ehto 16ydetain. Diofantoksen kirja ja muut antii-
kin ldhteet eivit anna mitdéan viitteitd yleisestd mene-
telmésté, vain suuren joukon yksittéisid esimerkkeja.

Geometrinen tulkinta

Diofantoksen ongelmien ratkaisuperiaatteen ymmérté-
miseksi on hyodyllistd tulkita yhtalot geometrisesti.
Kahden tuntemattoman yhtélot, kuten esimerkiksi (1)
ja (3), kuvaavat algebrallisia tasokéyrid. Usein tunte-
mattomia on useampia, mutta samalla myo6s ehtoja on
enemmén ja ne esittévit edelleen algebrallista kdyrai
jossakin korkeampiulotteisessa avaruudessa.

Ensimmaéinen vaihe Diofantoksen ongelman ratkaisus-
sa on tavallisesti kdyrin jakaminen komponentteihinsa.
Esimerkiksi kumpikin yhtélsistd (1) ja (3) on kolmatta
astetta, mutta niiden esittamét kayrat ovat oleellises-
ti erilaiset. Jalkimmaéinen on jaoton, kun taas edellinen
jakautuu kahdeksi komponentiksi: suoraksi y = 0 ja el-
lipsiksi

(5) 322 + 3zy + 2 = 1.

Tehtdva yksinkertaistuu, kun kutakin komponenttia
tarkastellaan erikseen. Niinpé edellé yhtdlon y = 0 rat-
kaisut ovat triviaaleja eivitka kelpaa vastaukseksi; tut-
kittavaksi jii siten vain ellipsi (5).

Rationaaliset pisteet

Algebrallisilla kdyrilld on yleensi déreton méari pistei-
té, joiden koordinaatit ovat reaalilukuja. Myos sellaisia
pisteitd on paljon, joiden toinen koordinaatti on ratio-
naalinen. Pisteitd, joiden kumpikin koordinaatti on ra-
tionaalinen, on sen sijaan usein vain a#rellinen maara.

Téllaisia pisteitd sanotaan kdyrén rationaalisiksi pis-
teiksi. Geometrisesti tarkasteltuna Diofantoksen ongel-
ma on siis sama kuin algebrallisen kdyrdn rationaalis-
ten pisteiden maédarittaminen.

Kun ratkaistaan kahden tuntemattoman yht&loité,
myds jokainen lisdehto tuntemattomien vélilld esittéa
tasokdyrad. Esimerkiksi tehtdvén 1 ratkaisussa ehto
y = 2z — 1 kuvaa suoraa. Lisdehdon toteuttavat rat-
kaisut ovat siten samat kuin k&ayrien yhteiset pisteet.
Diofantoksen ongelman ratkaisemiseksi on siis asetet-
tava lisdehto siten, ettéd kdyrien leikkauspisteet ovat ra-
tionaaliset.

Ensi ndkeméltad tdma ajatus ei juuri vaikuta kayttokel-
poiselta. Kun ollaan vasta etsiméssé rationaalisia pis-
teitd, miten niitéd voitaisiin kayttda hyviksi? Tilanne ei
kuitenkaan ole toivoton. Kéytiannossi on usein mahdol-
lista 16ytad erditéd "ilmeisid” rationaalisia pisteité, jotka
eivit kelpaa etsityiksi ratkaisuiksi. Téllaisia ovat tyypil-
lisesti kayran leikkauspisteet koordinaattiakselien kans-
sa. Esimerkiksi yhtalolld (5) on ilmeiset rationaaliset
ratkaisut * =0 ja y = +1.

Triviaalien, ilmeisten ratkaisujen lisédksi tarvitaan tie-
tenkin viela kelvollisiakin ratkaisuja. Miten voidaan
taata, etté tdllaiset toistaiseksi tuntemattomatkin kay-
rien leikkauspisteet olisivat rationaalisia? Ongelman
ratkaisee seuraava tulos:

Jos kahden kédyridn leikkauspisteet ovat rationaaliset
mahdollisesti yhtéd pistettd lukuunottamatta, niin ne
kaikki ovat rationaalisia.

Téaméan todistamiseksi tarvitsee vain eliminoida toinen
tuntemattomista. Téalloin saadaan yhden tuntematto-
man polynomiyhtéld, ja sen juuret mahdollisesti yh-
td lukuunottamatta ovat rationaaliset. Koska juurien
summa on rationaalinen, on viimeinenkin juuri valtté-
métté rationaalinen.

Ratkaisuperiaate

Edelld esitetyn perusteella voidaan nyt ilmaista Dio-
fantoksen ongelmien ratkaisuperiaate: Etsitdin ongel-
maan liityvan kéayrdn “ilmeiset” rationaaliset pisteet
ja asetetaan lisdehtoa vastaava kidyrd kulkemaan niis-
t4 mahdollisimman monen kautta. Jos tdm& on mah-
dollista tehda siten, ettd yhtd lukuunottamatta kaikki
kéyrien leikkauspisteet ovat néité rationaalisia pisteité,
niin myos viimeinenkin leikkauspiste on rationaalinen.

Esimerkiksi tehtdvan 1 ratkaisussa asetettiin liséehto
y = 2z — 1. Se kuvaa suoraa, joka kulkee ellipsin (5)
triviaalin rationaalisen pisteen (0, —1) kautta. Tamén
ohella se leikkaa ellipsin vain yhdessé pisteessé, kuten
jo edelld n#htiin, ja tdmé piste (7/13,1/13) on myds
rationaalinen.
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Tarkastelu osoittaa lisidksi, ettd suoran kulmakerroin
voidaan valita vapaasti. Siithen kidy miké tahansa ratio-
naaliluku. Néin ellipsilld on d4reton méara rationaalisia
pisteitéd, jotka voidaan esittéd rationaalisen parametrin
avulla. Algebrallisia kiyrié, joilla on tdmé ominaisuus,
sanotaan rationaalisiksi kédyriksi. Moniin Diofantoksen
esittdmiin ongelmiin liittyvét kidyrat ovat rationaalisia,
ja siten niill4 on paljon ratkaisuja Diofantoksen kuvaa-
mien liséksi.

Tehtédvi 2 osoittautuu oleellisesti erilaiseksi. Aluksi ha-
vaitaan, ettd kdyri (3) leikkaa y-akselin rationaalisissa
pisteissd (0,£1) ja (0,0). Jos nyt asetetaan lisdehto,
joka kuvaa esimerkiksi pisteen (0, —1) kautta kulkevaa
suoraa, niin timé leikkaa kiyran (3) vield kahdessa pis-
teessd. Namé leikkauspisteet toteuttavat toisen asteen
yhtélon, ja siten ne eivét yleensé ole rationaalisia.

Ongelma ratkeaa, kun suora valitaan kulkemaan kah-
den rationaalisen pisteen kautta. Ratkaisun kannalta

(7/13,1/13)

on tarkedad huomata, etti néiden ei tarvitse olla eri pis-
teitd. Kahden kéyran leikkauspiste voi néet olla mo-
ninkertainen, kun kiyrat sivuavat toisiaan. Niinpa kéy-
réin (3) tapauksessa liséiehdon kuvaajaksi voidaan valita
tangentti pisteessi (0, —1). Téméin yhtilé ony = 3z—1,
jota jo edelld kaytettiin. Vastaava menettely on mah-
dollinen myos muiden rationaalisten pisteiden (0, 0) ja
(0,1) kohdalla. Niin saaduista rationaalisista pisteisti
voidaan edelleen johtaa uusia joko tangenttien avulla
tai sitten kahden eri pisteen kautta kulkevilla sekan-
teilla.

Tehtavin 2 tapauksessa lisdehtojen valinnassa on siis
paljon vihemmén valinnan vapautta kuin tehtévéssa
1. Yhtélon (3) kuvaama kdyrd on esimerkki ns. ellip-
tisestd kdyrastd. Nimi tulee siité, ettd kdyrdn pisteiti
voidaan esittda elliptisilld funktioilla; itse kdyra ei ole
ellipsi. Téllaisen kdyrén rationaalisten pisteiden joukko
ei vilttamatta ole ddreton.

(26/27,51/27)

(0:-1)

0,-1)

Kuva 1: Tehtévien 1 ja 2 ratkaisut annetuilla lisdehdoilla, yhtdls (5) vasemmalla ja yhtils (3) oikealla.

Lisatehtavii.

1. Etsittdvd Diofantoksen ongelman 1. kaikki rationaaliset ratkaisut.

2. Etsittava Diofantoksen ongelman 2. ratkaisu, kun annettu luku ei ole 6.

3. Etsittévi useita rationaalisia pisteitd kdyraltd (3).

4. Etsittava kaksi lukua, joiden summan suhde niiden nelididen summaan on annettu luku.

5. Etsittava kaksi lukua, joiden summa on sama kuin niiden kuutioiden summa.
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Suomen ja sen sukukielten lukusanoista

Pirkko Suihkonen
Dosentti, yleisen kielitieteen laitos, Helsingin yliopisto

Tutkija, Max Planck Institute for Evolutionary Anthropology

Taustaa

Kaikissa tunnetuissa kielissé on ainakin joitakin lu-
kumadrad merkitsevid sanoja. Koyhin jérjestelmé on
tunnistettu erédssd Tasmaniassa puhuttavassa kieles-
sé, jossa erotetaan luvut 1, 2 ja 241, jolla on merkitys
‘monta’. Uudessa Guineassa on kielié, joissa lasketaan
kymmeneen yhdistdméallda muutamia peruslukusanoja:
1,2,24+1,4, 441,442, 4+ 2+1), 4+ (2+2),
44 (24 1)+ 2 ja 10 (Sasse 1999).

Varsin yleisté on, ettd laskemisjérjestelmén kehittymis-
vaiheessa on hyodynnetty sormia ja varpaita ja myos
muita ruumiinjésenid lukumédrdn méarittelyn apuna.
Haruaissa, jota puhutaan Uudessa Guineassa, on kay-
tosséd kolme lukujérjestelméd. Vanhin jérjestelmé késit-
tdd vain kaksi jdsentd, morfeemit, joilla on merkitykset
'yksi’ ja 'kaksi’. Kahta suurempia lukuja muodostetaan
yhdistamaélla tai reduplikoimalla néitd kahta perusele-
menttid. Toinen jarjestelmé on ruumiin jasenten laske-
misen avulla muodostettu jérjestelmé, jossa lasketaan
tavallisesti vasemman kiden pikkusormesta ldhtien ai-
na 18:aan, jota osoitetaan oikean kéden ranteella, ja sit-
ten taas takaisin 36:een. Ta4ma4 jarjestelmé on kaytossé
my6s Haruain naapurikielessd. Kolmas kéytossé oleva
jarjestelmé on alueella puhuttavan pidginenglannin nu-
merojirjestelmé, jota kiytetdin myos puhuttaessa 30:a
suuremmista luvuista (Comrie 1999). Erdéssi mikrone-
sialaisessa kielesséd on kiytossid oma lukujarjestelméansa

kalojen ja kaikkeen kaloihin liittyvén laskemiseen ja toi-
nen lukujérjestelmé, jota kdytetdin kaikkea muuta las-
kettaessa (Hurdford 1987: 165). Eri lukujérjestelmien
kéytosta eri tarkoituksiin on esimerkkiné binédérijéarjes-
telmén hyddyntdminen sdhkoisessé tiedonvilityksessé.

Uralilaisten kielten lukusanoista

Suomessa, kuten monissa muissakin kielissé, lukusa-
nat muodostavat suljetun sanaluokan, jossa uusia sa-
noja muodostetaan tietyistd peruselementeisté erilais-
ten operaatioiden avulla. Lukusanojen liséksi kielissa
on myds madrdd osoittavia pronomineja ja pronomi-
naalisesti kiytettyjd adjektiiveja (suomen kielessé tdl-
laisia ovat esimerkiksi pronominit moni, muutama, jo-
kainen tai substantiivi pari, joka kidyttdytyy kuten lu-
kusanat).

Kielentutkimuksessa voidaan tutkia lukusanoja hyvin
eri tavoin ja erilaisista ndkokulmista. Kielihistorian tut-
kijat tutkivat sitd, miten lukusanat ovat muodostuneet
ja kehittyneet, ja millainen suhde niill& on kieltd puhu-
van véeston kulttuuriin. Teoreettinen kielitiede on kiin-
nostunut mm. siitd, millaisia jérjestelmis, rakenteita,
sdantoja ja suhteita lukusanoihin, m#arda osoittaviin
pronomineihin ja lukujérjestelmiin liittyy. Myo6s varsi-
naisissa lukujérjestelmissé on suuria eroja, vaikka luku-
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jarjestelmien perustyypit, kuten ldnsimaisissa kaytossa
oleva kymmenjarjestelmé, ovatkin levinneet laajalle.

Uralilaiset kielet jaetaan perinteisesti suomalais-
ugrilaisiin ja samojedikieliin:
1. suomalais-ugrilaiset kielet:

a) saamelaiskielet (pohjoissaame, inarinsaame, kol-
tansaame, eteldsaame, luulajansaame, uumajan-
saame, piitimensaame, kildininsaame (kiltindn-
saame) ja turjansaame),

b) itdmerensuomalaiset kielet (karjala (aunuksen-
karjala ja vienankarjala), vepsi, vatja, liivi, viro
ja suomi),

¢) mordvalaiskielet ersé ja moksha,

d) marilaiskielet itdmari ja linsimari,

e) permildiset kielet udmurtti, komisyrjéini ja ko-
mipermjakki,

f) ugrilaiset kielet: obinugrilaiset kielet hanti ja

mansi (kumpikin siséltid useita eri murteita, joi-
ta voidaan pitdé eri kielind), seké unkari;

2. samojedikielet:

a) pohjoissamojedilaiset kielet: nenetsi, enetsi, nga-
nasani, seké

b) eteldsamojedilaisen ryhmén ainoa elossa oleva
kieli selkuppi.

suomalais-ugrilainen

kantakieli

suomalais-permiléinen
kantakieli

Kuva 1: Kaavio vield eldvien suomensukuisten kielten keskinéisisté suhteista. Kuvio mallintaa kielihistoriallisen
ja vertailevan menetelmén avulla rekonstruoituja uralilaisten kielten vélisid suhteita. Kaavio ei kerro mitdan
uralilaisia kielid puhuvien kansojen ja kansanryhmien geneettisestd alkuperésti tai sukulaisuudesta. Alkupe-
rdinen kaavio on Tiedekeskus Heurekassa oleva kartio, jossa vérien asteittaisen vaihtumisen avulla on pyritty
osoittamaan se, ettd kantakielten eriytyminen tytérkieliksi on pitkd prosessi, jossa kielen muuttumisen eri vai-
heiden suhdetta siihen, milloin voidaan saman kielen murteiden sijasta puhua eri kielistéd, on vaikea osoittaa.
Mita kauemmaksi ajassa taaksepdin siirrytéén, sitd vihemmén variaatiota voidaan rekonstruoituihin kielihis-
toriallisiin muotoihin liitt&4.

Kielihistorian tutkijat ovat osoittaneet, ettd lukusana
kaksi on uralilaisissa kielissé yhteistd alkuperdd. Tél-
14 tarkoitetaan sitd, ettd sana voidaan johtaa kieli-
historiallista tutkimusmenetelméé kiayttiden suomalais-
ugrilaisiin ja samojedikieliin. Myos lukusanoille seitse-
man ja viisi on esitetty uralilaiseen kantakieleen periy-
tyvad historiaa.

Yhteisid suomalais-ugrilaisia sanoja on sen sijaan
enemmén: lukusanat yhdestd kuuteen ovat suomalais-
ugrilaisissa kielissé yhteistd alkuperéé, ja myos joiden-
kin muiden lukusanojen on esitetty voitavan johtaa
yvhteiseen suomalais-ugrilaiseen kantakieleen. Téllainen
on lukusana kymmenen (10), joka on yhteistd alkupe-
riél saamessa, marissa ja mansissa (suomen kielen subs-
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tantiivilla luku on sama alkuperd). Lukusanan seitse-
mén yhteinen historia voidaan johtaa ainakin itdme-
rensuomalaisiin kieliin, saameen, mordvaan, mariin, ko-
miin ja udmurttiin (Taulukko 1).

Taulukossa 1 on lueteltu useimpien suomalais-
ugrilaisten kielten lukusanat yhdestd kymmeneen. Sa-
mojedikielistd ovat mukana nenetsi ja selkuppi. Mo-
nien lukusanojen yhteenkuuluvuus on helppo tunnis-
taa. Mielenkiintoisia ovat lukusanat yhdeksin ja kah-
deksan. Esim. suomen lukusanojen yhdeksédn ja kah-
deksan on varhemmin selitetty muodostuneen siten, et-
té niiden perusosan muodosti latinan sanaan decem '10’
johdettava sana, josta oli vihennetty lukusanat yksi ja
kaksi: "yksi pois kymmenestd” ja "kaksi pois kymme-
nestd”. (Tilld tavoin selitetéiin udmurtin ja komin kah-
deksaa ja yhdeksia tarkoittavien lukusanojen historia.)
Nyttemmin suomen lukusanoissa kahdeksan ja yhdek-
sdn selitetddn olevan taustalla lukusanat yksi ja kaksi
ja kieltoverbin ei johdannainen: ”yhté ei ole” ja "kahta
ei ole”. Tatdakadn etymologiaa ei pidetd virheettoména.
Lukusanoissa on myds muista kielistd saatuja lainoja:
esimerkiksi udmurtin ja komin das ’10’ on iranilaista
alkuperai.

Taulukossa 2 on esimerkkejé uralilaisten kielten lukusa-
noista 11-20. Téssé ryhméssé uusien lukusanojen muo-
dostamisen perustyypit suomalais-ugrilaisissa kielissa
ovat lisddminen, vahentdminen, kertominen ja jakami-
nen. My6s néiden kaikkien ryhmien sisélld on melkois-
ta variaatiota. Lisdédminen voidaan tehd& esim. yhdis-

tdmalld numeraalit siten, ettd kymmeneen lisdtdan yk-
koset, jotka ovat yli kymmenen, kuten esim. udmurtis-
sa: das kyk ’12’, kayttdmalld koordinatiivista konjunk-
tiota kuten karjalassa: kymmenen da kaksi ’12’, tai ad-
verbiaalirakenteen avulla kuten vanhassa kirjasuomes-
sa: caxi pdélle yhdexdnkymmenen '92’. Suomen lukusa-
noissa 11:std 20:een on partitiivisuffiksi: yksitoista(-
kymmentd) = yksi toisesta kymmenestd, saamessa
taas latiivisuffiksi: guokte-nuppe-lohkai ’'12’. Vahen-
tdmalld muodostetuista numeraaleista ovat esimerkki-
né komin ja udmurtin kahdeksan ja yhdeksén. Jaka-
misesta on esimerkkind viron peel kolmat sada ’250’
(’puoli kolmatta sataa’) ja kertomisesta vanhentunut
komipermjakin muoto das’-jec-das ’100’ (’kymmenen
kertaa kymmenen’; perusteellinen selvitys uralilaisten
kielten lukusanoista on Laszl6 Hontin teoksessa Die
Grundzahlwoérter der uralischen Sprachen, josta myos
useimmat artikkelissa olevista esimerkeisté on otettu).
Lukusanan 20 etymologia on yhteinen udmurtissa, ko-
missa, hantissa, mansissa ja unkarissa. Samaa kantaa
oleva sana viittaa ihmiseen, esim. mansi: xum 'mies (ih-
minen; sellainen, jolla on sormet ja varpaat)’.

Taulukossa 3 on uralilaisten kielten tdysid kymmenié
merkitsevid lukusanoja seké lukusanat sata, tuhat ja
miljoona. Kaikissa suomalais-ugrilaisissa kielissé on in-
doeurooppalaista alkuperéd oleva lukusana sata. Ko-
min, udmurtin, hantin ja mansin tuhatta merkitsevan
sanan on esitetty olevan alkujaan indo-arjalainen, ja sa-
na tuhat taas on osoitettu alkuperéltdian balttilaiseksi.

Kieli 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Suomi | yksi kaksi kolme nelji viisi kuusi seitse- | kahdek- | yhdek- kym-
méan san sén menen
Viro iiks kaks kolm neli viis kuus seitse | kaheksa | {iheksa kiimme
PohjS | okta guokte golbma | njeallje | vihtta guhtta Cieza gaveci ovceci logi
Ersi vejke kavto kolmo | nil’e vet'e koto gidlem | kavkso | vejkse kemen
Mari ikte, kokyt, kumyt | nylyt wizyt kudyt Symyt | kandaSe | indese lu
iktyt koktyt
Komi | otik kyk kuim ol vit kvajt $izim kokja- okmys das
mys
Udm odig kyk kuin nyl’ vit/ kuat’ gizym | t'amys ukmys das
Hanti | it katn xilom nil wet xut lapot nijol jar-t'an | jan
Mansi | akwa, akw | kity~y, kit | xtir"m | nila at X0t sat nollow ontellow | low
Unk egy ketto harom | négy ot hat hét nyolc kilenc tiz
Nen opoi sid’e Aar tiet saml’ang | mat siu sidnd’et | habeiji | ji, jud
Selk Sker Sede nagor teet(a) | homplah | mi-ktet | hields | Sede Sker kot
Calgyet Calgyet

Taulukko 1: Uralilaisten kielten lukusanoja 1-10. (Kielten lyhenteet: Komi = komisyrjdéini, Nen = tundranenetsi,
Mari = itdmari, PohjS = pohjoissaame, Selk = selkuppi, Udm = udmurtti, Unk = unkari. Luettelossa kielten
lukusanat suomesta unkariin on otettu néiden kielten kieliopeista. Nenetsin ja selkupin lukusanat ovat nédiden

kielten murremuotoja.)
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Kieli 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Suomi | yksi- kaksi- kolme- nelja- viisi- kuusi- seitse- | kahdek- | yhdek- | kaksi-
toista toista toista toista toista toista méan- san- san- kym-
toista toista toista | mentéd
Viro iiksteist | kaks- kolm- neli- viis- kuus- seitse- | kahek- ithek- | kaks-
teist teist teist teist teist teist sateist | sateist | kiimmend
PohjS | okta- guokte- golbma- | njeallje- | vihtta- guhtta- | cieza- gavcci- | oveci- | guokte-
nuppe- nuppe- nuppe- nuppe- nuppe- nuppe- | nuppe- | nuppe- | nuppe- | logi
lohk&i lohk&i lohk&i lohkéi lohk&i lohk&i lohkdi | lohkai lohk&i
Erséa kevej- kem- kem- kem- keve- kem- kemsi- | kem- ke- koms
keje gav- gol- ﬁiieje t'eje gotovo | Semge | gavk- vejkse
tovo movo Sovo
Mari latik- lat- lat- lat- latwic, latkut, | lat- latkan- | latin- | kolo
(te), la- | kok(yt), kum(yt) | nyl(yt) | latwizyt, | latku- | Sym(yt)| das(e) des(e)
tiktyt latkoktyt lué ko dyt
Komi | das 6ti das kyk das das 1iol’ | das vit das das das das kyz
kuim kvajt $izim kokja- okmys
mys
Udm das odig | das kyk das kuin | das iyl’ | das vit’ das kuat| das das das kyz
$izym | t'amys | ukmys
Hanti | it-xos$- katn-xo$- | xulem- nil-xo$- | wét-xos- | xut-xoé-| lapet- | nijel- jar-xus | xus
jan jan xo0$-jan jan jan jan x0s$-jan | xus
Mansi | akw- kit- xtrem- nila- at-xujp- X0t~ sat- nollow- | ontel- | xus
xXujp- xXujp- xXujp- Xujp- low Xujp- xXujp- xXujp- low-
low low low low low low low xXujp-
low
Unk tizen- tizen- tizen- tizen- tizenot tizen- tizen- tizen- tizen- | husz
egy ketto harom négy hat hét nyolc kilenc
Nen opoi- sid’e- samlang- siu- sidnd’et- habei- | sid’eju
jangane | jangane jangane jangane| jangane | jangarie
Selk Oker Sede nigor teet(a) hompla miu-ktet | hieldse | Sede oker Saskal
kuel get | kuel get kuel get | kuel get | kuel get kuel get | kuel get| ¢cangul | ¢angul | Seda
Seda Seda héaru
héru héru
Taulukko 2: Uralilaisten kielten lukusanoja 11-20.
Uralilaisten kielten lukujéirjestel- kymmenjérjestelmét. Yhteiseen laskemisjirjestelméaén
misti viittaavia elementtejd on esitetty olevan myos lukusa-

Nykyisissé uralilaisissa kielissi, joihin myos suomi kuu-
luu, on kéytossd kymmenjarjestelméa. Koska kymmen-
jarjestelmé on kaikissa uralilaisissa kielisséd, onkin ky-
sytty, onko kymmenjirjestelméa ollut jo uralilaisessa
kantakielesséd. Kuitenkin se, voidaanko tdmé johtaa eh-
k& noin 6000-7000 vuoden taakse, on varsin epévar-
maa. Yhteiseen kantakieleen on postuloitu useitakin lu-
kujérjestelmis (Honti 1999). Sen perusteella, ettéd lu-
kusana kaksi on yhteinen uralilaisissa kielissé, on ar-
veltu tdmén viittaavan siihen, ettd myo6s uralilaisessa
kantakielessa oli kaytossa lukujérjestelmé, jossa oli vain
luvut yksi ja kaksi. Suomalais-ugrilaisissa kielissd on
vhteiset lukusanat yhdestd kuuteen, ja timén taas on
katsottu viittaavan siihen, ettd kiytosséd on ollut kuusi-
jarjestelmé. Uralilaisesta kantakielesté on yritetty etsid
my6s muita jarjestelmid, mm. kaksikymmen- ja kuusi-

nan seitsemén kaytossa ns. maagisena lukuna.

Sen puolesta, ettd kymmenjirjestelmé olisi ollut jo
suomalais-ugrilaisessa kantakieliessé, puhuu se, etté
permiléisissd ja ugrilaisissa kielisséd on kymmentd suu-
rempia kymmenlukuja merkitsevit lukusanat muo-
dostettu sanaan kymmenen johdettavilla, eri iké&isilla
kielen aineksilla: esim. komi: kvajty-myn ’60°, SiZzim-
das '70’; mansi: xot-pan ’60’, sat-low ’'70°, unkari:
harm-inc, murteellinen muoto: harm-ic (<xarmu '3’ +
tizii '10’) '30’, and negy-ven ’40’. Mansin low-, unka-
rin tiz- ja komin ja udmurtin das-lukusanoilla on mer-
kitys '10°, ja komin ja udmurtin myn ja hantin pan,
man, ja unkarin suffiksilla van, ven on my6s kymme-
neen johtava kielihistoriallinen kehitys takanaan. Aina-
kaan sitd ei ole voitu osoittaa, ettd kymmenjérjestelmé
ei olisi ollut jo suomalais-ugrilaisessa kantakielessé tai
kantasamojedissa.
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Kieli 30 40 50 60 70 80 90 100 1000 | 1000000
Suomi | kolme- neljé- viisi- kuusi- seitse- kahdek- | yhdek- sata tuhat | miljoona
kym- kym- kym- kym- mankym- sankym- | sdnkym-
menti mentéd menti menti mentéd menti menti
PohjS | golbma- | njeall- vihttalogi | guhtta- Ciezalogi | gavccilogi| ovccilogi | ¢uodhi| duhat | milli-
logi jelogi logi jovdna
Viro kolm- neli- viiskiim- kuus- seitse- kahek- iitheksa- sada | tuhat | miljon
kiim- kiim- mend kiim- kiim- sakiim- kiim-
mend mend mend mend mend mend
Ersa kolon- nilen- ved'- kod- $§iz- kavkson- | vejksen- | sado | tySc¢a | million
gemen gemen gemen gemen gemen gemen gemen
Mari kumlo nylle witle kutlo Symlu kandaslu | indeslu §iid6 | tiuzem | million
Komi | komyn nelamyn | vetymyn kvajty- §izimdas | kokja- Okmys- $o gurs million
myn mysdas das
Udm | kuamyn | fyldon vit'ton kuat’ton | $izym- t’amyston| ukmys- gu gurs | million
don ton
Hanti | xulom- nil-jan wet-jan xut-jan lapot- nijel- jar-sot sot Saros
jan jan jan
Mansi | wat naliman | atpan xotpan satlow folsat ontolsat | sat sotor
Unk harminc | negyven | 6tven hatvan hetven nyolcvan | kilenc- SZ4az ezer millio
ven
Nen narju t'ietji sam- matji siuju sidnd’etjti| habei- jur jeonar
l'angjii juju
Selk ¢asal naf | te haru hompla mukta heldse Seda oker tot kot tot
haru haru haru haru harmu harmu
¢angul tot| ¢angul tot

Taulukko 3: Uralilaisten kielten lukusanoja: kymmenet, sata, tuhat ja miljoona.
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Oxfordissa matematiikkaa opiskeleva
Pirita Paajanen sai tunnustuspalkinnon

Euroopan naismatemaatikot ovat saaneet optiorahois-
ta lahjoituksen Suomessa tapahtuvaa toimintaa varten,
erityisesti, jotta tyttojd ja naisia kannustettaisiin mate-
matiikan pariin. Téstéd rahasta péédtettiin antaa suurin
osa, 10000 markan palkinto, matematiikan opintojensa
alkuvaiheessa olevalle, mutta jo selkeésti kunnostautu-
neelle nuorelle naiselle. Palkinnon sai Oxfordissa mate-
matiikan opintoja suorittava, Somerolta kotoisin oleva,
juuri 22 vuotta tayttanyt Pirita Paajanen.

Piritan alkutaival opinnoissa oli peruskoulu Somerolla,
sitten yldasteen matematiikkakilpailuissa menestymi-
nen, muutto Turkuun IB-lukioon ja matematiikan lis&-
oppi Péivolan opistossa. Pirita pyrki ylioppilastutkin-
non jilkeen Oxfordiin ja tuli hyvéksytyksi. Kolmatta
vuotta Oxfordissa opiskeleva ja kesélld tutkinnon suo-
rittava Pirita kertoi, ettd opiskelutahti sielld on hyvin
paljon kovempi ja vaativampi kuin Suomessa. Akatee-
misesta vapaudesta ei ole tietoakaan. Henkilokohtais-
ta ohjaajaa tavataan lukukausien aikana 2 tuntia vii-
kossa ja silloin kdydéan ldpi kotitehtavit, jotka on jé-
tetty tarkastettavaksi etukiteen musteella puhtaaksi-
kirjoitettuna. Téllaisessa “laskuharjoituksessa” on ker-
rallaan 1-2 opiskelijaa. Kdytdnnossa opiskelijat joutu-
vat lukukausien aikana opiskelemaan omin péin 50 si-
vua uutta matematiikkaa kolmessa paivéissé ja ratkai-
semaan laskuharjoitustehtavit tdméan pohjalta — luen-
nolla asiat tulevat yleensd vasta tdmén jilkeen ja il-
man yksityiskohtia. Erittdin harvat keskeyttdvét opin-
not, karsinta ja ohjaus ovat niin tehokkaita. Omasta,
vililld hyvinkin kovasta ponnistelusta ja onnistumises-

ta saa palkinnoksi iloa, joka on aivan erilaista kuin ly-
hytjanteisen viihteen antama.

Ensimmaéisté tutkintoa varten on kolmen vuoden kulut-
tua opintojen aloittamisesta erittdin laajat tentit, seit-
seméan koetta viikon aikana, kukin tentti kolme tuntia.
Tenttiin pukeudutaan akateemiseen pukuun. Uusimis-
mahdollisuutta ei ole. Ladkarintodistuksella varmistet-
tu sairaus voi auttaa rajatapausta ylittdm&dan riman.
Jos opiskelija keskeyttdd kokeet sairauden tms. takia,
saa hén uusia ne kaikki, mutta vasta vuoden kuluttua.

Oxfordissa on Suomesta pari matematiikan opiskelijaa.
Yksi heistd on péadtynyt vuorottelemaan opinnoissaan
musiikin ja matematiikan valilld. Opetus maksaa EU:n
kansalaisille 1000 puntaa vuodessa. Opiskelijoista on
noin kymmenesosa Englannin ulkopuolelta, erityisesti
Hong Kongista ja Singaporesta. Euroopasta on ehké
eniten saksalaisia. Vapaa-ajan harrastuksia on tarjol-
la paljon alkaen soudusta ja muusta urheilusta seké
musiikista. Sivuaineita ei tunneta, matematiikkaa opis-
kelevat syventyvit matematiikkaan. Vaikeinta sopeutu-
misessa oli Piritan mielestd sosiaalinen sopeutuminen.
Englantilaiset ovat omissa joukoissaan, ulkomaalaiset
omissaan. Muutama hyvé englantilainen ystavakin on
kuitenkin 16ytynyt.

Hyvé yliopisto ja hyvé tutkinto avaavat kaikki ovet.
Englannissa arvostetaan matematiikkaa aivan eri ta-
valla kuin Suomessa. Matematiikka, samoin kuin esim.
kauppatieteet, on erds vaihtoehdoista, jotka johtavat
hyvdan ammattiin. Englantilaisten késityksen mukaan
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matematiikan opinnoissa menestyminen kertoo, etté
henkil6 pystyy kaikkeen muuhunkin tyoeldméssa tar-
vittavaan ja omaa kyvyn ottaa selvii asioista seki aja-
tella itsendisesti ja loogisesti. Lontoon City vetdd mate-
matiikassa tutkinnon suorittaneita ja yritykset koulut-
tavat hyvinkin teoreettisen koulutuksen saaneet tyon-

Pirita Paajasta haastatteli

Marjatta Néidtidnen

tekijansd kaytdnnon tyoctehtaviin.

Pirita Paajasta kiinnostaa algebrallinen lukuteoria, jos-
sa hén aikoo tehd4 jatko-opinnot Englannissa ja toivoo
voivansa palata sen jédlkeen Suomeen toimiakseen t&alla
matematiikan tutkijana.



