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1. Etsittdvé kaksi lukua, joista ensimmaéisen kuution
ja toisen luvun summa on sama kuin lukujen summan
kuutio.

2. Jaettava annettu luku kahteen osaan, joiden tulo on
erddn luvun kuution ja itse luvun erotus.

Namé tehtdvit ovat esimerkkejd yli sadasta antiikin
matematiikan ongelmasta, jotka kreikkalainen mate-
maatikko Diofantos kokosi nimelld ” Aritmetiikka” tun-
nettuun tehtévikokoelmaansa. Teos on séilynyt vain
osaksi, eiké sen historiaa tunneta. Itse Diofantos eli
Egyptin Aleksandriassa luultavasti roomalaisajan lop-
pupuolella, erdén arvion mukaan 200-luvulla.

Yhteisté kaikille Diofantoksen ongelmille on, ettd niissi
luvuilla tarkoitetaan rationaalilukuja; reaalilukuja ei
tehtdvid laadittaessa vield tunnettu. Siksi niiden rat-
kaisemiseen on kéytettiva erilaisia keinoja kuin nykyi-
sin tavanmukaisissa tehtévissa.

Esimerkiksi tehtdvé 1 on nykyaikaisin merkinnéin help-
po muotoilla yht#loksi

(1) B ry=(z+7y)>

Tamé on kolmannen asteen algebrallinen yht#lo kah-
den tuntemattoman, x:n ja y:mn suhteen. Se toteutuu
aina, kun y = 0, mutta on selvii, ettd Diofantos ei et-
sinyt tdllaista ratkaisua. Jos luvulle z annetaan jokin
kiinted, riittdvéin pieni arvo, voidaan y aina valita niin,
ettd yhtélo toteutuu. Mitdén takeita ei kuitenkaan ole
siitd, ettd saatu ratkaisu olisi rationaalinen. Asiaa ei

auta, vaikka y valittaisiin ensin rationaaliseksi ja sitten
ratkaistaisiin x.

Vaikka tehtédvi siis vaikuttaakin aluksi helpolta, kun
siind asetetaan vain yksi ehto kahdelle tuntematto-
malle, niin téllainen vapaus osoittautuukin ratkaisun
suurimmaksi esteeksi! Itse asiassa voidaan ajatella,
ettd ratkaisujen rationaalisuus on lisdehto, joka vastaa
véahintddan yhta yhtédloa. Tama on luonteenomaista kai-
kille Diofantoksen ongelmille.

Ratkaisut

Diofantoksen esittdmét ratkaisut perustuvat siihen,
ettd asetetaan uusia ehtoja tuntemattomien vélille,
kunnes yhtéloitd on yhtd monta kuin tuntemattomia.
Silloin ratkaisuja j&i vain dédrellinen mééra. Jos ehdot
on vield valittu siten, ettd ratkaisu on yksikésitteinen,
niin sen l6ytdminen ei edes vaadi juurenottoa ja tulos
on rationaalinen.

Esimerkiksi yhtélostd (1) saadaan sijoituksella y =
2z — 1 kolmannen asteen yht&lo

(2) 0 = 262 — 2722 + Tx.

Talla on kolme ratkaisua: Triviaali juuri z = 0, arvoa
y = 0 vastaava toinen juuri = 1/2 ja lopuksi etsitty
juuri z = 7/13. Ratkaisu on rationaalinen, koska se on
oleellisesti yksikésitteinen, kun arvoja x = 0 jay = 0
vastaavia erikoistapauksia ei lasketa.
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Tehtéva 2 voidaan késitelld samalla tavoin. Jos annet-
tu luku on 6, kuten Diofantos olettaa esimerkissééin, ja
sen osat ovat = ja 6 —x, niin ratkaistavaksi tulee yhtalo

(3) y? -y =a(6 - 2).

Lisdehdon y = 3z — 1 avulla voidaan eliminoida y, ja
jiljelle jad yhtdls

(4) 2723 — 2622 = 0.

Kun kaksinkertaista triviaalia juurta xz = 0 ei oteta
huomioon, saadaan ratkaisuksi @ = 26/27, joka ainoa-
na epétriviaalina juurena on valttdméatta rationaalinen.

Edellé kasitellyt tehtévit osoittavat, ettd Diofantoksen
ongelmien ratkaisu on helppoa — ainakin sen jélkeen,
kun on keksitty sopiva liséehto tuntemattomien vélille.
Eteen tuleekin vaistamatta kysymys, miten téallainen
ehto 16ydetédén. Diofantoksen kirja ja muut antiikin
lihteet eivdt anna mitdén viitteitd yleisestd mene-
telmésté, vain suuren joukon yksittaisid esimerkkejé.

Geometrinen tulkinta

Diofantoksen ongelmien ratkaisuperiaatteen ymmérté-
miseksi on hyodyllistd tulkita yhtéalot geometrisesti.
Kahden tuntemattoman yhtélot, kuten esimerkiksi (1)
ja (3), kuvaavat algebrallisia tasokéyrid. Usein tunte-
mattomia on useampia, mutta samalla my6s ehtoja on
enemman ja ne esittdvit edelleen algebrallista kdyrad
jossakin korkeampiulotteisessa avaruudessa.

Ensimmaéinen vaihe Diofantoksen ongelman ratkaisus-
sa on tavallisesti kdyrén jakaminen komponentteihinsa.
Esimerkiksi kumpikin yht#loistd (1) ja (3) on kolmatta
astetta, mutta niiden esittamét kayrat ovat oleellises-
ti erilaiset. Jalkimmaé&inen on jaoton, kun taas edellinen
jakautuu kahdeksi komponentiksi: suoraksi y = 0 ja el-
lipsiksi

(5) 322 + 3zy + 9y = 1.

Tehtéava yksinkertaistuu, kun kutakin komponenttia
tarkastellaan erikseen. Niinpé edelld yhtdlon y = 0 rat-
kaisut ovat triviaaleja eivitka kelpaa vastaukseksi; tut-
kittavaksi jai siten vain ellipsi (5).

Rationaaliset pisteet

Algebrallisilla kdyrillda on yleensd &#reton midrd pis-
teitd, joiden koordinaatit ovat reaalilukuja. Myos sel-
laisia pisteitd on paljon, joiden toinen koordinaatti on
rationaalinen. Pisteitd, joiden kumpikin koordinaatti
on rationaalinen, on sen sijaan usein vain &déirellinen

madra. Téllaisia pisteitd sanotaan kdyrdn rationaali-
siksi pisteiksi. Geometrisesti tarkasteltuna Diofantok-
sen ongelma on siis sama kuin algebrallisen kéyrén ra-
tionaalisten pisteiden méarittdminen.

Kun ratkaistaan kahden tuntemattoman yht&loité,
myds jokainen lisdehto tuntemattomien vililld esittéa
tasokdyrad. Esimerkiksi tehtdvan 1 ratkaisussa ehto
y = 2z — 1 kuvaa suoraa. Lisdehdon toteuttavat ratkai-
sut ovat siten samat kuin kédyrien yhteiset pisteet. Dio-
fantoksen ongelman ratkaisemiseksi on siis asetettava
lisdehto siten, ettd kéyrien leikkauspisteet ovat ratio-
naaliset.

Ensi ndkemélta tdma ajatus ei juuri vaikuta kayttokel-
poiselta. Kun ollaan vasta etsiméssé rationaalisia pis-
teitd, miten niitd voitaisiin kdyttdd hyvéksi? Tilanne
ei kuitenkaan ole toivoton. Kédytdnnosséd on usein mah-
dollista 16ytaéd erditd ”ilmeisid” rationaalisia pisteité,
jotka eivit kelpaa etsityiksi ratkaisuiksi. Téllaisia ovat
tyypillisesti kédyrdn leikkauspisteet koordinaattiakse-
lien kanssa. Esimerkiksi yhtalolla (5) on ilmeiset ra-
tionaaliset ratkaisut x =0 ja y = +1.

Triviaalien, ilmeisten ratkaisujen lisédksi tarvitaan tie-
tenkin viela kelvollisiakin ratkaisuja. Miten voidaan
taata, ettd téllaiset toistaiseksi tuntemattomatkin
kéyrien leikkauspisteet olisivat rationaalisia? Ongel-
man ratkaisee seuraava tulos:

Jos kahden kidyridn leikkauspisteet ovat rationaaliset
mahdollisesti yhtéd pistettd lukuunottamatta, niin ne
kaikki ovat rationaalisia.

Téamén todistamiseksi tarvitsee vain eliminoida toi-
nen tuntemattomista. Télloin saadaan yhden tunte-
mattoman polynomiyht&lo, ja sen juuret mahdollisesti
yhtd lukuunottamatta ovat rationaaliset. Koska juu-
rien summa on rationaalinen, on viimeinenkin juuri
valttdméatta rationaalinen.

Ratkaisuperiaate

Edelld esitetyn perusteella voidaan nyt ilmaista Dio-
fantoksen ongelmien ratkaisuperiaate: Etsitdan ongel-
maan liityvan kédyran ”ilmeiset” rationaaliset pisteet
ja asetetaan lisdehtoa vastaava kayra kulkemaan niista
mahdollisimman monen kautta. Jos tdmé& on mahdol-
lista tehd& siten, ettd yhtd lukuunottamatta kaikki
kéyrien leikkauspisteet ovat néité rationaalisia pisteita,
niin myos viimeinenkin leikkauspiste on rationaalinen.

Esimerkiksi tehtdvian 1 ratkaisussa asetettiin lisdehto
y = 2z — 1. Se kuvaa suoraa, joka kulkee ellipsin (5)
triviaalin rationaalisen pisteen (0, —1) kautta. Tdmén
ohella se leikkaa ellipsin vain yhdessé pisteessé, kuten
jo edelld ndhtiin, ja tdmé piste (7/13,1/13) on myds
rationaalinen.
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Tarkastelu osoittaa lisidksi, ettd suoran kulmakerroin
voidaan valita vapaasti. Siithen kidy miké tahansa ratio-
naaliluku. Néin ellipsilld on dareton méara rationaalisia
pisteité, jotka voidaan esittédé rationaalisen parametrin
avulla. Algebrallisia kiyrié, joilla on tdmé& ominaisuus,
sanotaan rationaalisiksi kdyriksi. Moniin Diofantoksen
esittdmiin ongelmiin liittyvat kdyrit ovat rationaalisia,
ja siten niill4 on paljon ratkaisuja Diofantoksen kuvaa-
mien liséksi.

Tehtédvi 2 osoittautuu oleellisesti erilaiseksi. Aluksi ha-
vaitaan, ettd kiyré (3) leikkaa y-akselin rationaalisissa
pisteissd (0,41) ja (0,0). Jos nyt asetetaan lisdehto,
joka kuvaa esimerkiksi pisteen (0, —1) kautta kulkevaa
suoraa, niin tdmé leikkaa kdyrin (3) vield kahdessa pis-
teessd. Ndamaé leikkauspisteet toteuttavat toisen asteen
yhtélon, ja siten ne eivét yleensé ole rationaalisia.

Ongelma ratkeaa, kun suora valitaan kulkemaan kah-
den rationaalisen pisteen kautta. Ratkaisun kannalta

(7/13,1/13)

on tarkedd huomata, ettd néiden ei tarvitse olla eri pis-
teitd. Kahden kayrén leikkauspiste voi néet olla monin-
kertainen, kun kéyrét sivuavat toisiaan. Niinpé kayréan
(3) tapauksessa lisiiehdon kuvaajaksi voidaan valita
tangentti pisteessi (0, —1). Téméin yhtilé ony = 3z—1,
jota jo edelld kaytettiin. Vastaava menettely on mah-
dollinen myos muiden rationaalisten pisteiden (0, 0) ja
(0,1) kohdalla. Niin saaduista rationaalisista pisteisti
voidaan edelleen johtaa uusia joko tangenttien avulla
tai sitten kahden eri pisteen kautta kulkevilla sekan-
teilla.

Tehtavin 2 tapauksessa lisdehtojen valinnassa on siis
paljon vihemmin valinnan vapautta kuin tehtévéissa
1. Yhtélon (3) kuvaama kéyrd on esimerkki ns. ellip-
tisestd kdyrastd. Nimi tulee siité, ettd kdyrdn pisteitd
voidaan esittda elliptisilld funktioilla; itse kdyréa ei ole
ellipsi. Téllaisen kdyrén rationaalisten pisteiden joukko
ei vilttamatta ole dareton.

(26/27,51/27)

(0-1)

(0-1)

Kuva 1: Tehtévien 1 ja 2 ratkaisut annetuilla lisdehdoilla, yhtdls (5) vasemmalla ja yhtils (3) oikealla.

Lisédtehtavii.

1. Etsittdva Diofantoksen ongelman 1. kaikki rationaaliset ratkaisut.

2. Etsittavd Diofantoksen ongelman 2. ratkaisu, kun annettu luku ei ole 6.

3. Etsittéva useita rationaalisia pisteitd kdyraltd (3).

4. Etsittava kaksi lukua, joiden summan suhde niiden nelididen summaan on annettu luku.

5. Etsittava kaksi lukua, joiden summa on sama kuin niiden kuutioiden summa.



