x1+a:2;:..+xn S \/xl + T + ... Ty,
— epayhtalon johto kaanteisella induktiolla ja
sen kaytto aariarvotehtavissa

Irmeli Pietila

1 Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon va-
linen epayhtalo
Ensiksi todistetaan. etta &2” > \/T1x49 on totta, kun xq, x5 > 0.

Todistus.

2
(1.1) (xl ;m) > 1,

operaatio on sallittu, koska molemmat puolet ovat positiivisia.

12 + 22119 + T2

4

(12) Z T1T9,

(1.3) 112 4 20120 + 292 > dx120,
operaatio on sallittu, koska 4 on positiivinen.

(1.4) 3312 — 2[E13§2 + {E22 Z 0,

(1.5) (21 — 29)* > 0.

Edellisessa epayhtalossa yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos xy = xs.

Seuraavaksi todistetaan epayhtalo yleisessa tapauksessa:

> Yx129...2,, T1,T9, ..., Ty > 0.

T1+ To+ ...Zp
n

(1.6)



Askel 1 (n = 2F)
Epayhtalo todistettiin tapauksessa n = 4. Seuraavaksi voidaan todistaa
matemaattisella induktiolla epayhtilo todeksi, kun n = 2% ja k > 1.

T1+ T2+ a3+ 24

(1.7) 1 2 /X1 X234,

z1tx2 r3+T4
2 + 2

(1.8) N > Yr1 297324,
Geometristen keskiarvojen aritmeettinen keskiarvo!

(o) TEETERR L VR T
' 2 - 2

Z \/l'lxg\/l‘3$4 = \47$1I'22331'4.

Yhtasuuruus toteutuu, jos r1 = zq, x3 = 4.
Yhtasuuruus toteutuu, jos x1xe = r3x4.
Kummatkin yllaolevista ovat tosia, jos x1 = x9 = 13 = x4.

Askel 2
Kaanteisella induktiolla naytetaan todeksi, ettd epaehtalo on voimassa ta-
pauksessa n = 3, kun se on voimassa tapauksessa n = 4.

T+ To + T3

(110) 3 > Yrixex3, T1,T9,T3 > 0.
Valitaan
(1.11) Ty = W joten @y + a5 + a3 = 3 - 24
T1+ T+ a3+ 3 14+
(1.12) L 2: s 44+ S > /T Tam1y,
(1.13) Ty 2> \/T1T2T324,
(1.14) T > T1ToT3Ty,
(1.15) T > 11793,
(1.16) Ty > Y0903
Kuten muistamme, x, = #2252 joten

+
(117) W Z \3/$1LE2$3
Yhtasuuruus patee, kun x; = xo = x. Samalla tavalla voisimme todistaa
epayhtalon todeksi kaikilla n:n arvoilla.
O



2 Maksimiarvo-ongelmat

Edellisen luvun epéayhtéloa voidaan kayttaa maksimiarvotehtévissa, jos funk-
tio voidaan kirjoittaa tekijoidensa tuloksi siten, etta samojen tekijoiden sum-
ma on vakio.

Ongelma 1

Jana a on jaettu kahteen osaan kuvan osoittamalla tavalla. Mika on pinta-
alan suurin arvo, jos se on madritelty A = %y maksimiarvo? Miki on x:n
arvo siina tapauksessa?

Kuva 1: a =10, z,y > 0

Muistal

X1+ To+ T3

> \/T1T2x3

3
Alx) =z -z (10 — x),
2A(x) =z -2 -2(10 — z), voidaan kertoa 2:lla, koska 2 > 0,
20 — 22\ °
2A(x)§<x+m+ 0 x) ’
3
203
2A(z) < EER
4000
A(x) < —— ~ 148.148
(2) < =
Edellisessa epayhtalossa yhtasuuruus toteutuu, jos x; = x9 = x3. Silloin
r =20 — 2z,
20 2 1
TR Ty YT



Vastaus ongelmaan 1:

Az) < % ~ 148.148 . ...

Yhtéasuuruus, kun

20 2 1
"
TT3 T3 YTy

Ongelma 2
Ympyran sisélle on piirretty sylinteri. Mika on sylinterin maksimitilavuus,
kun ympyran sade on R?
Sylinterin sédetté on merkitty r:114 ja korkeutta h:lla (kummatkin aidosti
positiivisia ja pienempid kuin R). Sylinterin tilavuus on siten

Kuva 2:

V = 7r?h,
2
r? + i R?*. Katso kuvaa! Pythagoras.
h2
r? = R? — T tdma sijoitetaan r%mn tilalle V:n kaavassa



Yhtalo on positiivinen ja siksi voidaan korottaa nelicon.

(2 r-5) )

2 2 2 3
Vi) _ RQ—h—24 R2_h_2 h* R +R-5+5
2.2 , 4 )2 = 3 ;
2R2\*?
V(h))? <272 | 22—
(V(R)? < 2 ( 3)
AT R?
V()< ="

Koska % on pallon tilavuus (= V(R)), on sylinterin maksimitilavuus V' (h) =

%. Edellisessa epayhtalossa yhtasuuruus toteutuu, jos

T1 = Tg = T3,

h?  h?
2 _ N _ v
h 4 2’
h? 2
3—:R2, h:_R’
4 V3
h2
2 _p2 I
r"=R 1
2 _ g AR T:\/iR

4.3 V3

Vastaus Ongelmaan 2:

Yhtéasuuruus, kun

—\/g,r—\/g.

Ennen Hortobagyin kurssia en olisi ratkaissut tatda ongelmaa edellamai-
nitulla tavalla, vaan olisin kdyttanyt derivaattaa.




Ratkaisutapa 2

h3
V(h) = 7TR2h — Wz,
h2
V(h)/ = 7TR2 — Wgz,
h?
V(R) =0, kun 7R?— w3z =0,

R
h =+—, mutta vain h > 0 on hyvaksyttava.

75

2R
V3

Vil | =
Kuva 3:

Funktio saavuttaa maksimiar-
_ 2R 1A _
vonsa, kun h = T silloin r =

% ja tilavuus on V'(h) = %.

3 Minimiarvo-ongelmat

Ensimmaisen luvun epayhtaloa voidaan kayttaa minimiarvotehtaviin, jos funk-
tio voidaan kirjoittaa termien summaksi ja samojen termien tulo on vakio.

Ongelma 3
Mik4 on funktion f(x) = #, x > 0, minimiarvo?
fle) =40+
x)=dx + —
x?
4 1
flo) _arvt [T,
2 2 x
fx) =4



Yhtasuuruus patee, jos 4o = %, 422 =1, 0 = 2.

Vastaus ongelmaan 3:

f(2):n minimiarvo on 4.

Silloin ¢ = %

Kuva 4:
Ja derivaatalla:
flx)=4dz+—, x>0,
x
1
f(x)/ =4 PJ
flz) =0,
1
4 - P — 0,
1 R 1
r = 2 mutta x > 0, silloin ainoastaan x = 3 kelpaa.



