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Solmun tehtivien ratkaisuja

Matti Lehtinen

Esitetdéin Solmun 1/2002 tehtévien 16-30 ratkaisut;
tehtdvien 1-15 ratkaisut esitettiin edellisesséd numeros-
sa 2/2002.

16. Madritd kymmenjarjestelméssa kirjoitetun luvun
2001291 pumeroiden summan numeroiden summan nu-
meroiden summa.

Ratkaisu. Olkoon S(n) luvun n numeroiden summa ja
olkoon 20012091 = k. Koska 20012000 < (10%)**""
108004 Juvussa k on enintddin 8004 numeroa. Siis
S(k) < 9-8004 = 72036. Niin ollen S(S(k)) <
7+4-9 = 43 ja S(S(S(k))) < 3+ 9 = 12. Mut-
ta S(n) = n (mod 9). Koska 2001 = 0 (mod 3),
k =0 (mod 9). Silloin myss S(S(S(n))) =0 (mod 9).
Ainoa mahdollisuus on, ettd S(S(S(k))) = 9.

17. Olkoon p kaikkien sellaisten funktioiden lu-
kumiiird, jotka on médritelty joukossa {1, 2, ..., m},
m positiivinen kokonaisluku, ja joiden arvot kuuluvat
joukkoon {1, 2, ..., 35, 36} ja olkoon ¢ kaikkien sel-
laisten funktioiden lukumééri, jotka on méaritelty jou-
kossa {1, 2, ..., n}, n positiivinen kokonaisluku, ja joi-
den arvot kuuluvat joukkoon {1, 2, 3, 4, 5}. Ma#rita
|p — ¢|:n pienin mahdollinen arvo.

Ratkaisu. Tehtdvan oletusten mukaan p = 36™ ja
q = 5". Tarkastellaan ensin tapauksia p > ¢. Luku
36™ — b padttyy ykkoseen. Jos olisi 36™ — 5™ = 1, oli-
sib” =36™—1=(6m—1)(6™+1). Koska luku 6™+ 1
péattyy seitsemédn, se ei voi olla tekijand luvussa 5™.
Siis 36™ — 5™ > 11. Mutta yhté&lolla 36™ — 5™ = 11 on

ratkaisu m = 1, n = 2. Tarkastellaan tapauksia p < q.
Luku 5™ — 36™ pééttyy yhdeksddn. Mutta jaollisuus
estdd, ettd olisi 5™ — 36™ = 9. Siis |p — ¢|:n minimiarvo
on 11.

18. Olkoot ai, ag, ...
dista, etta

, G001 ei-positiivisia lukuja. To-

201 4 202 4 ... 4 Q42001 < 2000 + 9aitaz+-+azoor

Ratkaisu. Osoitetaan induktiolla, etta
(1) 201 4292 ... 4 20 <n-1+ gaitaz+-+an

Viite pétee, kun n = 2: koska (1 —2%1)(1 —22) > 0,
niin 291 4292 < 1429192 QOletetaan, etté (1) on tosi.
Silloin samasta syysté kuin edelld

2a1 + 9a2 4+ 90n+1 S n—1+ 2a1+a2+---+an + 90n+1
<n4+ g(art+az+t-Fan)tanis

19. Nelion ABCD sivun pituus on 1. Olkoon X mieli-
valtainen sivun AB ja Y mielivaltainen sivun C'D piste
ja olkoot M X D:n ja Y A leikkauspiste ja N XC'n ja
Y B:n leikkauspiste. Maé&ritd ne pisteet X ja Y, joille
nelikulmion X NY M ala on suurin mahdollinen.

Ratkaisu. Kolmiot BNX ja YNC ovat yhdenmuo-

toiset.Oletetaan, ettdi BX > CY. Silloin XN >
NC, ja yhtadsuuruus pétee vain, kun BX = CY.
Olkoon P se janan NX piste, jolle NP = NC.
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Silloin |[BNP| = |BNC|, [YPN| = [YNC| ja
|[BPX| > |Y X P| (yhtdsuuruus vain, kun BX = CY).
Lisiksi [XNY| = |XBY| — |[XBN| = |XBC| -

|XBN| = |BNC|. Siis |[BNX| + |[YNC| = |BPX| +
|[IBNP| + [YNC| > |YXP|+ |BCN| + |[YPN| =
| XNY|+ |BCN| = 2|XNY|. Samankokoiset kolmiot
XNY ja BCN peittavit alle puolet puolisuunnikkaas-
ta XBY C, joten | XNY| < 1| XBCY|. Samoin osoite-
taan, ettd | XY M| < 1|AXYD|. Siis [XNYM| < 1.
Yhtéasuuruus pétee edellisten tarkastelujen mukaan sil-
loin ja vain silloin, kun XB =Y C.

20. Suunnikkaan ABCD sivun AD keskipiste on E ja
F on pisteen B kohtisuora projektio suoralla CE. Osoi-
ta, ettd ABF on tasakylkinen kolmio.

Ratkaisu. Leikatkoon C'E suoran AB pisteessid G. Kos-
ka AE = ED, kolmiot AEG ja DEC ovat yhtenevii.
Siis AG = CD = AB. Koska GBF on suorakulmainen
kolmio, sen ympéri piirretyn ympyrén halkaisija on hy-
potenuusa GB ja ympyran keskipiste GB:n keskipiste
A. Siis AB = AF, ja ABF on tasakylkinen.

21. Pisteet A, B, C ja D ovat pallon pinnan eri pis-
teitd. Janat AB ja C'D leikkaavat toisensa pisteessé F'.
Pisteet A, C' ja F' ovat yhté etéélld pisteestd E. Osoi-
ta, ettd suorat BD ja EF ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan.

Ratkaisu. Pisteet A, B, C' ja D ovat samalla ym-
pyrdlla I' ja samassa tasossa 7. Olkoon O pisteen
E projektio tasolla 7. Suorakulmaiset kolmiot FOA,
EOC ja EOF ovat yhtenevid, joten O on kolmion
AFC ympdri piirretyn ympyrén I'; keskipiste. Leikat-
koon suora OF T'i:n my0s pisteessi G ja suoran BD
pisteessi H. Ympyroiden I' ja 'y kehdkulmista saa-
daan ZHBA = ZDCA = ZFGA. Kolmiot HBF ja
AGF ovat yhdenmuotoiset. Koska F'G on I';:n halkai-
sija, ZGAF = ZBHF = 90°. Koska FOLlT ja siis
EOLBD, niin tason EGF kaksi suoraa on kohtisuo-
rassa BD:ta vastaan. Téten BD on kohtisuorassa ta-
soa EGF vastaan ja erityisesti BD LEF.

22. Terdvidkulmaisen kolmion ABC' ympéri piirretty
ympyréd on I'. Olkoon P piste I':n sisdpuolella. Olkoot
X, Y ja Z ne pisteet, joissa suorat AP, BP ja CP
myos leikkaavat I':n. Maéarita ne pisteet P, joille XY Z
on tasasivuinen kolmio.

Ratkaisu. Piste P ei voi olla kolmion ABC' ulkopuolella.
Jos P olisi esim. lyhyemmén kaaren AB méérittaméssa
segmentissé, olisi se kaarista XY, joka ei sisdlla pis-
tettd Z, suurempi kuin 180°. Olkoon siis P sellainen
ABC'n sisépiste, ettd kolmio XY Z on tasasivuinen.
Kolmiosta APY saadaan ZAPB = /PAY +/PY A =
LXZY + LZACB = ZACB + 60°. Samoin saadaan
/BPC = /BAC+60° ja ZCPA = ZCBA+60°. Mut-
ta tunnetusti niiden pisteiden joukko, joista annettu
jana nakyy annetussa kulmassa koostuu kahdesta ym-
pyriankaaresta janan eri puolilla. Kolmion ABC sisilli

on siten enintddn yksi tehtdvin ehdon toteuttava pis-
te P. Tallainen piste myos on olemassa, koska edelld
saatu kulmaehto merkitsee, ettd mainitut kaaret ovat
kokonaan kolmion siséllé ja siis leikkaavat toisensa.

23. n kived asetetaan yhdeksi tai useammaksi kasaksi.
Miki on eri kasoissa olevien kivien lukumééirien tulon
suurin mahdollinen arvo?

Ratkaisu. Olkoot z1, x2, ..., x} positiivisia kokonaislu-
kuja, joiden summa on n. Tehtdva on maksimoida tu-
lo z1x5 - - - . Eri vaihtoehdot lapikdymaélla havaitaan,
ettd jos 1 < n < 4, maksimi on n ja se saadaan, kun
k = 1. Olkoon n > 5. Maksimitapauksessa ei voi olla
x; = 1, koska tulo suurenisi, jos jokin x; korvattaisiin
x; + Ll8 ja x; jéisi pois. Myoskddn mikésn x; ei ole
> 4, koska jos x > 4, niin 2(z — 2) = 2z — 4 > 0; tu-
lo suurenisi, jos x; korvattaisiin luvuilla 2 ja z; — 2.
Mink&&n z;:m ei tarvitse olla 4, silli x; = 4, tulo ei
muutu, jos z; korvataan kahdella 2:1la. Liséksi x; = 2
enintdén kahdella j:n arvolla, koska 3 +3 =2+ 2 + 2,
mutta 3 -3 > 2 -2 - 2. Maksimitilanteessa on siis vain
lukuja z; = 3 ja x; = 2; jalkimmaéisid enintdédn kak-
si kappaletta. Maksimitulot ovat siten seuraavat: jos
n = 3m, maksimi on 3™, jos n = 3m + 1, maksimi on
4-3m=1 jos n = 3m + 2, maksimi on 2-3™. Jos n = 1,
maksimi on 1.

24. Maiéritellddan lukujonot (a,) ja (b,) seuraavasti:
ayp =9, by = 3, ag+1 = 9ak7 bk?+1 = 3bk7 kun k = 1, 2
... Maérité pienin n, jolle b,, > asgo1-

Ratkaisu. Jos 37 > 39, niin 3P > 39! > 2. 349, Osoite-
taan induktiolla, ettd by < ax < br41 kaikilla k. Viite
pitee, kun k = 1: by =3 < 9 = a1 < 33 = by. Olete-
taan, ettd by < ar < bg41. Silloin 30k > qp = 9%-1 =
32ak-1_ joten bi+1 > 2aj. Néin ollen apyq = 9% >
39k > 3% = by jaapy = 9% = 320k < 301 = by o,
Tasté seuraa, etté baoo1 < ag001 < b2002, joten tehtdvan
vastaus on n = 2002.

25. Tasossa on annettuina 2000 pistettd. Osoita, etta
pisteet voidaan yhdistéa pareittain 1000 janalla, jotka
eivit leikkaa toisiaan.

Ratkaisu. Jos pisteet yhdistetddn pareittain 1000 ja-
nalla niin, ettd janojen pituuksien summa on mah-
dollisimman pieni, niin janat eivdt leikkaa toisiaan.
Jos nimittdin AB ja CD leikkaisivat pisteessi P, olisi
AB+CD=AP+PB+CP+ PD > AC+ BD.

26. Eris tehdas tuottaa samankokoisia sdannollisia tet-
raedreja. Tehdas maalaa tetraedrinsa neljalla varilla A,
B, C ja D, kukin tahko omallaan. Montako erilaista
tetraedria on mahdollista tuottaa?

Ratkaisu. Olkoot virit {A, B, C, D}. Viritetty tet-
raedri voidaan aina k#a&ntda niin, ettd pohjan véri on
A ja ettd B-viri osoittaa esim. eteldéin. Silloin on vain
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kaksi mahdollisuutta sijoittaa C- ja D-vérit: C' luo-
teeseen ja D koilliseen tai péinvastoin. Erilaisia tet-
raedrivarityksié on siis vain kaksi.

27. Maalaiskoulussa on 20 lasta. Jokaisella kahdel-
la lapsella on yhteinen isoisd. Todista, ettd er#dlld
isoiséllé on ainakin 14 lastenlasta.

Ratkaisu. Olkoot A ja B X:n isoisdt. Olkoon lapsista
kaikkiaan k kappaletta, k& > 1, sellaisia, joiden isoisét
ovat A ja B. Olkoon Y lapsi, jonka isoiséit eivit ole
A ja B. Kuitenkin toinen néisté on Y:n isoisi; olkoon
toinen isoiséd C' ja toinen A. Lapsen Z toinen isoisé on
joko A tai B ja toinen isoisi joko A tai C. Isoisid on
siis enintédén 3, ja C on kaikkien niiden 20 — k:n lap-
sen isoisd, joiden isoisét eivit ole A ja B. Olkoon A:lla
ja C:11a n yhteistd lapsenlasta; silloin B:lla ja C:114 on
20 — k — n yhteistéd lapsenlasta. Ainakin yksi luvuista
k, n, 20 — k — n on enintddn 6. Jos esim. k < 6, niin
C:lld on (20 — k —n) +n = 20 — k > 14 lapsenlasta.

28. Toisessa koulussa oli 13 tytt6a ja 10 poikaa. Opet-
taja jakoi namusia. Kaikki tytot saivat kesken&dén yhté
monta ja kaikki pojat keskendén yhtd monta. Kukaan
ei jadnyt ilman. Osoittautui, ettd tapa, jolla opettaja
jakoi namuset, oli ainoa tapa, joka taytti edelld kuvatut
ehdot. Montako namusta opettajalla enintdin oli?

Ratkaisu. Jos namuja oli = ja jos jokainen poika sai a ja
jokainen tyttd b namua, niin 13a+10b = z. Yhtélon yk-
sittédisratkaisu on @ = —3z, b = 4x ja yleinen ratkaisu
a = —3x + 10t, b = 4x — 13t, missé t on mielivaltainen
kokonaisluku. Koska a > 0 ja b > 0, on oltava 10t > 3z
ja 13t <dweli 32 <t < 3£ Jos 1£ — 3 = Lo > 2,
tehtévalla on enemmén kuin yksi ratkaisu. Jos z = 260,
ehto sievenee muotoon 78 < t < 80. T4lloin ratkaisuja

on vain yksi. Opettajalla oli enintéén 260 namusta.

29. Todista, etté

1 1 1
668 To60 T T2002 T osal
2 9

+ ST

5.6-7 2000 - 2001 - 2002

Ratkaisu. Jaetaan 0 osamurtoihin: yht&alosta

2
n—1)n(n+1)

2 A B C
(n—1)n(n+1) :n—1+z+n—|—1
(n?+n)A+ (n?-1)B+ (n? —n)C
(n—1)n(n+1)
(A+B+C)n?*+(A-C)n—B
(n—1n(n+1)

saadaan B = -2 A=C,2A+ B =0, A=C = 1. Siis

2 121
(n—1n(n+1)

Mutta néin ollen

667

2
kZ:l(?)k—1)~3k-(3k+1)
667 2002 2002
3 1 1
SR IE D Dt R D
k=1 m=2 m=668

miki on sama kuin tehtdvan vaitos.

30. Olkoon N* positiivisten kokonaislukujen joukko.
Mééaritd kaikki funktiot f : N* — N*, joille f(n +
m) = f(n)f(m) kaikilla m, n € N* ja joille yht&lolla
f(f(x)) = (f(z))? on ainakin yksi ratkaisu r € N*.

Ratkaisu. Olkoon f(1) = a, Silloin f(n + 1) =
f()f(n) = af(n). Téastd seuraa induktiolla, etté
f(n) = a™ Yhtils f(f(z)) = (f(x))? on siis sama
kuin a® = (a®)? = a**. Jos a = 1, yhtiilon ratkai-
suja ovat kaikki x € N*. Jos a # 1, yhtélo saa muodon
a® = 2z. Ratkaisuja voi olla vain parillisilla a:n arvoil-
la. Jos a > 2, niin a”™ > 2" > 2n. Kun a = 2, yht&lolla
on ratkaisu x = 1. Tehtévélld on siis kaksi ratkaisua:
f(n) =1 kaikilla n ja f(n) = 2" kaikilla n.



