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Paikirjoitus

Todistaminen on asia, joka liittyy kiinteésti matema-
tiikkaan. Usein todistuksen kohteena on jokin mate-
maattinen ongelma: olemme l6yténeet sille ratkaisun,
ja todistuksen tarkoituksena on perustella tdmén rat-
kaisun patevyys.

Matematiikassa voidaan my0s todistaa asioita mahdot-
tomiksi: téllaisia ongelmia ei voida lainkaan ratkaista.
Tunnetuimmat esimerkit lienevit jo antiikin kreikka-
laisia askarruttaneet kysymykset ympyrén nelidimises-
til] ja kuution kahdentamisesta? siten, ettd ratkaisus-
sa kaytetadn vain harppia ja viivotinta. Ndiden ongel-
mien tdsméllinen muotoilu edellyttiaé tietysti sité, et-
té olemme huolellisesti mééritelleet ne operaatiot, joita
harpilla ja viivottimella on luvallista suorittaa. Todis-
tus kyseisten operaatioiden mahdottomuudelle palau-
tuu kuitenkin geometriasta lukujen maailmaan; esimer-
kiksi kuution kahdentamisen tapauksessa siihen, ettei
lukua /2 koskaan saada tulokseksi sellaisesta laskusta,
jossa lahdetéén liikkeelle kokonaisluvuista ja kdytetdan
ainostaan yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskua seké
neliGjuuren ottamista.

Ammattimatemaatikko tormaé aina silloin talloin hen-

Pekka Alestalo

kiloihin, jotka eivét naitd todistuksia sulata. Téallai-
nen asenne saattaa olla eldméssd hyoddyllinen, mutta
ainakin matematiikan kohdalla vain tiettyyn pisteeseen
saakka. Myos ylla mainittujen ongelmien kohdalla yrit-
tajia riittad vield kauan sen jilkeen, kun niiden mah-
dottomuus on todistettu, ja useimmiten itse paéttelys-
sé ei ole muuta vikaa kuin se, ettei rajoitusta harpin ja
viivottimen kdyttdmisestd ole ymmaérretty oikein.

Téahén liittyy havainto siitd, kuinka tédrkedd matema-
tiikassa on pitéad kiinni tdsméllisistd madritelmistd. Ai-
noana tieteenalana matematiikka antaa lopullisia vas-
tauksia, mutta vain kysymyksiin, jotka on muotoiltu
tédsmaéllisesti. Jos médritelmien tarkkuudesta annetaan
periksi, niin matemaattisista viitteista tulee mielipide-
kysymyksié.

Itse opin ymmértdméian hyvien méiritelmien tarkey-
den oikeastaan vasta véitoskirjaa tehdesséni. Siihen
saattoi vaikuttaa myos tyoni ohjaajan antama neuvo
siitd, kuinka tutkimustyon pitéisi edistyé: "Viikossa pi-
tad todistaa yksi lause tai kaksi apulausetta, mutta hy-
valld méaritelmélla voi korvata lauseen.”

LYmpyrén sdde on annettu, médritettivi sivun pituus sellaiselle nelislle, jolla on sama pinta-ala kuin ympyralla.

2Kuution sivun pituus on annettu, mééritettéva sivun pituus sellaiselle kuutiolle, jonka tilavuus on kaksinkertainen alkuperiiseen

verrattuna.
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Toimitussihteerin palsta

Kirjoitin Solmun edellisessi numerossa 2/2002 klas-
sisesta todennédkoisyydestid, jonka sovelluksena esitin
loton pédvoiton todennédkoisyyden laskemisen. Pyysin
Solmun lukijoita itse selvittdméén loton muiden voit-
toluokkien todennékoisyydet ja ldhettamédn ratkaisut
Solmun toimitukseen.

Koska ratkaisuja ei ole saapunut, lienee paikallaan an-
taa muutamia vihjeitd kysyttyjen todennékoisyyksien
selvittamiseksi. Kirjoituksessani kaikkien mahdollisten
rivien lukumaéaéraksi saatiin

39 39!
= = 1
<7> 1391 5380937

ja tdmén perusteella laskettiin tdysosuman klassinen
todenniiksisyys Py ("7 oikein”) ~ 6,5-10~%. On huomat-
tava, ettd tissd yhteydessé kaikki muut numerot (myos
lisinumerot, joita arvotaan kolme) tulkittiin "véériksi
numeroiksi”.

Laskemme seuraavaksi klassisen todennékoisyyden
voittoluokalle "kuusi oikein”, jolloin rivissé on siis "yksi
vadrin”. Seitsemésti oikeasta numerosta voidaan valita

kuusi numeroa
7 7!
(6) G

eri tavalla (tdméd on T7-alkioisen joukon 6-kombinaa-
tioiden lukuméiri). Vastaavasti 32 vairistd numerosta
voidaan yksi numero valita

32 32!
(1) 11311

Mika Koskenoja

eri tavalla. Tuloperiaatteen mukaan rivejd, joissa on
kuusi oikein ja yksi vadrin, on yhteensa 7-32 = 224 kap-
paletta. N&in ollen klassisen todennéikdisyyden méari-
telmén perusteella

224 5
P, ("6 oikein”) = ~1,5-107°.

"~ 15380937

Edella esitetty binomikerroin (379) ilmoittaa, kuinka
monella tavalla 39 lottonumeroa voidaan jakaa kahteen
osaan siten, ettd ensimméiseen osaan tulee 7 “oikeaa
numeroa’” ja toiseen osaan 32 "vairdd numeroa”. Kun
laskemme lisinumeroita siséltdvien loton voittoluok-
kien todennékoisyyksid, niin emme voi tulkita lisénu-
meroita oikeiksi emmeké véiriksi numeroiksi. T4ll6in
lottonumerot on jaettava kolmeen luokkaan, "oikeat nu-
merot”, "lisinumerot” ja "va#irdt numerot”. Mahdollis-
ten rivien lukuméédriksi saadaan nyt tuloperiaatteella
multinomikerroin

39\ /32 (29 39!
= ———— = 76289447 520.
(7)(5) (o) =

Néiden vihjeiden jélkeen jétdn vield jéljellda olevien
voittoluokkien todennékoisyyksien laskemisen lukijoi-
den tehtdviksi. Odotamme jilleen ratkaisuehdotuksia
Solmuun.
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Monitahokkaiden topologiaa

Virpi Kauko
Assistentti

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyvéskyldn yliopisto

Montako kuperaa deltaedrii on?

Monitahokas tarkoittaa tasomonikulmioiden rajaamaa
kolmiulotteista joukkoa, tai myos téllaisista monikul-
mioista koostuvaa pintaa. (Tarvittaessa tdsmennetidin
tarkoitetaanko kulloinkin umpinaista kappaletta vai
sen onttoa kuorta.)

Monikulmio puolestaan on tasokuvio, jota reunustaa
itseddn leikkaamaton murtoviiva eli dérellinen méaara
perékkiin silmukaksi liitettyjd janoja (tai myos téllai-
sen tasoalueen reunaviiva).

Monitahokkaita voidaan luokitella erilaisten
sdannollisyys- ym. ominaisuuksien perusteella, mut-
ta on myos olemassa kaikille monitahokkaille yhteisiéd
ominaisuuksia.

Jokaisella tahokkaalla on tietty méadra kirkid (K), kér-
kid toisiinsa yhdistédvid sdrmid (S) ja sérmien reu-
nustamia tahkoja eli monikulmioita (7"). Vierekkéis-
ten tahkojen tasot leikkaavat toisensa sdrmié pitkin.
Niiden kolmen suureen avulla méaritelliin monitahok-
kaan Fulerin karakteristika K — S + T, jota on tapana
merkité lyhyesti kreikkalaisella khi-kirjaimella x. Esi-
merkiksi kuutiolla (kuva a) on K = 8,5 = 12,7 =6 ja
siten x =8 —1246 = 2.

1. Tehtidvii. (a) Laske Eulerin karakteristika muille
oheisen kuvan monitahokkaille ja keksi itse lisdé esi-
merkkeja.

(b) Monikulmio tai monitahokas on kupera eli kon-
veksi, jos sen karkia yhdistévat janat eivét joudu jou-
kon ulkopuolelle. Mitk& oheisen kuvan monitahokkaista
ovat kuperia?

(¢) Monitahokasta sanotaan deltaedriksi, jos sen kaik-
ki tahkot ovat tasasivuisia kolmioita. Yksi sellainen on
kuvassa d. Montako erilaista deltaedrii on olemassa?
Entd montako kuperaa deltaedria?

Tehtavin 1.c ehdot tayttavid monitahokkaita voi etsid
ilman mit&én lisétietoja, piirtdméalla ja/tai leikkaamal-
la ja liilmaamalla pahvikolmioita reunoistaan yhteen.
Mutta misté tiedetdédn, milloin kaikki ovat 16ytyneet?
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Etsintdd voi helpottaa huomaamalla muutaman yleisen
sddnnonmukaisuuden.

Tehtdavan 1l.a  tehtydmme  huomaamme, ettd
K — S + T = 2 ainakin kaikille kuvan tahokkaille, pait-
si mutterimaiselle kappaleelle (kuva e). Mahtaako té-
mé tulos pated yleisemminkin? Miksi mutteri poikke-
aa muista — voimmekohan todistaa teoreeman, jonka
mukaan x = 2 kaikille "epdmutterimaisille” monitahok-
kaille? Tai toisaalta, mité yhteistd on niilld tahokkailla,
joille mainittu kaava pétee?

Eulerin monitahokaslause

2. Lause. Jokaiselle kuperalle monitahokkaalle pétee

Tamé on klassinen FEulerin monitahokaslause. Itse
asiassa kuperuus ei ole téssid valttdmaéaton ehto, silla
viite piatee my0s esimerkiksi kuvissa d ja f oleville "lom-
moisille” tahokkaille. Etsimmekin toisentyyppisen luon-
nehdinnan, jonka avulla tulos on myos helpompi todis-
taa.

Tavoittelemamme monitahokkaat ovat tietylla taval-
la "pallomaisia”. M&arittelemme tdmén ominaisuuden
tarkemmin kohta, mutta ensin selitdimme idean: jos mo-
nitahokas ajatellaan valmistetun jaykén pahvin sijasta
jostakin venyvésté ja taipuisasta materiaalista, sen voi
pullistaa pyoredksi. Mutteri pullistuu t&lléin uimaren-
kaan muotoiseksi pinnaksi, torukseksi, kun taas kuvan
muut tahokkaat muuttuvat palloksi. Pallo on kupera,
torus ei. Palloa ei voi muuttaa torukseksi (eiké torusta
palloksi) leikkaamatta siihen ensin reikié.

Jos kérjet ja sdrmét on merkitty tahokkaan muus-
ta pinnasta poikkeavalla varilla, ne jadavat nékyviin
pullistettuun pintaan verkoksi. Niiden lukumé&érd ei
selvastikdan moisessa pullistelussa muutu, joten myo6s-
kéddn Eulerin karakteristika ei riipu siitd onko kyseessé
terdvisdrméinen monitahokas vai sileélld pinnalla oleva,
verkko — tai siitdkéin onko tahokas kupera vai lommoi-
nen. Silld sen sijaan on vilid, onko verkko pallon vai
toruksen pinnalla, kuten mutteriesimerkki osoittaa.

Palloverkko

Laajemmassa mielesséd verkko eli graafi on miké tahan-
sa kuvio, joka koostuu kérki- eli solmupisteisté ja niita

vhdistévisté, toisiaan leikkaamattomista sarmisté. Pal-
loverkoksi nimitetdén tdssa sellaista ddrellistd ja yhte-
néistéd verkkoa, jonka kérjet ja sdrmét ovat pallopinnal-
la ja siis jakavat pallon "tilkkuihin” eli tahkoihin. A4-
rellisyys tarkoittaa, ettd kirkia, sdrmié ja tahkoja on
vain darellisen monta kappaletta. Yhtendisyys taas tar-
koittaa, ettd verkon jokaisesta kérjesté pédsee sdrmia
myoten mihin tahansa muuhun kérkeen.

Puhkaisemalla palloverkon yhteen tahkoon reién ja ve-
nyttdmaélla sitd verkon voi "litistda” tasoon ilman etté
verkon kérkien ja niissé kohtaavien sdrmien ja tahkojen
méaarat muuttuvat.

3. Tehtévii. (a) Y14 on erds monitahokas — nelipoh-
jainen vinoprisma — levitetty auki tasograafiksi kahdel-
la eri tavalla. Piirrad tai rakenna siitd kolmiulotteinen
malli.

(b) Rakenna erilaisia palloverkkoja solmimalla lankaa
paperimassa- tms. askartelupallon ympaérille.

Jokaista kuperaa monitahokasta siis vastaa jokin pal-
loverkko, mutta on myo6s sellaisia palloverkkoja joita
ei vastaa mikdan monitahokas. Palloverkossa nimittain
voi olla "halkioita”, "irtopaitd” ja "yksi- ja kaksikulmioi-
ta”, toisin kuin monitahokkaassa. Nyt osaamme muo-
toilla véitteen, jonka haluamme todistaa:

4. Lause. Palloverkolle pétee xy = 2.

Todistus. Teemme erddnlaisen induktiopédttelyn: to-
distamme véitteen ensin mahdollisimman yksinkertai-
selle palloverkolle, ja sitten osoitamme ettei K — S + T
muutu vaikka karkii tai sdrmié lisdttéisiin.

Otetaan ensin pallolta vain yksi kérkipiste, jolloin lop-
puosa on yhté tahkoa. Téssd yksinkertaisimmassa pal-
loverkossa on y =1 — 0+ 1 = 2; véite siis pitee aina-
kin tésséd erikoistapauksessa.

Oletetaan sitten, etté pallo on verkotettu milld tahansa
tavalla, kunhan vain x = K — S+ T = 2. (Né&in voi-
daan olettaa, koska olemme jo l6yténeet ainakin yhden
palloverkon, joka tdmin toteuttaa.)
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Muodostetaan nyt uusi verkko lisdadmaélla uusi sarméa
jo ennestéédn olevien karkien vélille, jolloin yksi tah-
ko tulee jaetuksi kahtia. Néin kérkien méérd ei muutu,
mutta sdrmét ja tahkot lisddntyvat molemmat yhdella,
joten uuden verkon Eulerin karakteristika on

X =K -8 +T =K—-(S+1)+(T+1)
=K-S+T-1+1=x=2.

Uusi verkko voidaan muodostaa my0s siten, ettd li-
sitddan kérkipiste ja yhdistetddn se uudella sarmaélla
johonkin ennestédén olleeseen kérkipisteeseen. Télloin
kérjet ja sarmat lisddntyviat kumpikin yhdelld ja tah-
kojen méars pysyy ennallaan, joten x ei nytkéddn muu-
tu.

Uusia palloverkkoja voidaan rakentaa lisda d4rettoméan
monta toistamalla n&itd kahta operaatiota. Toisaalta
miki tahansa palloverkko saadaan aikaan t#lla tavoin:
annetun palloverkon voi purkaa poistamalla siitd yk-
si kerrallaan sédrmié ja yhden sirmén varaan jééneitd
kérkipisteité, siten etté verkko pysyy joka vaiheessa yh-
tendisend (lukija keksik6on sédénnon, jolla moinen on-
nistuu!). Kun tdmé prosessi sitten tehdéén takaperin,
alkuperainen verkko tulee rakennetuksi mainittuja ope-
raatioita kdyttaen.

Koska kyseiset operaatiot siis eivat muuta Eulerin ka-
rakteristikaa, se on vakio kaikille palloverkoille. Ja kos-
ka x = 2 yhdelle palloverkolle (sille jossa on vain yksi
kérki ja yksi tahko), tdmé vakio on 2. O

Tamaé tulos pétee siis kaikille palloverkoille — erityisesti
sellaisille jotka vastaavat jotakin monitahokasta. Niin-
pa tulimme samalla todistaneeksi Eulerin monitahokas-
lauseen 2.

Kulmavaje

Monitahokkaan jokaisessa karkipisteessd k kohtaa jo-
kin méard s(k) sdrmid ja saman verran tahkoja. Kaksi
vierekkéistd sdrméd ovat jonkin tasomonikulmion sivu-
ja, ja niiden vélinen kulma o voidaan mitata tai laskea.
Kun lasketaan ndmé kaikkien kulmien v, ..., ay) as-
teluvut yhteen, saadaan luku, joka kertoo jotakin ky-
seisen kérkipisteen luonteesta. Mikéli kulmien summa

sattuu olemaan tasan 360°, monikulmiot voi latoa sa-
maan tasoon pisteen ympaérille. Kulmasumman poik-
keama tédydestd kulmasta maédritellddn kéarkipisteen k
kulmavajeeksi:

vaje(k) :=360° — (a1 + - + ag))-

Positiivinen kulmavaje siis kertoo, miten laaja kiila jaa
puuttumaan tdydestd ympyristé, jos yksi sdrma leika-
taan auki ja kérjessd kohtaavat monikulmiot levitetdén
samaan tasoon.

5. Tehtdvid. (a) Leikkaa paperista monikulmioita.
Liittele niitd yhteen ja mieti, voiko jonkin kéarkipisteen
kulmavaje olla negatiivinen? Miltd sellainen kérkipiste
néyttaisi? Miten kulmavajeen ja kuperuuden kasitteet
liittyvat toisiinsa?

(b) Rakenna paperimonikulmioista (mielelldéin sééin-
nollisisté, jottei mene turhan vaikeaksi) mieleisesi mo-
nitahokas. Laske kunkin kérkipisteen kulmavaje ja
kaikkien kérkien kulmavajeiden summa. Tee sama tar-
kastelu ainakin kahdelle erilaiselle tahokkaalle.

Monitahokkaan kaikkien kirkien (joita on K kappalet-
ta) kulmavajeiden summaa Ele vaje(k) = A merki-
tdéan kreikkalaisella isolla delta-kirjaimella. Itse asiassa
pétee yleisestikin:

6. Lause. Kuperan monitahokkaan kérkien kulmava-
jeiden summa on A = 720°.

Todistus. (a) Oletetaan aluksi jokainen tahko kolmiok-
si. Silloin monitahokkaassa on kolme sédrmé#i jokais-
ta tahkoa kohti; toisaalta jokainen sdrmé& on kahdel-
le tahkolle yhteinen, joten 37" = 2S. Sijoittamalla t&-
mé yhtdlo Eulerin monitahokaslauseeseen 2 saadaan
2K — T = 4. Kaikkien kéarkien kulmavajeiden summa
on

K
A= 2(3600 — (041 + -+ Oés(k)))
k=1

= 360° - K — (kaikkien tahkojen

kulmien summa).

Koska kolmion kulmien summa on 180° (titd tulosta
ei todisteta nyt, mutta asiaan ehké palataan Solmussa
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joskus myshemmin) ja koska tahkoja on T' kappaletta,
summaksi tulee

360° - K — 180° - T = 180° - (2K — T)
= 180° - 4 = 720°.

(b) Jos monitahokkaan tahkoina on muitakin monikul-
mioita kuin kolmioita, tahkot voidaan jakaa lavist&jil-
14 kolmioiksi. Nyt télle pelkistd kolmioista koostuvalle
"monitahokkaalle” pétee (a)-kohdan péittely siitd huo-
limatta, etté vierekkéiset "tahkot” saattavat olla samas-
sa tasossa. "Sérmien” lisidminen ei muuta kulmien suu-
ruuksia, joten myo6s téssd tapauksessa kulmavajesum-
ma on 720°. g

Huomaa, ettd emme todistuksessa oikeastaan kaytté-
neet oletusta monitahokkaan kuperuudesta. Kaytimme
vain sité tietoa, etté sille pédtee Eulerin monitahokas-
lause — ja kuten totesimme, tdmé pédtee aina kun ta-
hokas voidaan pullistaa palloverkoksi. Kuperuus ei siis
téllekddn lauseelle ole vilttdméton ehto (siis véite on
totta kuperille tahokkaille, mutta myos joillekin muil-
le).

Tamé tulos on itse asiassa aika himméstyttavi. On-
han kulmien mittaaminen luonteeltaan erilaista kuin
kérkien, sédrmien ja tahkojen Iukuméérien laskeminen:
tahokasta ei voi noin vain korvata pyoreélld pallolla
kuten teimme monitahokaslauseen todistuksessa, koska
venyttely ja pullistelu tietenkin muuttaa kulmia. Mut-
ta silti my6s kulmavajelause pétee riippumatta tahok-
kaan tarkemmasta muodosta, kunhan siiné ei ole "rei-
k#d” kuten toruksessa ja mutterissa.

Kuperien deltaedrien etsinnéssi (1.c) voi nyt kiyttdd
apuna juuri todistettuja lauseita 4 ja 6. Laske ensin
sellaisen kérjen kulmavaje, jossa kohtaa p tasasivuista
kolmiota, ja mieti miten suuri kokonaisluku p voi olla.
Em. lauseet antavat valttdméattomén ehdon etsitynlais-
ten tahokkaiden kérkien lukuméérille, joten "yrityksen
ja erehdyksen menetelmad” ei tarvitse jatkaa loputto-
miin. (Tehtdvididn annetaan ratkaisu seuraavassa Sol-
mussa. )

Onko topologia geometriaa?

Monikulmioita ja -tahokkaita tarkastellaan usein geo-
metrisina olioina. Geometria on matematiikan ala, jos-
sa “mitataan” tai oikeastaan lasketaan etiisyyksia ja
kulmien suuruuksia; itse sanakin on johdettu kreikan
maanmittausta tarkoittavasta sanasta. Tuttu esimerk-
ki geometrisesta tuloksesta on Pythagoraan lause, joka
koskee suorakulmaisen kolmion sivujen pituuksia.

Edelld kuitenkin tarkastelimme monitahokkaita hiukan
eri kannalta: Eulerin lauseessa ei puhuta mitdan pi-
tuuksista eikd kulmista. Eulerin karakteristika on mo-
nitahokkaan geometrisesta muodosta riippumaton va-
kio.

Joukon muotoa voivat muuttaa niissd maéritellyt ku-
vaukset eli funktiot. Esimerkiksi kuvaus

f:R —R? f(t) = (cost,sint)
k#arii reaaliakselin tasoon ympyréksi. Totea tdmaé it-

se antamalla muuttujalle ¢ € R arvoja ja piirtdmalla
kuvapisteet tasoon.

Jokaista reaalilukua t vastaa siten yksi (ympyran ke-
hilld oleva) tason piste (x,y), mutta jokaista ympyréin
pistetti vastaa dérettomén monta reaalilukua: esimer-
kiksi pistettd (0,1) vastaavat luvut ..., %, 3% 92 .
(radiaania). Toisaalta muita tason pisteitéd kuin ympy-
ralla olevia ei kuvauksessa f vastaa mikéin reaaliluku.

Kuvauksia voidaan luokitella erinéisten ominaisuuksien
perusteella. Kaksi joukkoa A ja B ovat topologisesti
ekvivalentit, mikali niiden vélilld on topologinen ku-
vaus eli homeomorfismi. Havainnollisesti tdmé tarkoit-
taa, ettd

e jokaista joukon A pistettd vastaa tasan yksi B:n
piste ja painvastoin;

e lihekkéin olevia A:n pisteitd vastaa ldhekkdiset
B:n pisteet ja painvastoin.

Askeisen esimerkin f ei siis ollut topologinen kuvaus.
Ympyrédn ja suoran vililla ei ole olemassakaan topo-
logista kuvausta. Ympyran kanssa topologisesti ekvi-
valentteja kéyrid sanotaan silmukoiksi. Kuvan kayrat
ovat silmukoita, mutta suoran liséksi esimerkiksi jana,
kirjain R ja numero 8 eivét ole. Topologinen kuvaus voi
venyttid, kutistaa ja taivuttaa joukkoa, tai jopa vetéa
sen umpisolmuun, mutta ei katkaista, rei’ittas eiké ve-
nyttad ddrettomiin.

O <> N &

Ominaisuuksia ja vakioita, jotka siilyvét topologisessa
kuvauksessa, sanotaan topologisiksi. Esimerkiksi Eule-
rin karakteristika on topologinen vakio, ja yhtenéisyys
on topologinen ominaisuus.
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Toisin kuin Eulerin lauseessa, kulmavajelauseessa pu-
hutaan kulmien asteluvuista — siis geometriasta! — mut-
ta lauseen sisilto on ettéd néistd laskettu tietty lauseke
on topologinen vakio. Topologia ja geometria kietoutu-
vatkin monin tavoin yhteen, mutta ne eivét ole sama
asia.

Pinta ja sen genus

Ominaisuus, joka erottaa ratkaisevasti pallomaiset pin-
nat torusmaisista, on myos luonteeltaan topologinen.
Huomaamme, ettd toruksen voi leikata auki sopivasti
valittua silmukkaa myoten (sylinteriputkeksi) niin ettd
se pysyy yhtend kappaleena. Pallolle tdmé ei onnistu:
leikkasipa sité millaista silmukkaa pitkin tahansa, sii-
té aina irtoaa pala. Toisaalta torustakaan ei voi leikata
endd toista silmukkaa pitkin: joko putken kylkeen tulee
reikd tai putken péddstd irtoaa rengas. Kuvassa oikealla
olevan pinnan voi avata peréti neljaa erillistd silmukkaa
pitkin halkaisematta sitéd kahtia.

Pinta tarkoittaa tésséd yhtendisté, kaksiulotteista, sul-
jettua ja reunatonta joukkoa. Yhtendisyys merkitsee,
ettd mitkd tahansa kaksi pistettd voidaan yhdistda
toisiinsa jollakin pintaa pitkin kulkevalla kiyralld; 2-
ulotteisuus taas sité, ettd pinnasta leikattu pieni pala
"néyttdd samalta” kuin tasosta leikattu pala (tarkem-
min sanoen pinta on paikallisesti topologisesti ekviva-
lentti tason kanssa). Erityisesti monitahokkaat ovat sel-
laisia. Nyt voimme mééritelld tidrkein topologisen ké-
sitteen:

Pinnan genus on kokonaisluku g, joka kertoo montako
erillistd silmukkaa my&ten pinnan voi leikata auki niin
ettd se pysyy yhtenéisené.

Siispé pallon, kuution, pyramidin jne. genus on g = 0;
toruksen, uimarenkaan, mutterinpinnan jne. genus on
puolestaan g = 1. Genus on toisin ilmaistuna “pujotus-
reikien” tai "kahvojen” lukuméara.

7. Lause. (a) Pinnan genus kasvaa yhdelld, jos siithen
tehddén kaksi viiltoa ja liitetdéin néihin sylinteriputki
paistaan kahvaksi.

(b) Jos pinnan genus on vihintddn yksi, niin siitd voi-
daan poistaa kahva leikkaamalla kahta silmukkaa myo-
ten ja sulkemalla syntyneet reidt. Talloin pinnan genus
viahenee yhdell4.

Todistus. (a) Olkoon P pinta ja g > 0 sen genus. Viil-
tdmalld P kahdesta kohtaa auki ja liittdmalld reikiin
putki piistiin kahvaksi syntyy uusi pinta P’. Nyt kah-
van voi taas irrottaa toisesta péaastian leikkaamalla sil-
mukkaa myoten. Nain ollen sellaisia silmukoita, joita
pitkin pinnan voi leikata auki irrottamatta siité palaa,
loytyy P’:lta yksi enemmén kuin P:1td; P':n genus on
siis g + 1.

Wy

(b) Olkoon P pinta ja g > 1 sen genus, jolloin silld
médritelmén mukaan on g eri silmukkaa sy, s2,... sy,
joita myoten sen voi leikata auki irrottamatta paloja.
Leikataan P auki yhté téllaista silmukkaa s, pitkin,
jolloin pinta siis jad yhtendiseksi ja siithen tulee kaksi
silmukanmuotoista reikéé.

Sitten leikataan pinta auki syntyneen reién reunan la-
heltd kulkevaa silmukkaa pitkin. Téll6in irtoaa sylin-
teriputken muotoinen pala, joten kyseinen silmukka ei
voinut olla mik#én edellamainituista (g — 1):sté silmu-
kasta. Ommellaan sitten pintaan jéineet kaksi reikdi
umpeen, jolloin syntyy uusi pinta P”. Nyt pinnalla P”
on edelleen g — 1 erillistéd silmukkaa, joita pitkin auki
leikattuna se pysyisi yhtenéisené: sy, s2,...54—1. Niin-
pa P"”:n genus on g — 1, ja operaatiosta jii yli yksi
sylinterinmuotoinen kahva. O

Mutterille ja muille positiivisen genuksen omaaville mo-
nitahokkaille pétee Eulerin monitahokaslausetta (4) ja
kulmavajelausetta (6) vastaavat tulokset; niissi vain
esiintyy eri vakiot. Todistaaksemme namé tulokset kay-
tdmme jédlleen apuna verkkoja.
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Pintaverkko

Mika tahansa pinta voidaan "verkottaa” samaan tapaan
kuin pallo. Mielivaltaisesti valitut kérjet ja sdrmit ja-
kavat pinnan alueisiin, mutta téssi tarvitsemme lisdeh-
don. Jokaisen alueen reuna saa koostua vain yhdestd
(murtoviiva)silmukasta — toisin sanoen vaadimme, ettd
alue on monikulmion kanssa topologisesti ekvivalent-
ti. (Tamé ehto sulkee pois rengasmaiset tai reiélliset
alueet.)

<t

T =

Esimerkiksi toruksen voi verkottaa siten, ettd saadaan
edelld esiintyneen mutterin "pyéristetty” vastine — mut-
ta jos tésta verkosta poistetaan tietyt kuusi viivaa, saa-
daan toinen verkko, jonka yksi alue on renkaan muo-
toinen.

Nimitdmme pintaverkoksi dérellisté ja yhtendisté verk-
koa, joka jakaa jonkin pinnan topologisiin monikul-
mioihin. Edellisen kuvan vasemmanpuoleinen verkko
on pintaverkko, oikeanpuoleinen ei. (Aiemmin mé#éri-
telty palloverkko on siis pintaverkon erikoistapaus.)

8. Tehtivii. (a) Piirrd tai rakenna monitahokas, jon-
ka genus on vahintddn yksi ja jossa on ainakin yksi
rengasmainen “tahko”. Laske sen Eulerin karakteristi-
ka. Lisda sitten kérkiéd tai sdrmié siten, ettd rengasa-
lue jakautuu tavallisiksi monikulmioiksi, ja laske tdmé&n
uuden tahokkaan karakteristika.

(b) Vertaa ylldolevaa pintaverkon méiéritelmid pallo-
verkon mééritelmédn. Palloverkon mééaritelma ei kiel-
tdnyt rengasalueita — siind vaadittiin vain ettd verkon
pitéa olla yhtendinen. Voiko palloverkossa olla rengasa-
lueita? Mieti miksi rengasalueet pitdd kieltdi erikseen
suurempigenuksisilta pintaverkoilta.

(c) Voiko 1-genuksista monitahokasta (tai pintaverk-
koa) esittéé tasograafina (vrt. tehtdvi 3.a)?

Yleistetty Eulerin lause ja kulma-
vajelause

Nyt yleistaimme &sken nollagenuksisille monitahokkail-
le todistamamme kaksi lausetta isompigenuksisillekin
tahokkaille.

9. Lause. Jos pinnan genus on g, niin sen jokaisen pin-
taverkon Eulerin karakteristika on xy = 2 — 2g.

Todistus. Kaytamme jalleen induktiotyyppista padtte-
ly&. Pallon tapauksessa g =0jax =2=2-2-0, jo
todistetun tavallisen Eulerin lauseen nojalla. Oletetaan
sitten véitteen pétevén jollakin luonnollisella luvulla g,
eli ettd (minkd tahansa) g-genuksisen pintaverkon V
karakteristika on x = 2 — 2g.

Eulerin lauseen perusteella x ei riipu pinnan eiké ver-
kon geometriasta. On osoitettava, ettd télloin minka
tahansa (g + 1)-genuksisen pintaverkon karakteristika
on X' =2—2(g+1). Koska

2—-2(g+1)=2-29g—-2=-29g=x—2,

on toisin sanoen todistettava, ettd pinnan genuksen
kasvaessa yhdelld silla olevan pintaverkon Eulerin ka-
rakteristika véhenee kahdella. Lauseen 7 nojalla min-
k& tahansa (g + 1)-genuksisen pinnan voi koota g-
genuksisesta pinnasta ja sylinteriputkesta.

Leikataan pintaverkko V auki kahta erillistd sdrméé
my&ten. Kahvaksi liitettdvan putken voi tehdi vaik-
kapa yhdesté topologisesta neliosté, jonka vastakkaiset
sivut yhdistetéd#in uudeksi sdrméksi. Operaation jilkeen
meilld on uusi pintaverkko V', jonka genus on g + 1 ja
jossa on kérkid saman verran kuin V:ssé, sdrmié kol-
me enemmén ja tahkoja yksi enemmén. Siten verkon
V' Eulerin karakteristika on

X' =K-(S+3)+(T+1)
=K-S+T-3+1=y-2,

kuten véaitettiin. Vield todetaan tavallisen FEulerin
lauseen perusteella, ettei V':n karakteristika riipu va-
litusta pintaverkosta eiké siten myoskdéan tavasta jolla
kahvan lisdys tehtiin, joten todistuskin pétee néisté va-
linnoista riippumatta. O

Jokaista monitahokasta vastaa sen kanssa topologisesti
ekvivalentti pintaverkko, joten lauseesta 9 seuraa yleis-
tetty FEulerin monitahokaslause:

10. Lause. Jos monitahokkaan genus on g, niin sen
Eulerin karakteristika on x = 2 — 2g.

Todistamme vield yleistetyn kulmavajelauseen:

11. Lause. Jos monitahokkaan Eulerin karakteristika
on x, niin sen kaikkien kéirkien kulmavajeiden summa

on A = 360° - .
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Todistus. Lauseen 6 todistus yleistyy melko suo-
raan; ainoa ero on, ettd (a)-kohdassa yhtdlod
3T = 2§ ei sijoiteta Eulerin monitahokaslauseeseen
K — 5§+ T = 2, vaan Eulerin karakteristikan maéritel-
méin K — S+ T = .

Talloin saadaan 2K —2S+2T =2K —T =2y ja
kaikkien kulmavajeiden summaksi

A =360° - K — (kaikkien tahkojen kulmien
summa) = 360° - K —180° - T
= 180° - (2K — T)) = 180° - 2y
—360° - y.

(b)-kohdan p#éttely toimii sellaisenaan. O

Namé tulokset osoittavat, ettd Eulerin karakteristika
X ja kulmavajeiden summa A kertovat (verkotetusta)
pinnasta tasan saman asian kuin genus g. Jos siis yksi
néistd luvuista tiedetédén, voidaan laskea myds muut.
Kaikki (yhteniiset, kaksiulotteiset, suljetut ja reunat-
tomat) pinnat voidaan luokitella tdmén ominaisuuden
perusteella topologisiin luokkiin.

12. Tehtavi. Piirrd tai rakenna erigenuksisia monita-
hokkaita ja laske niiden y ja A.

Huomautuksia

Tamén artikkelin tarkoitus oli esitelld havainnollisten
esimerkkien avulla millaisia asioita tutkii topologiaksi
kutsuttu matematiikan ala ja todistaa muutama topo-
loginen lause. Muodollisia mééritelmié esitettiin mah-
dollisimman vahé&n, mutta kiinnostunut lukija 16ytaa
niitd helposti lisdd oppikirjoista.

Topologisen kuvauksen eli homeomorfismin oikea m#a-
ritelmé on ’jatkuva bijektio, jonka kédnteiskuvauskin
on jatkuva’. Sana topologia on periisin kreikasta (ku-
ten moni muukin matematiikan termi). Se on matema-
tiikan ala, jossa avoimet joukot ja jatkuvat kuvaukset
ovat keskeisid kasitteita.

Oletimme (erikseen mainitsematta) kaikki pinnat suun-
nistuviksi, eli ettd niilld on seké siséd- ettd ulkopuoli.
On olemassa my6s suunnistumattomia pintoja kuten
Kleinin pullo, joita tdmé tarkastelu siis ei koske. Nolla-
genuksisen monitahokkaan ja pallo(verko)n topologista
ekvivalenssia perustelimme edellé vain intuitioon vedo-
ten: monitahokkaan voi "pullistaa” palloksi. Tdmé voi-
taisiin todistaa tédsméllisesti madrittelemélla kuvaus,
joka kuvaa monitahokkaan sdrmineen palloksi, ja osoit-
tamalla kyseinen kuvaus homeomorfismiksi. Muutkin
nyt perustelematta esitetyt viitteet (kuten ’yhtenii-
syys on topologinen ominaisuus’ ja 'ympyrén ja suoran
vililld ei ole homeomorfismia’) ovat helposti todistet-
tavissa lyhyehkon topologian perusteisiin tutustumisen
jalkeen.

xLisdtehtava. Sen sijaan ettd verkotetaan valmiita
pintoja, kuten edelld tehtiin, voitaisiin aluksi raken-
taa pelkkd verkko kiirjistd ja sirmistéd. (Téallsin ei kui-
tenkaan véalttdméattd synny pintaverkkoa; totea tdma
rakentamalla sopiva esimerkkiverkko.) Mutta jos verk-
ko on jonkin monitahokkaan "luuranko”; onko kyseinen
monitahokas yksikésitteinen? Loydéatko verkon, johon
voi pingottaa tahkoja kahdella eri tavalla siten, etté
syntyy eri genuksiset monitahokkaat? (Tdmé on vaikea
— dl4 masennu vaikka et 1oytéisi téillaista verkkoal)
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Muutamia ajatuksia matematiikan

opetuksesta

Tibor Szalontai, tri, Nyiregyhaza, Unkari
Marjatta Néétidnen, dosentti, Helsingin yliopisto

Matematiikan opetuksesta

Matematiikan didaktiikka on monitieteinen, oma tie-
teenhaaransa, jolla on aivan omat erityispiirteensé ver-
rattuna muihin ainedidaktiikkoihin. Se ei ole vain so-
vellettua pedagogiikkaa, vaikkakin se vasta luo omaa
tieteellista kieltddn ja tutkimusmenetelmidén.

Matematiikan didaktiikka kéyttdd ja soveltaa yleisen
pedagogiikan pédtuloksia ja perusperiaatteita. Silld on
kuitenkin useita erityisid piirteita ja tuloksia, joita tus-
kin voidaan soveltaa yleiseen tai useiden muiden ai-
neiden pedagogiikkaan. Matematiikan didaktiikassa on
my0s useita ongelmia, jotka eivit ole kovin kiinnosta-
via muiden aineiden kannalta; niité ei voi ratkaista eiké
néihin voi vastata yleisen pedagogiikan puitteissa. Esi-
merkiksi matematiikan darettomyyskéasitteiden opetus,
matemaattinen induktio, implikaation A = B opetta-
minen kun A on epétosi, mééritelmien pohjustaminen
ja niiden ymmaértdmisen rakentaminen, matemaattisen
lahjakkuuden komponentit jne. Erityispiirteet seuraa-
vat usein matematiikan erikoisesta luonteesta verrattu-
na muihin tieteisiin.

On useita hyvid matematiikan opettamisen lahestymis-
tapoja, tyylisuuntia, kiytantojd, luokkahuoneen jérjes-
telyjé (oppilaiden ryhmittely, istumisjéirjestelyt). Niilld

on etuja tai haittoja ja niiden tehokkuus vaihtelee riip-
puen

e oppilaiden idstd ja kykytasosta

e erityisistd didaktisista tehtédvistd, matemaattisis-
ta késitteistd ja probleemoista, tarvittavista ver-
baaleista ja kirjallisista taidoista jne.

Euroopassa vallitsee nykyisin useita késitteellisia
suuntauksia, esim. tutkiva, historiallista jarjestysta
seuraava, strukturaalis-formalistinen, ongelmanratkai-
sua painottava, sovellussuuntautunut, yksilollistetty,
tietokone-orientoitunut. Ne eivét sulje toisiaan pois ei-
k& mik#dn niistéd esiinny ainoana opettajan tyodssi. Pu-
hukaamme siis vain suuntauksista tai niiden vallitse-
vuudesta.

Nykyisin matematiikan didaktiikan kirjallisuus ja eri-
laiset kasitteelliset suuntaukset keskittyvét oppilaan
matemaattiseen ajatteluun ja ongelman ratkaisuun
kullakin luokalla ja ikdryhméssia. Kansalliset ja kan-
sainviliset vertailut ovat kuitenkin viime vuosikymme-
nind osoittaneet monissa ldnsimaissa syrjaytyvien op-
pilaiden lisdéntymistad ja laskevaa suuntaa keskimé#a-
rdisessd matematiikan suoritustasossa, vaikkakin tietty
vihemmisto yltda erinomaisiin suorituksiin.
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Hyvien opetusmenetelmien opettaminen opettajille
niin, ettd ne lopulta toteutetaan itse opetustytssi, on
vaikea tehtdva. Hyvien ideoiden tietdminen ei sinén-
sé tuo automaattisesti hyvid tuloksia, vaan opettajan
rooli ja kiytettivissd oleva opetusmateriaali ovat me-
nestyksen suhteen edelleen ratkaisevassa asemassa.

Opettajan on valittava eri vaihtoehdoista, kun hénen
on opetettava erityinen teema, aihe, késite, uusi tyos-
kentelytapa, taito, pohjustettava késitetté, rakennetta-
va systemaattisesti tietoa, kehitetettava sovelluksiin so-
pivaa tietoa, kykyjé, rutiineja. Opettajan tulisi tuntea
mahdollisimman monta erilaista opetusmetodia, suun-
tausta ja konkreettista menetelmédd. Néin hén voi laa-
jentaa omaa menetelméllistd kulttuuriaan, luovuuttaan
ja kekselidisyyttan. Parhaat ainekset eri opetusmeto-
deista tulisi integroida, jotta saadaan tehokkaita oppi-
tunteja.

Kaytinnollinen ndkékulma

Unkarissa saadun kokemuksen mukaan eritasoisten op-
pilaiden matemaattisen ajattelun kehittdmisessd péate-
vét samat oppimismenetelmét. Kaikkien oppilaiden tu-
lisi saada parhaiden menetelmien mukaista opetusta
koulussa. Kaksi pédinvastaiselta nédyttdvad suuntausta
ovat

e oppilaiden eriyttdminen

e suurten ryhmien opettaminen samanaikaisesti
(samassa luokassa)

Lisdvaatimus, joka ehk&d on myos ristiriitainen ensim-
méisen kanssa, on yhteistyo- ja kommunikaatiokyky-
jen opettaminen. Ehdotamme kompromissia ja tasa-
painoista opetus- ja luokkahuoneratkaisua. Eriyttami-
nen voidaan ratkaista luokkahuoneessa, kotitehtéavilla
ja (sddnnollisesti tai tilapéisesti pidettavilld) iltapéivi-
ryhmilld lahjakkaille ja kertaustunneilla jalkeenjdéneil-
le.

Meistéa yksinkertaiset apuvilineet ovat hyvia késitteen-
muodostuksen ensimmaéisessd vaiheessa. Tam& on
Piagét’'n sisdistdmisteorian mukaista. Ulkoinen toimin-
ta muutetaan vihitellen sisdiseksi ajatteluksi kayttaen
ensin vilineitd, sitten kvasimanipulatiivista ajattelua
(kuviteltu toiminta tai malli), lopuksi pelkéstidin ajat-
telua. Visualisoinnin voimakkuushierarkia kasvavassa
jarjestyksessd on: luento; selitys ja esimerkit, kuvat,
kalvot, kuviot ja graafit; liikkkuvilla visuaalisilla apuva-
lineilla demonstrointi, tietokoneanimaatio, videofilmi;
todellisen eldmén demonstrointi ja toiminta; apuvéli-
neiden kéytto; lopuksi kaikkein tehokkaimpana oman
kehon liike. Esimerkiksi kombinaatioiden opettelu on
tehokkainta pienilld oppilailla, jos he (esim. 4 oppilas-
ta) asettuvat eri jirjestyksiin ja niitd tutkitaan.

Oppilaille tulisi jérjestdd mahdollisimman paljon omaa
tyotd (joskus pienissi, heterogeenisissa ryhmissi), mut-
ta niin, ettd erilliset osatehtdvit tai toiminnot anne-
taan kyllin pienissé erissé ja koko luokka tai tasoryhmé
toimii saman aiheen ja ongelman parissa esim. muu-
taman minuutin ajan. Mikéli itsendiseen tyohon an-
netaan suuria tehtdvikokonaisuuksia, heikot oppilaat
eivit ehkd pédse etenemédn, nopeammat pitkéstyvat
ja alkavat tehd& jotain muuta, eiké luokkaa saada py-
symédn samassa tahdissa. Nopeimmille voidaan antaa
ylimédraisia tehtavid, joissa on vihemmén laskemista,
mutta jotka kehittédvit ajattelua. Ndihin he voivat pa-
lata aina, kun on aikaa. Itsendinen tyovaihe voidaan
jirjestdd myos kahdessa — kolmessa tasoryhméssé, paa-
osin harjoitteluvaiheessa mutta myos uutta opittaessa.

Omaa ty6té seuraa aina koko luokan (tai koko ryhméin)
keskustelu, jokaisen tehtdvan tai probleeman jélkeen.
Oman ty6n rooli ja tarkoitus on kehittéd4 ongelman rat-
kaisua (intuitiota ja luovuutta); kehittdé kirjallisia tai-
toja ja kykyjé, varmistaa nopeutta. Yhteiskeskustelun
rooli ja tarkoitus on: kehittda sanallisia kykyjé ja tai-
toja, rohkeutta, matemaattisten késitteiden kehittami-
nen, vadrinkésitysten ja virheellisen ajattelun 16ytami-
nen ja korjaaminen, palaute ja oppimisprosessin ohjaa-
minen. N&in rakennetaan matematiikan rakennetta ja
estetdéin vaara sirpaloituneesta tiedosta. Opettajan tu-
lisi péasté selville kunkin oppilaan tuloksista, erilaisia
ratkaisuideoita kerétdan ja ajattelutapoja yritetdin ke-
hittd4 monipuolisemmiksi. Kyllin usein tapahtuva oh-
jattu keskustelu auttaa myo6s heikkoja tai hitaita op-
pilaita paddsemédan muiden mukaan seuraavaa osatehté-
véd ratkaistaessa. Oppilaiden keskittyminen siilyy pa-
remmin ja tunti kdytetdan tehokkaammin kuin jos kdy-
tetddn pitkia itsenéisia tydvaiheita. Mikali halutaan pi-
dempié kokonaisuuksia, voidaan niitd antaa kotitehté-
viksi. Virheet eivit ole viheksymisen tai pilkan aihe,
oppilailla on oltava alkuvaiheessa vapaus erehtyé. Vaa-
timustaso kohoaa ajan myotd, mutta uutta késitetté
opittaessa ei ole ongelmallista, vaikka oppilaalla olisi
virheellinen ratkaisuehdotus. Virheet kdytetdén kaik-
kien hyodyksi yhteiskeskustelussa.

Matematiikan opetus keksimélld tarkoittaa keksimisen
johdattelua kéayttdmailla apuvélineitd, malleja, struk-
turoituja probleemasarjoja, jotka johdattavat oppilaat
ennakoimaan mééritelmié tai médritelmiin, uusiin esi-
késitteisiin tai késitteisiin omin ponnistuksin, ratkai-
suin ja yrityksin pienin askelin. Aiheiden rakenne voi-
daan parhaassa tapauksessa rakentaa vuosi vuodelta
laajenevan spiraalin omaisesti. Useita aiheita ja esiki-
sitteitd esiintyy jo alkuvaiheessa ja tdmé johtaa yha tar-
kempaan matemaattiseen opetukseen myohemmin, vé-
hitellen. Toinen tarke& ndkokohta on optimaaliset ma-
tematiikan siséiset ja muihin oppiaineisiin liittyvét yh-
teydet.

Opettajan rooli on hyvin tédrked, han laatii spiraalin-
omaisesti etenevit tehtéivit (ellei ole hyvii oppikirjaa),
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jarjestdd tunnin rytmityksen, oman tydskentelyn ja yh-
teiset keskustelut (oppilaiden palautteen ja arvioinnin,
seurannan), antaa lyhyet selitykset, mééritelmiit, tar-
vittavan vahvistuksen. Oppilaille on joustavat (ei lilan
jiykit) etenemisvaatimukset, jos mahdollista, yksil6lli-
set. Tam4 halutaan tietenkin perustaa oppilaiden tie-
donjanolle, kiinnostukselle, kilpailunhalulle. Matema-
titkan opettajien tulisi oppia tehokkaan oppitunnin pi-
tdmistaito. Tehokkaan oppitunnin aikana jokaisen op-
pilaan tulisi tyoskennelld matematiikan parissa tunnin
aikana mahdollisimman paljon, tehokkaalla intensitee-
tilld ja saavuttaa oppimistavoite. Itsendinen tyo ei so-
vellu vain harjoitteluun, vaan taitavasti ohjattuna se
voi olla hyvin hy6dyllinen my6s uutta tietoa pohjus-
tettaessa. Uusia késitteitd voidaan esitelld eri tavoilla,
ei vain opettajan toimesta.

Tehokas oppitunti késittdd mielestimme lyhyehkoja
tehtévid omatoimisesti, opettaja kulkee luokassa ja seu-
raa kunkin oppilaan etenemistéd, neuvoo tarvittaessa.
Sitten hén lopettaa itsendisen tyon vaiheen. Keskuste-
lu alkaa, ideat kerdtéiin ja kysytddn, kuka on samaa/eri
mieltd. Miksi? Oppilaat selittiviit ajattelutapansa (tés-
sé vaiheessa opettaja ei vield vahvista, kuka on oikeas-
sa/vadrissd). Opettaja lopettaa keskustelun. Hin to-
teaa, miké etenemistapa oli hyvi/ei ollut hyvé. Selvi-
tetdéin, miksi. Kun asiasta ollaan yhtd mielté, opetta-
ja kysyy, kuka osasi ratkaista tehtdvén yksin. Oppi-
laat etsivét itse virheensé ja merkitsevit ne punaisella.
Heidén tehtdvansd on virheen korjaamiseksi laatia it-
se virheeton ratkaisusuunnitelma. Opettaja antaa pa-
lautteen, kehuu hyvié suorituksia. On hyvé, ettd oppi-
laat kertovat ideansa, mutta vield parempi on, jos he
kertovat, miten he ajattelivat ja oppivat néin ongel-
manratkaisustrategioita. Tehokas oppitunti tarkoittaa
myos, ettd tarvittavat apuvilineet ovat kunkin oppi-
laan kisilla hyvassa jarjestyksessé ja nopeasti saatava-
na. T&lloin ei oppitunnista mene aikaa niiden jakami-
seen ja poiskorjaamiseen. Téllaisen jérjestelyn edelly-
tyksené on, ettid oppilaat pystyvét keskittyméin eivét-
k& hermostuneesti ndprad apuvélineiden kanssa silloin,
kun niité ei kdyteta.

Koko luokka yritetdan pitdd mahdollisimman kauan
yhdessd (12 ikdvuoteen asti selvitddn melko hyvin
eriyttdmiélléd, sen jélkeen oppilaiden erot ovat kasva-
neet suuriksi ja ongelman ratkaisu riippuu olosuhteis-
ta). Koko luokan yhdessi pitdminen on hyvéksi hei-
koille oppilaille, silla koko luokan keskustelu tukee hei-
td. Opettaja eriyttdd antamalla useampia pienié kysy-
myksid lahjakkaille, jotka palauttavat tulokset paperil-
la tunnin lopussa. Oppilaille annetaan vaikka kolmea
eri tasoa tehtéivid kotitehtaviksi, oppilas valitsee, min-
k& tason haluaa. Tunnilla eriyttdminen voidaan tehda
itsendisen tyovaiheen aikana esimerkiksi antamalla vii-
si vahitellen vaikeutuvaa osatehtivaa ja kertomalla, et-
tei ole ongelmaa, vaikka oppilas saisi vain ensimméiset
kolme ratkaistua annetussa ajassa. Opettaja voi myds
vain seurata, kuka ennétti tehdd mitenkin paljon. Ko-

tityo on tédrked osa matematiikan oppimista. Eri tasoi-
sia kykymyksid tarjotaan ja oppilas voi siis itse valita
itselleen sopivan tason.

Lénsimaissa on matematiikan opetuksessa télla hetkel-
14 voimakkaana suuntauksena ongelmanratkaisu. Té&-
mén suuntauksen soveltamisessa on mielestdmme suu-
rena vaarana, etteivit ongelmat liity toisiinsa eiké néin
siis rakenneta matematiikan struktuuria. Vaarana voi
olla, ettd hypitddan aiheesta toiseen — tosin kyvykkaille
oppilaille tdma voi olla harjoitusta ajattelun joustavuu-
dessa. Yksittdinen ongelma voi olla sindnsé mielenkiin-
toinen ja sopia hyvin vaikka kilpailutehtédvéksi. Talloin
oppilaalla on kylliksi aikaa miettid ongelmaa.

Matematiikkakerhot tai oppilaiden eriyttdminen yli-
médriisten kotitehtdvien avulla on toinen mahdollisuus
kayttaa yksittédisid mielenkiintoisia ongelmia. Jos on-
gelman edellyttdmé kokeilu, yleistdminen, raportin kir-
joittaminen vaatii paljon, vie se tavallisesta oppitun-
nista liikaa aikaa, eivitkd monet oppilaat ennété saa-
da tehtédvia loppuunsuoritetuksi. Jos oppilaiden edis-
tymisen erot kasvavat liikaa, menettda opettaja tilan-
teen hallinnan. On siis parempi antaa useita pienié teh-
tavid tal ongelmia jotka ratkaistaan vuoron perdén ja
jotka johdattavat haluttuun paamasrain. Kuten Freu-
denthal sanoi, matematiikan opetuksessa on suositelta-
vaa kiyttdd opastettua (uudelleen) keksimisté. (Namé
asiathan on joku keksinyt jo aikaisemmin). Jos osateh-
tavat tehdddn yksitellen itsenéisesti, niin sen jilkeen
késitellasn asiaa yhdessé koko luokan voimin. Néin saa-
daan vauhti pysymédn samana ja kaikkien keskittymis-
taso siilyy. Virheet saadaan esille alkuvaiheessa, eivét-
k& ne estd seuraaviin, hiukan vaativampiin vaiheisiin
etenemisté.

Kaikenkaikkiaan ei mielestimme siis ole suositeltavaa
antaa esim. neljdd yhtdlod ratkaistavaksi samalla ker-
taa. Asteittain vaikeutuvat, toisiinsa liittyvit kysymyk-
set ovat suositeltavia. Suosittelemme yhden oppitun-
nin aikana useiden toisiinsa liittyvien aiheiden k&ayttoa
oppilaiden mielenkiinnon yllédpitdmiseksi ja jotta kési-
tys matematiikan monipuolisuudesta vahvistuisi. Kun
esimerkiksi késitelladn luonnollisten lukujen yhteenlas-
kua, voidaan tarkastella, miten monilla tavoilla vaik-
kapa nelji lukua voidaan laskea yhteen (kombinato-
riikkka). Yhtélsiden, epdyhtélsiden, vertailujen ja sa-
nallisten tehtévien késittely jokaisella oppitunnilla se-
k& padssilasku sopivat kaikille ikdryhmille. Jos puolet
tai enemmist6 oppilaista ei pystynyt ratkaisemaan teh-
tdvad, huomaa opettaja sen kulkiessaan luokassa. Han
voi lopettaa itsenéisen tyoskentelyn ja siirtya koko luo-
kan keskusteluun.

Unkarilaisen Vargan idea oli integroida eri alueita (jou-
kot ja logiikka, luvut ja operaatiot, geometria ja mit-
taaminen, relaatiot ja funktiot sekd jonot, kombina-
toriikka, todenniikoisyyslaskenta ja tilastotiede). 1970-
luvulla Unkarissa tulikin muodiksi, etté jokaisella oppi-
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tunnilla tulisi esittdd jotain jokaisesta néistd ilman yh-
teyttd toisiinsa. Tulokset eivét olleet hyvid. Myoskadn
vastakohta ei ole hyva. Keskitie on paras, jos mahdol-

lista, tulisi tunnin padteema sitoa muihin aiheisiin mie-
lenkiinnon yllapitdmiseksi.

Matemaatikon tyotehtivia

Solmussa on vuosien varrella ilmestynyt useita artik-
keleita, jotka késittelevit matemaatikoiden tyotehtéavia
tai yleensékin matematiikan luonnetta eri nakokulmis-
ta. Linkit n#ihin kirjoituksiin on nyt koottu yhteen
verkko-osoitteeseen

http://solmu.math.helsinki.fi/2002/fuksit /.

Alunperin artikkelikokoelma tehtiin ajatellen matema-
tiikan uusia yliopisto-opiskelijoita, mutta kirjoitukset
ovat kiinnostavaa luettavaa kaikille matematiikan har-
rastajille, erityisesti matematiikan jatko-opintoja suun-
nitteleville lukiolaisille. Lukioiden matematiikan opet-
tajat, informoikaa oppilaitanne mahdollisuudesta tu-
tustua matemaatikoiden haastaviin tyotehtéaviin.
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Solmun tehtivien ratkaisuja

Matti Lehtinen

Esitetdéin Solmun 1/2002 tehtdvien 16-30 ratkaisut;
tehtdvien 1-15 ratkaisut esitettiin edellisessé numeros-
sa 2/2002.

16. Madritd kymmenjarjestelméssa kirjoitetun luvun
2001291 pumeroiden summan numeroiden summan nu-
meroiden summa.

Ratkaisu. Olkoon S(n) luvun n numeroiden summa ja

olkoon 20012001 = k. Koska 20012001 < (104)2001 _

108004 Juvussa k on enintddin 8004 numeroa. Siis
S(k) < 98004 = 72036. Niin ollen S(S(k)) <
7+4-9 = 43 ja S(S(S(k))) < 34+ 9 = 12. Mut-
ta S(n) = n (mod 9). Koska 2001 = 0 (mod 3),
k=0 (mod 9). Silloin myts S(S(S(n))) =0 (mod 9).
Ainoa mahdollisuus on, ettd S(S(S(k))) = 9.

17. Olkoon p kaikkien sellaisten funktioiden lukumé&a-
ré, jotka on méiiritelty joukossa {1, 2, ..., m}, m po-
sitiivinen kokonaisluku, ja joiden arvot kuuluvat jouk-
koon {1, 2, ..., 35, 36} ja olkoon ¢ kaikkien sellaisten
funktioiden lukumé#rs, jotka on mééritelty joukossa
{1, 2, ..., n}, n positiivinen kokonaisluku, ja joiden ar-
vot kuuluvat joukkoon {1, 2, 3, 4, 5}. Méérité [p—¢|:n
pienin mahdollinen arvo.

Ratkaisu. Tehtdvan oletusten mukaan p = 36™ ja
q = 5. Tarkastellaan ensin tapauksia p > ¢. Luku
36™ — 5" padttyy ykkoseen. Jos olisi 36™ — 5™ = 1, oli-
sib” =36™—1=(6m—1)(6™+1). Koska luku 6™+ 1
péattyy seitsemédn, se ei voi olla tekijand luvussa 5™.
Siis 36™ — 5™ > 11. Mutta yhté&lolla 36™ — 5™ = 11 on

ratkaisu m = 1, n = 2. Tarkastellaan tapauksia p < q.
Luku 5™ —36™ pédttyy yhdeksédéan. Mutta jaollisuus es-
téd, ettd olisi 5™ — 36™ = 9. Siis |p — ¢|:n minimiarvo
on 11.

18. Olkoot ai, ag, ..
dista, etté

., Qo001 ei-positiivisia lukuja. To-

201 4 9%2 ... | 942001 < 2000 + 2a1+a2+---+a2001.

Ratkaisu. Osoitetaan induktiolla, etté
(1) 290 4292 4 ... 429 <y — 1_~_2a1+a2+"'+an.

Viite pétee, kun n = 2: koska (1 —2%1)(1 — 22) > 0,
niin 291 4292 < 1424142 Qletetaan, ettd (1) on tosi.
Silloin samasta syysta kuin edella

2a1 + 942 4+t 20n+1 <n-— 1+ 2a1+a2+---+an + 90n+1
<n4+ 2(a1+(l2+"'+an)+an+1_

19. Nelion ABCD sivun pituus on 1. Olkoon X mieli-
valtainen sivun AB ja Y mielivaltainen sivun C'D piste
ja olkoot M X D:n jaY A:n leikkauspiste ja N XC'n ja
Y B:n leikkauspiste. Maé&ritd ne pisteet X ja Y, joille
nelikulmion X NY M ala on suurin mahdollinen.

Ratkaisu. Kolmiot BNX ja Y NC ovat yhdenmuotoi-
set.Oletetaan, ettd BX > CY. Silloin XN > NC,
ja yhtdsuuruus pétee vain, kun BX = (Y. Ol-
koon P se janan NX piste, jolle NP = NC. Sil-
loin |[BNP| = |BNC|, |YPN| = |YNC| ja |BPX| >
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|[YXP| (yhtdsuuruus vain, kun BX = CY'). Lisiksi
| XNY| = |XBY| - |XBN| = |XBC| — |XBN| =
|BNC|. Siis |BNX| + [YNC| = |BPX| + |[BNP| +
[YNC| > |[YXP| + |BCN| + |YPN| = |XNY| +
|[BCN| = 2|XNY|. Samankokoiset kolmiot X NY ja
BC'N peittiviit alle puolet puolisuunnikkaasta X BY C|
joten [ XNY| < 1|XBCY|. Samoin osoitetaan, etté
| XY M| < $|AXYD|. Siis [ XNY M| < %. Yhtésuuruus
pétee edellisten tarkastelujen mukaan silloin ja vain sil-
loin, kun XB =YC.

20. Suunnikkaan ABCD sivun AD keskipiste on F ja
F on pisteen B kohtisuora projektio suoralla C'E. Osoi-
ta, ettd ABF on tasakylkinen kolmio.

Ratkaisu. Leikatkoon C'E suoran AB pisteessia G. Kos-
ka AE = ED, kolmiot AEG ja DEC ovat yhtenevia.
Siis AG = CD = AB. Koska GBF on suorakulmainen
kolmio, sen ympéri piirretyn ympyréin halkaisija on hy-
potenuusa GB ja ympyran keskipiste GB:n keskipiste
A. Siis AB = AF, ja ABF on tasakylkinen.

21. Pisteet A, B, C ja D ovat pallon pinnan eri pis-
teitd. Janat AB ja C'D leikkaavat toisensa pisteessé F'.
Pisteet A, C' ja F' ovat yhté et#alld pisteestd E. Osoi-
ta, ettd suorat BD ja EF ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan.

Ratkaisu. Pisteet A, B, C' ja D ovat samalla ym-
pyrallda IT' ja samassa tasossa 7. Olkoon O pisteen
FE projektio tasolla 7. Suorakulmaiset kolmiot FOA,
FEOC ja EOF ovat yhtenevii, joten O on kolmion
AFC ympiri piirretyn ympyrin I'; keskipiste. Leikat-
koon suora OF T'y:n myo6s pisteessd G ja suoran BD
pisteessd H. Ympyroiden T' ja I'y kehdkulmista saa-
daan /ZHBA = /DCA = ZFGA. Kolmiot HBF ja
AGF ovat yhdenmuotoiset. Koska F'G on I';:n halkai-
sija, ZGAF = /BHF = 90°. Koska FOLlT ja siis
FEO1BD, niin tason EGF kaksi suoraa on kohtisuo-
rassa BD:t4 vastaan. Tédten BD on kohtisuorassa ta-
soa EGF vastaan ja erityisesti BD L EF.

22. Terdviikulmaisen kolmion ABC ympiri piirretty
ympyrid on I'. Olkoon P piste I':n sisédpuolella. Olkoot
X, Y ja Z ne pisteet, joissa suorat AP, BP ja CP
myos leikkaavat I':n. Maarita ne pisteet P, joille XY Z
on tasasivuinen kolmio.

Ratkaisu. Piste P ei voi olla kolmion ABC' ulkopuolel-
la. Jos P olisi esim. lyhyemmén kaaren AB mééritta-
méssi segmentissé, olisi se kaarista XY, joka ei sisdlla
pistettd Z, suurempi kuin 180°. Olkoon siis P sellainen
ABC'n sisépiste, ettd kolmio XY Z on tasasivuinen.
Kolmiosta APY saadaan ZAPB = /PAY + /PY A =
LXZY + LZACB = ZACB + 60°. Samoin saadaan
/BPC = /BAC+60° ja ZCPA = ZCBA+60°. Mut-
ta tunnetusti niiden pisteiden joukko, joista annettu
jana nakyy annetussa kulmassa koostuu kahdesta ym-
pyriankaaresta janan eri puolilla. Kolmion ABC sisilla

on siten enintdan yksi tehtdvin ehdon toteuttava pis-
te P. Tallainen piste myos on olemassa, koska edelld
saatu kulmaehto merkitsee, ettd mainitut kaaret ovat
kokonaan kolmion sisélli ja siis leikkaavat toisensa.

23. n kived asetetaan yhdeksi tai useammaksi kasaksi.
Miki on eri kasoissa olevien kivien lukuméérien tulon
suurin mahdollinen arvo?

Ratkaisu. Olkoot z1, x2, ..., x positiivisia kokonaislu-
kuja, joiden summa on n. Tehtdva on maksimoida tu-
lo 2125 - - - . Eri vaihtoehdot lapikdymalla havaitaan,
ettd jos 1 < n < 4, maksimi on n ja se saadaan, kun
k = 1. Olkoon n > 5. Maksimitapauksessa ei voi olla
x; = 1, koska tulo suurenisi, jos jokin x; korvattaisiin
x; + Ll8 ja x; jiisi pois. Myoskddn mikéén x; ei ole
> 4, koska jos > 4, niin 2(z — 2) = 22 — 4 > 0; tulo
suurenisi, jos z; korvattaisiin luvuilla 2 ja z; — 2. Min-
kédn x;:n ei tarvitse olla 4, silld x; = 4, tulo ei muutu,
jos x; korvataan kahdella 2:1la. Liséksi x; = 2 enintdin
kahdella j:n arvolla, koska 3 + 3 = 2 + 2 4+ 2, mutta
3-3 > 2-2-2. Maksimitilanteessa on siis vain lukuja
z; = 3 ja x; = 2; jalkimmaisié enintéén kaksi kappa-
letta. Maksimitulot ovat siten seuraavat: jos n = 3m,
maksimi on 3™, jos n = 3m + 1, maksimi on 4 - 3™~1,
jos n = 3m+ 2, maksimi on 2-3™. Jos n = 1, maksimi
on 1.

24. Maiéiritellddan lukujonot (ay,) ja (b,) seuraavasti:
ayp =9, by = 3, ak+1 = 9ak; bk+1 = 3bka kun k = 1, 2
... Maérita pienin n, jolle b, > agpo1-

Ratkaisu. Jos 37 > 39, niin 3P > 39! > 2. 349, Osoite-
taan induktiolla, ettd by < ax < brpy1 kaikilla k. Viite
pétee, kun k = 1: by =3 < 9 = a1 < 33 = by. Olete-
taan, ettd by < ar < bg41. Silloin 30k > qp = 9%-1 =
32ak-1_ joten bi+1 > 2aj. Néin ollen apy; = 9% >
39k > 3% = by jaapy = 9% = 320k < 301 = by o,
Tésté seuraa, etté baoo1 < a2001 < b2002, joten tehtdvan
vastaus on n = 2002.

25. Tasossa on annettuina 2000 pistettd. Osoita, etta
pisteet voidaan yhdistda pareittain 1000 janalla, jotka
eivit leikkaa toisiaan.

Ratkaisu. Jos pisteet yhdistetddn pareittain 1000 ja-
nalla niin, ettd janojen pituuksien summa on mah-
dollisimman pieni, niin janat eivdt leikkaa toisiaan.
Jos nimittdin AB ja CD leikkaisivat pisteessd P, olisi
AB+CD=AP+PB+CP+ PD > AC+ BD.

26. Eris tehdas tuottaa samankokoisia sdannollisia tet-
raedreja. Tehdas maalaa tetraedrinsa neljalla varilld A,
B, C ja D, kukin tahko omallaan. Montako erilaista
tetraedria on mahdollista tuottaa?

Ratkaisu. Olkoot virit {A, B, C, D}. Viritetty tet-
raedri voidaan aina k#&ntdi niin, ettd pohjan véri on
A ja ettd B-viri osoittaa esim. eteldén. Silloin on vain
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kaksi mahdollisuutta sijoittaa C- ja D-virit: C' luotee-
seen ja D koilliseen tai pédinvastoin. Erilaisia tetraedri-
vérityksid on siis vain kaksi.

27. Maalaiskoulussa on 20 lasta. Jokaisella kahdella
lapsella on yhteinen isoisé. Todista, ettd erd&lld isoi-
salla on ainakin 14 lastenlasta.

Ratkaisu. Olkoot A ja B X:n isoisdt. Olkoon lapsista
kaikkiaan k kappaletta, k& > 1, sellaisia, joiden isoisét
ovat A ja B. Olkoon Y lapsi, jonka isoisit eivit ole
A ja B. Kuitenkin toinen néisté on Y:n isoisi; olkoon
toinen isoisd C' ja toinen A. Lapsen Z toinen isoisi on
joko A tai B ja toinen isoisi joko A tai C. Isoisid on
siis eninta#n 3, ja C on kaikkien niiden 20 — k:n lap-
sen isoisd, joiden isoisét eivit ole A ja B. Olkoon A:lla
ja C:11a n yhteistd lapsenlasta; silloin B:lla ja C:114 on
20 — k — n yhteistd lapsenlasta. Ainakin yksi luvuista
k, n, 20 — k — n on enintddn 6. Jos esim. k < 6, niin
C:lld on (20 — k —n) +n = 20 — k > 14 lapsenlasta.

28. Toisessa koulussa oli 13 tytt6a ja 10 poikaa. Opet-
taja jakoi namusia. Kaikki tytot saivat kesken&dén yhtéa
monta ja kaikki pojat keskendén yhtd monta. Kukaan
ei jadnyt ilman. Osoittautui, ettd tapa, jolla opettaja
jakoi namuset, oli ainoa tapa, joka taytti edelld kuvatut
ehdot. Montako namusta opettajalla enintédéin oli?

Ratkaisu. Jos namuja oli = ja jos jokainen poika sai a ja
jokainen tyttd b namua, niin 13a+10b = z. Yhtélon yk-
sittédisratkaisu on a = —3x, b = 4x ja yleinen ratkaisu
a = —3x + 10t, b = 4z — 13t, missé t on mielivaltainen
kokonaisluku. Koska a > 0 ja b > 0, on oltava 10t > 3z
jal3t <dweli 32 <t < 3£ Jos 3£ —3% = L > 2 teh-
tdvalld on enemmén kuin yksi ratkaisu. Jos x = 260,
ehto sievenee muotoon 78 < t < 80. T4lloin ratkaisuja
on vain yksi. Opettajalla oli enintdéin 260 namusta.

29. Todista, etté

1 1 1
668 To60 T T2002 1T osal
2 9

+ ST

5.6-7 2000 - 2001 - 2002

Ratkaisu. Jaetaan 0 osamurtoihin: yhtélosta

2
n—1)n(n+1)

2 A B C
- Dnmt1D) n-1 ninrl
(n?+n)A+ (n?-1)B+ (n? —n)C
(n—1)n(n+1)
(A+B+C)n?*+(A-C)n—B
(n—1n(n+1)

saadaan B = -2 A=C,2A+ B =0, A=C = 1. Siis

2 121
(n—1n(n+1)

Mutta néin ollen

667

2
kZ:l(?)k—1)~3k-(3k+1)
667 2002 2002
3 1 1
SR IE D Dt R D
k=1 m=2 m=668

mik4 on sama kuin tehtavan vaitos.

30. Olkoon N* positiivisten kokonaislukujen joukko.
Mééaritd kaikki funktiot f : N* — N*, joille f(n +
m) = f(n)f(m) kaikilla m, n € N* ja joille yht#lol-
14 f(f(x)) = (f(x))? on ainakin yksi ratkaisu z € N*.

Ratkaisu. Olkoon f(1) = a, Silloin f(n + 1) =
f()f(n) = af(n). Téasti seuraa induktiolla, ettd
f(n) = a™ Yhtils f(f(z)) = (f(x))? on siis sama
kuin a® = (a®)? = a**. Jos a = 1, yhtilon ratkai-
suja ovat kaikki x € N*. Jos a # 1, yhtélo saa muodon
a® = 2z. Ratkaisuja voi olla vain parillisilla a:n arvoil-
la. Jos a > 2, niin a” > 2" > 2n. Kun a = 2, yhtalslla
on ratkaisu x = 1. Tehtévéalld on siis kaksi ratkaisua:
f(n) =1 kaikilla n ja f(n) = 2™ kaikilla n.
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Matematiikkaleirilla Unkarin
Ko6szegissa 4.—9.8.2002

Timo Tossavainen

1

Lehtori, Savonlinnan opett%iankoulutuslaitos, Joensuun yliopisto

timo.tossavainen@joensuu.

Unkarin ldnsiosassa sijaitsevassa Koszegin pikkukau-
pungissa jérjestettiin elokuun toisella viikolla matema-
tiikkaleiri, jolle kokoontui noin sata matematiikasta in-
nostunutta nuorta ja heidén opettajaansa. Kyse on Un-
karissa jo perinteeksi muodostuneesta toiminnasta, jos-
sa matemaattisesti lahjakkaille 10-17 -vuotiaille nuo-
rille ja heiddn opettajilleen jarjestetéén erityisopetus-
ta matematiikkaan liittyvistd aiheista. Leirille kutsut-
tiin myo6s vierailijoita ulkomailta tutustumaan unkari-
laiseen matematiikan opetukseen.

Unkarissa jarjestetddn lapsille ja nuorille useita erilaisia

kilpailuja matematiikassa. Esimerkiksi K&émal-niminen
lehti, joka ilmestyy sd&nnollisesti, on perustettu erityi-
sesti sitéd varten, etté siind julkaistaan kilpailukysymyk-
sid, joihin osallistujat vastaavat ldhettdmailld ratkai-
suehdotuksensa lehden toimitukseen. Kiinnostavimmat
ratkaisut julkaistaan seuraavassa numerossa ja vuoden
lopussa parhaiten menestyneet kilpailijat palkitaan eri-
laisin tavoin. Erdéné palkintona on péésy sellaiselle lei-
rille, joka jérjestettiin téna keséind Koszegissé.

Leiriohjelma oli suunniteltu siten, ettéd jokainen péiva
alkoi klo 8.00 oppitunneilla. Oppilaat oli jaettu ryh-
miin ikdnsd perusteella ja kullakin ryhmélla oli kaksi
opettajaa. Aamupéivisin oppilaat tutustuivat sellaiseen
matematiikkaan, jota heille ei opeteta peruskoulussa ei-
ké lukiossa. Oppituntien aiheet vaihtelivat stokastisista
prosesseista ongelmanratkaisuun. Yleensd ryhmaét sai-
vat teoriaopetuksen liséksi harjoitustehtévii, joita op-
pilaat ratkoivat iltaisin. [ltapéivien ohjelma oli oppilai-
den osalta joustavampi, he saivat osallistua mieltymys-
tenséd mukaan joko liikunnallisiin rientoihin tai erilai-
sille oppitunneille, joiden aiheet olivat varsin samanlai-
sia kuin aamupéivien tunneillakin. Opetusta kesti par-
haimpina péivini iltakymmeneen asti ja siihen osallis-
tuttiin aktiivisesti.

IKirjoittaja sai matka-avustusta Jyviskylidn yliopiston Matematiikan ja tilastotieteen laitokselta.
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Erityisesti tietotekniikkaan ja peleihin liittyvét kombi-
natoriset ongelmat tuntuvat kiinnostavan unkarilaisia
nuoria. Esimerkkind voidaan mainita vaikkapa peli, jos-
sa pOydélle pinotaan jokin méér#é kolikoita useaan eri
pinoon. Kaksi kilpailijaa ottaa vuorotellen vahintain
yhden kolikon jostakin pinosta. Voittaja on se, joka ot-
taa viimeisen kolikon poydélta. Oppilaiden tehtdviand
oli etsia strategia, jolla peli voitetaan.

My6s nuorten opettajille jérjestettiin luentoja. Unka-
rissa on jalleen kerran kdynnissd opetussuunnitelmien
perusteiden uudistusprosessi, ja tdhén liittyvét kysy-
mykset ymmaérrettavisti kiinnostivat opettajia. Asiasi-
sdltojen puolesta unkarilainen ja suomalainen matema-
titkan kouluopetus eivit nayttiisi jatkossa eroavan ko-
vinkaan paljon toisistaan, tosin unkarilaiset arvostavat
ehkd meitd hieman enemmén matemaattisten ongel-
manratkaisutaitojen opettamista. Tamé nidkyi muun
muassa siten, ettd leirille osallistuneet opettajat oli-
vat hyvin innostuneita ongelmanratkaisusessioista, joi-
ta tunnettu ja arvostettu Lajos Pdsa jérjesti lahes jo-
kaisena leiripdivéna.

Léhes kansallissankarin asemaan kohonneen Janos Bo-
lyain perint6d kunnioittaakseen unkarilaiset haluaisi-
vat opettaa my6s hyperbolisen geometrian alkeita lap-
silleen. Téasta aiheesta Istvan Lénart piti hyvin vakuut-
tavan esityksen varikkédiden pallojensa avulla.

Ulkomaalaista tarkkailijaa saattoi leirillda h&mmé&styt-
td4 oppilaille annettavien harjoitustehtévien vaativuus-
taso. Tehtédvat vaativat usein varsin hyvad kaavojen ka-
sittelytaitoa, tai sitten ne edellyttivit jonkin erityisen
néppéridn tempun keksimistd. Esimerkiksi 16-vuotiaita
oppilaita pyydettiin méérittelemddn sellainen (jatku-
va) funktio f, etti yhtdlolla x = f(f(f(z))) on rat-
kaisu z siten, ettd f(x) # x. On kuitenkin muistetta-
va, etté leirille osallistuneet olivat matemaattisesti eri-
tyislahjakkaita nuoria ja lapsia, joista useimmat olivat
osallistuneet matemaattisiin kilpailuihin jo monen vuo-
den ajan. Kilpailujen liséksi matematiikasta kiinnostu-
neista oppilaista pidetddn Unkarissa muutenkin hyvas
huolta, tistd kertoo esimerkiksi se, ettd Unkarissa on
taloudellisesti kannattavaa julkaista 4 000 matemaatti-
sesta ongelmasta koostuva harjoituskirja (kilpailuja ja
ylioppilaskirjoituksia varten). Tétd uunituoretta kirjaa
esitteli Istvan Hortobagyi.

Suomalaista matematiikan opettajaa alkaa tietysti tél-
laisella leirilld mietityttdmédn pitdisiké samanlaista
toimintaa jéarjestdd Suomessakin. Kyselin leiriviikon ai-
kana useammaltakin opiskelijalta, miksi he tulevat va-
paaehtoisesti kesken kesédlomansa viikoksi leirille opis-
kelemaan matematiikkaa (myds opettajat olivat tul-
leet vapaaehtoisesti ja palkatta). Vastaus oli aina sa-
ma: koska matematiikka on kivaa ja on mukavaa tu-
tustua toisiin matematiikasta innostuneisiin ihmisiin.
Naiiden nuorten rohkaisemana vastaan asettamaani ky-
symykseen myonteisesti. Haastankin kaikki matematii-
kasta innostuneet ihmiset pohtimaan yhdessé millainen
voisi olla leiri, jolla suomalaiset nuoret ja heidén opet-
tajansa — ja my0s vanhempansa — voisivat iloita mate-
matiikasta.
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Kirja-arvio

Osmo Pekonen: Marian maa. Lasse Heikkilidn elami 1925-1961

Osmo Pekosen kirja on, kuten Pekoselta voi odottaa-
kin, monipuolisesti aihettaan késittelevd, mielenkiin-
toinen ja lennokkaan sivistynyt. Paitsi pddahenkilon ja
h&nen kohtaamiensa ihmisten vaiheiden kautta eldvak-
si tulevaa maamme kohtalokasta ldhihistoriaa, antaa
kirja monenlaista ajateltavaa Heikkildn kirjallisen toi-
minnan sekd hdnen matemaattisten, filosofisten ja us-
konnollisten harrastustensa parista. Téssd on muutama
esimerkki meille nykyajan ihmisille mietittavéksi.

Ote Heikkilén kirjeestd 4.10.1947: "Logistiikalle olen ai-
na Kkiitollinen erédésté voitosta; kuulostanee paradok-
saaliselta, kun sanon sen: kurista! Olen oivaltanut ku-
rin merkityksen, ilman sitd ei tule mitdan. En tarkoi-
ta preussilaista sellaista, vaan ylipaatadan kiinteytta ja
kestavyyttd. Se on hankittavissa vain kurilla: pitaé aja-
tuksensa kohdistettuina vain yhteen asiaan kerrallaan
ja syventymailla.” Korkeampi matematiikka puolestaan
oli Heikkildlle erdénlaista turvallista huumetta: "Ima-
ginddrinen maailma on uusi maailma: uusi ulottuvuus
on tullut ja se sattuu vdhén ja sitten se maistuu hy-
vélle kuin humala, raitis humala, silld se on viisauden
tuote.”

Kirjasta loytyy myos Heikkildn kirjoittamien Peili-
elegioiden ldhtokohta, matemaatikon ja katolisen kir-
kon kardinaalin Nicolaus Cusanuksen (1401-64) ver-
taus pahkindpuusta: Fyysisilld silmillimme ndemme
pelkén pahkindpuun, sen haarautuvat oksat ja niissd
olevat pahkindt. Mutta ndkemyksemme voi tunkeutua
syvemmélle. Ymmérryksen silmilld tajuamme, etta té-
m& puu kerran oli pieni siemen, josta se on kasvanut.
Siemenessd piili sisdinen kyky kasvaa juuri pahkiné-

puuksi eikd miksikddn muuksi. Tamé kyky kasvaa péh-
kindpuuksi on kykyné tyhjentyméton ja ainoastaan si-
ten rajoitettu, etté se tekee mahdolliseksi vain pahkiné-
puun. Nikemyksemme voi tunkeutua yhé vain syvem-
mélle. Alyn silmilli niemme kaikkien siementen sieme-
nen, kaikkien voimien voiman, miké ei ole en#dé ylipda-
tdnsi rajoitettu, vaan joka aikaansaa kaiken, kaikkien
luontojen luonnon. Ndemme téssd versovassa puussa
darettoman Jumalan tai vield enemmén: ndemme kas-
vavassa puussa ddrettomén Jumalan kasvavana puuna.
Niaemme &érellisessé kuvassa — peilikuvassa — déretto-
mén alkukuvan symbolisena.

Heikkila siteeraa erddssa kasikirjoituksessaan myos Te-
resa Avilalaista, joka puhuu nunnille: "Eiké osoittaisi
suurta tietdméttomyytta, tyttéreni, jos ihmiseltd ky-
syttaisiin, kuka hén on, eikd hén tuntisi itsedédn ja ni-
meéén, ei tietdisi kuka on hénen isénsi, ditinsé ja syn-
nyinmaansa? Mutta jos tdmé olisi suurta typeryytti,
on oma typeryytemme vertaa vailla, kun emme pyri ot-
tamaan selvad siitd, keitd olemme, vaan pysyttelemme
téssd ruumiissa ja umpiméihkain tieddmme, ettd meil-
14 on sielu (koska olemme sen kuulleet ja koska usko
niin meille viittdd), mutta mitd kykyjd voi talld sie-
lulla olla tai kuka siind asuu tai kuinka suuri on sen
arvo, sitd harvoin tutkistelemme, ja niin jai perin vé-
héiseksi pyrkimyksemme kaikin tavoin siilyttaé sielun
kauneutta. Koko kiinnostuksemme kohdistuu jalokiven
karkeaan kehykseen tai témén linnan ulkomuuriin eli
omaan ruumiiseemme.”

Pekonen on omistanut yhden luvun darettomyyskésit-
teelle, joka kiehtoi Heikkildd — kuten monia muitakin.

Marjatta Nédidtidnen, dosentti, matematiikan laitos, HY



