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Paakirjoitus

Valtakunnalliset matematiikan ja luonnontieteiden
osaamisen kehittdmistalkoot, LUMAna tunnetut, avat-
tiin virallisesti 24. huhtikuuta 1996. Talkoot vietiin
padtokseen 12. joulukuuta 2002. Tuolloin julkistettiin
kansainvilisen arviointiryhmén kohteliaan ankara kri-
tiikki. Parisen viikkoa aiemmin LUMA-viaki purjehti
ohjelman unohduksiin Silja Serenadella Helsingin ja
Tukholman valilld padtosseminaarissa, jossa ei litkaa
menneitd muisteltu, vaan mentiin kokka kohisten tule-
vaisuuteen uusien opetussuunnitelmien parissa.

LUMAR taustalla oli poliitikoissa syntynyt harvinainen
matematiikan ja luonnontieteiden opetuksen tasoa ja
tuloksia koskenut huolitila. Namai tieteet kun eivét ole
vain yhteiskunnan ja sivistyksen kulmakivi, vaan niill&
koetaan olevan ihan oikeaa merkitystd kansantaloudel-
le. Nokia kéy insindoreillé, eiké insinéorid synny ilman
jonkinmoisia matematiikan ja luonnontieteiden taitoja.
Niita taas voi mitata vaikka ylioppilaskirjoituksissa laa-
jempaa matematiikkaa suorittavien lukumaéarilla. Joku
voisi sanoa, ettd vaikkapa hyviksymiskynnyksen ylit-
tdmiseen vaadittava tietoméédrd mittaisi sekin tulevan
insindorin laatua, mutta mitdpéd nyt sentdin lillukan-
varsista.

Poliitikkojen huoli muuttui sanaksi hallitusohjelmassa
ja teoiksi Opetusministerion ja Opetushallituksen vir-
kahuoneissa. Kehitysté ei synny ilman rahaa, ja raha on
niukkaa, ainakin opetusalalla. Mutta meilldh&n on Suo-
messa talkooperinne. Siispé valittiin muutama kymmen
kuntaa, joihin jaettuna LUMA-resurssi ei aivan olemat-
tomiin huvennut, annettiin tehtéviksi kehittda parem-
paa ja tuloksellisempaa opetusta, ja odotettiin, etta ka-
teelliset mutta innokkaat naapurikunnat seuraavat pe-
riassd omin neuvoin. Ja tuloksiahan on syntynyt. Ihan
selvasti pitkdd matematiikkaa kirjoittaa nyt useampi

Matti Lehtinen

ylioppilaskokelas kuin ennen talkoita. Opettajia on tay-
dennyskoulutettu monen monta tuntia.

Kuin lahjana taivaasta juuri LUMAn viimeiseen vuo-
teen tupsahti OECD:n laaja lukutaidon, matematii-
kan ja luonnontieteiden vertailututkimus PISA. Suomi
oli aivan kérjessd, ennen muuta lukutaidossa, mutta
my6s matematiikassa ja luonnontieteessi! Ja tulos on
varmasti luotettavaa. Sen paremmin ei voi tutkimus-
ta suunnitella, tédstd vakuuttuu jokainen, joka yrittai
perehtyd PISAn ositettuihin otoksiin ja niisté jalostet-
tuihin pisteisiin tutkimusorganisaation monisatasivui-
sesta (vain néihin tilastomenetelmiin keskittyvisti) se-
losteesta. Mutta H.C. Andersenkin — se keisarin uusista
vaatteista kirjoittanut tanskalainen — oli viisas mies.

PISAn koehenkilot kéyttivit alkeislaskutoimitusten
mukaan noin 20 minuuttia tutkimuksen matematii-
kan osioon vastaamiseen. Kysymyksistd ei ole julkis-
tettu kuin nédytteitd. Namé ndytteet ainakaan eivét
sisélld juuri mitddn muuta kuin luetun ymmaéartamis-
ta koskevia kysymyksié. Tutkimuksen mahtipontisen ja
maailmoja syleilevin kehyksen — "matematiikan suuret
ideat” — kanssa niilld ei ainakaan minusta ole juuri teke-
mistd. Matematiikan opetuksemme korkeatasoisuuden
todistelu PISAn tuloksiin viittaamalla ei ainakaan mi-
nuun tehoa.

Opetusta kehitetddn seuraavaksi kirjoittamalla opetus-
suunnitelmat uusiksi. Vilituloksia lukiessaan kysyy,
ovatko asialla aina olleet matematiikkaa ymmértavit.
Joskus tulee mieleen, ettd opetuksen kehittémistékin
tarkedmpéad olisi hyvd opetus. Siihen tarvitaan hy-
Vit ja motivoituneet (vain siten voi itsekin motivoida)
opettajat ja oppilaat, jotka tietdvat, ettd matematiik-
kaan(kaan) ei ole kuninkaantietd. Matematiikkaa voi
oikeasti oppia vain tyotd tekemélla.
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Toimitussihteerin palsta

Tulevaisuuden informaatioyhteiskunnassa selviytymi-
seen vaadittavien taitojen opettaminen on yksi tdmén
hetken suurista haasteista. Olemme ldhestyméssé ti-
lannetta, jossa tietotekniset valmiudet ovat lukutaitoon
rinnastettava perustaito. Koulutus, teknologia, laitteet
ja ohjelmistot eivit kuitenkaan ole tasapuolisesti kaik-
kien saatavilla. Erityisesti tdm#d on ongelma kehitys-
maissa, joilla ei ole varaa maksaa ulkomaisesta huippu-
teknologiasta.

Sellaisten taitojen opettaminen, joiden kayttdminen
edellyttéaa tietyn kaupallisen tuotteen ostamista, ei ole
maksuttoman ja kaikille avoimen koulutuksen periaat-
teiden mukaista. Kuitenkin ldhes kaikessa tietotekniik-
kaan liittyviassid opetuksessa on kysymys juuri siité.

Vuoden 2002 aikana vapaat ja avoimen ldhdekoodin
ohjelmistot, etenkin Linux-kayttojirjestelma, ovat ol-
leet nékyvésti esilld otsikoissa. Téhén ovat vaikutta-

Antti Rasila

neet talouden laskusuhdanteesta johtuva yritysten ja
vhteistjen halu etsiéd sidéstojd, vapaiden ohjelmistojen
kaytettdvyyden parantuminen seké monissa maissa po-
liittisten paéttajien halu suunnata ohjelmistohankinto-
ja kotimaisille yrityksille. Vaikka vapailla ohjelmistoilla
usein tavoitellaan sédédstojd, ei raha kuitenkaan ole ainoa
eiké edes tirkein syy niiden kayttdmiseen.

Monet vapaat ohjelmistot ovat pitkdén olleet harrasta-
jien suosiossa. Viimeistddn vuoden 2002 aikana n&dméa
ohjelmistot ovat kuitenkin kypsyneet vakavasti otet-
taviksi vaihtoehdoksi kaikkeen tietojenkésittelyyn. Va-
paita ohjelmistoja ovat ottaneet tai ottamassa kayt-
to6n mm. Saksan liittopéivit, Eteld-Korean julkishal-
linto sekd Turun kaupunki. Slashdot-lehden mukaan
Tanskassa suunnitellaan kaikkien koulujen siirtymista
Linux/StarOffice -ympéristoon. Seuraavassa artikkelis-
sa kerron vapaista ohjelmistoista.
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Mita ovat vapaat ohjelmistot?

Antti Rasila
Tutkija
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Vapailla ohjelmistoilla (free software, logiciel libre) tar-
koitetaan ohjelmia, joiden ldhdekoodi on vapaasti kéy-
tettavissa, levitettévissé, muutettavissa ja edelleen vi-
litettévissi eteenpéin muutetussa muodossa. Ero vapai-
den ja ilmaisten ohjelmistojen véalilla on se, ettd vapaan
ohjelmiston kayttaja ei sitoudu ohjelmiston toimitta-
jaan tulevaisuuden kayttotarpeissaan. Ilmaisen ohjel-
miston kehitys saattaa loppua tai ohjelman seuraava
versio ei olekaan en#é ilmainen. Lahdekoodin julkisuus
ja vapaa muokattavuus takaa, ettd jos ohjelmiston ke-
hitys yllattden loppuisi tai alkaisi edetd kayttajan kan-
nalta huonoon suuntaan, kuka hyvénsd voi muokata
lihdekoodista mieleisensd uuden version.

L&hdekoodin levityksessa kéytettdva lisenssisopimus
jakaa vapaat ohjelmistot kahteen ryhméén. Naistd en-
simméinen on niinkutsuttu BSD-lisenssi, jonka nimi
tulee Berkeleyn yliopistossa kehitetystd BSD UNIX
-kéyttojarjestelméstd. Tahan lisenssityyppiin pohjau-
tuvat ohjelmistot ovat kaikkien vapaasti muokattavis-
sa ja levitettédvissa ilman erityisid lisdrajoituksia, kun-
han tietoa alkuperdisista tekijoistéd ei poisteta koodis-
ta. Toinen lisenssityyppi on Richard Stallmanin ke-
hittam& GPL (General Public License), jonka tar-
koituksena on taata ohjelmiston siilyminen vapaana
my6s tulevaisuudessa. Ajatus on, ettd kuka hyvén-
si voi kayttdd ldhdekoodia ohjelman uuden version
tai kokonaan uuden ohjelmiston rakennusosana, kun-
han my6s uusi ohjelmisto (lihdekoodeineen) julkais-

taan vapaan ohjelmistolisenssin alaisuudessa. Esimerk-
kejd téhén lisensointiratkaisuun perustuvista ohjelmis-
toista ovat tunnetuimmat vapaan lihdekoodin ohjel-
mistot, kuten Linux-kayttojarjestelméydin, toimisto-
ohjelmisto OpenOffice.org sekéd web-selain Mozilla.

Lisenssilla on merkitysta

Ensisilméykselld BSD-tyyppinen lisenssi nédyttdd tar-
joavan kayttajille ja ohjelmiston kehittéjille enem-
mén vapautta. Niin ei kuitenkaan valttdmétta ole; mo-
net tunnetuimmista kaupallisista ohjelmistoista, kuten
Apple OS X ja Microsoft Windows nimittéin siséltavit
merkittdvassd méadrin erilaisista BSD-lisensoiduista va-
paista ohjelmistoprojekteista otettuja osia. Namé oh-
jelmistot eivat kuitenkaan ole vapaita, eiviatkéd alkupe-
raisen ohjelmiston kehittelyyn osallistuneet mitenkééan
hyody antamastaan panoksesta. Pelkké alkuperdinen,
vapaasti saatavilla oleva koodi ei anna kilpailijalle mah-
dollisuutta tehdé yhteensopivaa ohjelmistoa, koska va-
paan ja julkisen perustan péélle on rakennettu salaisia
ja dokumentoimattomia ominaisuuksia. GPL-lisenssi ei
mahdollista vapaan ohjelmakoodin kayttamistd kau-
pallisen ohjelmiston pohjana. Tédten uuden ohjelmiston
kehitt&jille on tarjolla kaksi vaihtoehtoa, joko kirjoittaa
koko koodi itse ja valita mieleisensé lisenssi tai sitten
kéyttda pohjana vapaasti saatavaa lahdekoodia ja tar-
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jota ohjelmisto sitten vapaaseen levitykseen. Vapaan | Muita vapaan ohjelmiston etuja
ohjelmiston myynnille ei sinfinsé ole mitédn estetta.

Kaupallisten ohjelmistojen markkinointi perustuu

Taloudellisia ndkokohtia

Ohjelmiston vapaa levitettavyys ei valttamétta tarkoi-
ta, etteivit ohjelmiston kehittajit voisi taloudellisesti
hyotya tyostadn. Ilmeisten tuki- ja koulutuspalvelujen
lisdksi on mahdollista esimerkiksi myyda lisdpalveluna
ohjelmistotuotteen muokkaamista kéiyttédjan erityistar-
peita vastaaviksi. GPL-lisenssi voi tarjota myos ylléattéa-
vid etuja puhtaasti kaupallisesti motivoituneelle tuot-
tajalle. Vaikka joidenkin ohjelmistojen myynnilla teh-
ddén suuria voittoja, tdmé ei ole totta kaikkien kohdal-
la.

GPL-lisensointi tarjoaa todennéikoisid siéstoji koodin
yllapidossa ja estdd tehokkaasti kilpailijoita ottamasta
koodia osaksi omaa kaupallista tuotettaan. Naméa sei-
kat saattavat tehdé tdmén lisenssin erityisen houkutte-
levaksi sellaisten tuotteiden levityksessé, joiden itsenéi-
nen taloudellinen arvo on vih&dinen mutta joiden kehit-
tdminen auttaa myymééin jotakin muuta oheistuotet-
ta, kuten laitteistoja tai isoja tietokantaohjelmistoja.
T&amé lienee motivaationa monien isojen ohjelmisto- ja
laitteistotoimittajien, kuten IBM, Oracle ja Sun Mic-
rosystems, aktiiviselle panostukselle vapaiden ohjelmis-
tojen kehitystyossi. Koska vapaat ohjelmistot eivét ole
kenenk#dn omaisuutta, siséltdd niiden tukeminen vi-
hemmaén riskejé epéedulliseen kilpailuasemaan joutu-
misesta kuin kilpailijan kaupalliseen ohjelmistoon si-
toutuminen. Esimerkiksi tietokantoihin erikoistuneen
Oraclen tuotteet vaativat toimiakseen kiyttojirjestel-
mén, mutta kayttojarjestelmétoimittajista esimerkiksi
Microsoft ja IBM myyvéit myos kilpailevia tietokanta-
ratkaisuja. Siksi Linux-kdyttojirjestelmén suosiminen
on myo6s liiketaloudellisesti jarkeva ratkaisu.

Tamé osoittaa, etteivit vapaat ohjelmistot tarkoita
ohjelmistoteollisuuden loppua ja kaikkien ohjelmoijien
joutumista tyottomiksi. Itseasiassa vapaat ohjelmistot
tarjoavat monissa tapauksissa huomattavia mahdolli-
suuksia uusien tytpaikkojen luomiseen. Jo aikaisem-
min mainittujen lisépalvelujen lisdksi vapaita ohjel-
mia voi paikallisesti muokata kéyttdjikunnan tarpei-
ta vastaaviksi. Kysymykseen saattaa tulla esimerkik-
si jonkin ohjelman k#&dntdminen pienelle kielialueelle,
josta saatavat myyntitulot eivét yksin riittdisi kau-
pallisen ohjelmiston tukemiseen. Erityisen suuria né-
mé edut ovat kehitysmaissa, joissa tarvittavat muu-
tokset voidaan tehd&d paikallisen palkkatason mukai-
sin kustannuksin, ulkomaanvaluuttaa kayttaméatta. Va-
paita ohjelmistoja kayttdmélla voi edistdd paitsi oh-
jelmoijien tyomahdollisuuksia, myos ohjelmistokehityk-
sen tyopaikkojen tasapuolisempaa maantieteellisté ja-
kautumista, koska suurin osa kaupallisista ohjelmistois-
ta kehitdan Yhdysvalloissa.

usein ajatukseen, ettd ohjelmaa levitetddn edullises-
ti, jopa ilmaiseksi, vakiintuneen kéyttdjikunnan luo-
miseksi. Riittdvan monen kéyttdjan sitouduttua ohjel-
mistoon ja sijoitettua tarpeellisiin laitteisiin ja koulu-
tukseen, ohjelmiston hintaa nostetaan. Kayttéjat ei-
vit kuitenkaan halua siirtyéd kilpailevan valmistajan
tuotteeseen, koska tdmé tarkoittaisi huomattavaa li-
sévaivaa seké koulutuksesta ja mahdollisista laitteisto-
hankinnoista aiheutuvia kustannuksia. Siksi useimmat
kéyttajat maksavat uuden hinnan, jota tietenkin noste-
taan jdlleen seuraavassa versiossa. Vapaan ohjelmiston
térkein etu on suoja kayttéjin investoinneille. Kaupal-
listen ohjelmistojen tapauksessa yhdella yritykselld on
yleensd monopoli ohjelmistoon liittyvien ohjeispalvelu-
jen tarjontaan. Témé saattaa tarkoittaa huonoa pal-
velua ja korkeita hintoja. Koska vapaa ohjelmisto ei
ole sidottu mihink&édn tiettyyn laitteisto- tai ohjelmis-
totoimittajaan, tuki- ja koulutuspalvelujen saatavuus
perustuu markkinatalouden laeille, ja palveluun tyyty-
méttomalld asiakkaalla on aina mahdollisuus vaihtaa
toimittajaa.

Kaikkien saatavilla oleva lahdekoodi tarjoaa monia it-
sessddn merkittavida etuja. Koodin tutkiminen auttaa
selvittdmaan yllattavia virhetilanteita ja siten védhen-
tad esimerkiksi laitteistoajurien kehitykseen kuluvaa ai-
kaa. Ohjelmakoodissa olevat virheet 16ydetédén ja kor-
jataan nopeammin. Avoin ldhdekoodi parantaa tieto-
turvaa ja sallii kdyttdjan tutkia ohjelman toimintaa ja
vakuuttua siitéd, ettei ohjelmaan ole piilotettu salaisia
takaovia tai vakoiluominaisuuksia. Tdmé& on merkitté-
vé nakokohta niissd sovelluksissa, joissa késitelldén sa-
laista tai arkaluontoista tietoa. Naméa edut ovat saaneet
monet kaupallisten ohjelmistojenkin valmistajat avaa-
maan ainakin osia ldhdekoodiaan joko téysin julkises-
ti tai joillekin erityisen sopimuksen tehneille asiakkail-
leen. Kaikki julkisen ldhdekoodin ohjelmistot eivit kui-
tenkaan ole vapaita, eiké niihin liity parannetun luotet-
tavuuden lisdksi muita todellisen vapaan ohjelmiston
etuja.

Vapaat ja kaupalliset ohjelmistot opetuk-
sessa

Nykyéédn tietotekniset valmiudet liittyvit tavalla tai
toisella ldhes kaikkeen tieto- ja informaatiovirtoja ké-
sittelevddn toimintaan. Monet oppilaitosten sisiiset
toiminnot vaativat tietotekniikan kayttod, opiskelijoille
tarjotaan tietoa ja opetusta tietotekniikan kéytossa ja
opiskelijat kayttavéat sitd edelleen hyvékseen itsenéises-
sé tyoskentelyssdin. Oppilaitoksissa kéytettdvien oh-
jelmistojen valinnassa on otettava huomioon seuraavat

nakokohdat.
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Ensinnékin, julkisen, verovaroilla ylldpidetyn instituu-
tion olisi kdytettava varoja mahdollisimman tehokkaas-
ti ja valtettdva turhia investointeja. Tieto- ja viestin-
tiateknologian, laitteiden ja ohjelmistojen hinta on huo-
mattava menoera ja liséksi jatkuvassa kasvussa. Vapail-
la ohjelmistoilla saavutettaan huomattavia séastéja ja
lisdksi niiden kéyttdminen vapauttaa péaivityskierteen
aiheuttamista jatkuvista kustannuksista. Vaikka siirty-
minen aiheuttaisikin vélittomid kustannuksia, pitkal-
14 aikavililla se on melko varmasti halvempi ratkaisu.
Tdmé& on etenkin huomioitava, jos kaupallista ohjel-
mistoa tarjotaan ilmaiseksi tai edulliseen oppilaitoshin-
taan; etu ei valttaméatta pade paivityksiin.

Toiseksi, opetuksessa kaytettéviin ohjelmistoihin sisil-
tyy merkittdva yhteiskunnallinen valinta. Opiskelijat
todennékoisimmin hankkivat tulevaisuudessa juuri nii-
té tuotteita, joiden kayttod heille on opetettu. Kaytta-
malld opetuksessa tiettyd kaupallista tuotetta oppilai-
tos subventoi yleensi ulkomaista ohjelmistovalmistajaa
ja sitouttaa opiskelijansa tdmén tuotteisiin. Vapaan oh-
jelmiston kiytossi tdtd ongelmaa ei esiinny, koska tuo-
te on vapaasti kaikkien saatavilla. Jos opiskelija katsoo,
ettd jonkin kaupallisen ohjelmiston tarjoamat edut ovat
hénen kohdallaan kustannuksia suuremmat ja haluaa
siirtyd tdmén kéiyttajaksi, hdnelld on siithen tdysi mah-
dollisuus. On kaupallisen ohjelmistoyrityksen markki-
noinnin, ei opettajan, velvollisuus vakuuttaa ostaja sii-
té, ettd tuotteen kdyttoarvo on hintaa suurempi. Erityi-
sen suuri tdméa ongelma on, jos opetuksessa kiytetté-
vé kaupallinen ohjelmisto on ehdoton markkinajohtaja.
Télloin voi helposti syntyé sellainen késitys, ettéd tieto-
koneen kayttoon vaaditaan nimenomaan tiettyjen kau-
pallisten ohjelmistojen ostamista. Témé& on tietenkin
syy useiden ohjelmistovalmistajien halukkuuteen tar-
jota tuotteitaan edullisesti oppilaitosten kéiyttoon.

Tunnettuja vapaita ohjelmistoja

Erilaisia vapaiden ohjelmistojen kehitysprojekteja on
talla hetkelld kdynnissd useita satoja tai tuhansia.
Ehdottomasti tunnetuin néistd on suomalaisen Linus
Torvaldsin johdolla kehitetty Linux-kayttojérjestelma.
Koska useimmat lukijat lienevét ainakin kuulleet tésté
ohjelmistosta, en katso aiheelliseksi késitelld sitd tar-
kemmin téssé yhteydessi. Linuxista kiinnostuneille on
internetissé tarjolla runsaasti tietoa. Haluankin tuoda
erityisesti esille sen, etté vapaat ohjelmistot ovat pal-
jon muutakin kuin Linux. Niihin siirtymisen ei tarvitse
olla mikdéan hyppy pimeéén, jossa tietotekniikan kayt-
to opetellaan uudestaan vieraassa ympéristossé alusta
ldhtien. Erds vapaiden ohjelmistojen etu onkin se, etta
useimmat niistd ovat saatavissa monille eri laitteisto-
alustoille. Siten niiden kéyttdmisen voi aloitaa vaikka-
pa nettisivujen selailusta tai tekstinkésittelysté, ja sit-
ten siirtyéd esimerkiksi Linux-kéayttojarjestelméédn tér-
keimmaét sovellusohjelmat valmiiksi tuntien. Seuraavas-

sa esitellddn muutamia tunnettuja vapaita ohjelmisto-
ja, joille kaikille on yhteista se, ettd niitd voi kayttaa
sujuvasti eri kayttojéarjestelmien yhteydessé.

OpenOffice.org

Tekstinkésittely, taulukkolaskenta, yms. ohjelmista
koostuva ohjelmistopaketti OpenOffice.org tunnettiin
aikaisemmin nimelld StarOffice. OpenOffice.org syn-
tyi, kun suuri tietotekniikkavalmistaja Sun Microsys-
tems havaitsi, etté silla rahaméarallé, jonka yritys vuo-
dessa maksaa lisenssimaksuina pahimmalle kilpailijal-
leen, voisi itseasiassa kehittdd vastaavan ohjelmiston.
Niinpd Sun osti oikeudet saksalaiseen StarOfficeen, jo-
ka oli jo pitkddn kehittdnyt ohjelmistoa ilman suur-
ta taloudellista menestysta. Sun pédtti jakaa ohjelmis-
toa ilmaiseksi ja sijoittaa sen kehittelyyn vuodessa ai-
kaisemmin Microsoftin ohjelmista maksamansa sum-
man rahaa. Mychemmin my6s ohjelmiston ldhdekoo-
di julkistettiin ja vapaa versio sai nimekseen OpenOf-
fice.org. Ohjelmistosta tarjotaan edelleen myo6s kaupal-
lista (joskin edullista) versiota vanhalla nimelld StarOf-
fice. StarOffice sisdltédd joitakin sellaisia ominaisuuksia,
joita vapaasta versiosta ei 16ydy, kuten lisdfontteja seké
asennus- ja kayttotukea. Sun tarjoaa myos ohjelmiston
kaupallista versiota ilmaiseksi oppilaitoksille. Useim-
pien kéyttéjien tarpeiden kannalta ohjelmisto tarjoaa
samat ominaisuudet kuin Microsoft Office, ja myd6s sen
kéytto on hyvin samankaltaista.

Mozilla

My6s Morzilla perustuu alunpitden kaupalliseen ohjel-
mistoon (Netscape Navigator). Hivittydén kaupallises-
sa kilpailussa Microsoftin Internet Exporerille (p#-
asiassa siksi, ettd Microsoft liitti tuotteensa osaksi
kiyttojirjestelméinsi), Netscape péditti vapauttaa oh-
jelmansa lahdekoodin. Uusi ohjelmisto nimettiin Mozil-
laksi, ja my0Os tdmé ohjelmisto on saatavissa erillise-
né kaupallisena versiona vanhalla nimellddn Netscape
Navigator. Mozilla tarjoaa yhteensopivuudeltaan erin-
omaisen web-selaimen seké sidhkopostiohjelman. Tér-
kein syy siirtymiseen Internet Explorerista ja Outloo-
kista Mozillan kayttéjiksi on tietoturva. Molemmissa
edelld mainituista kaupallisista ohjelmistoista on ollut
jatkuvia tietoturva-aukkoja, jotka ovat ilmenneet mm.
sahkopostivirusten levidimisené. Vaikka ei olekaan pois-
suljettua, ettd tilanne tulevaisuudessa muuttuu, tois-
taiseksi Mozillan kayttéjat ovat kuitenkin vélttyneet
néiltd ongelmilta. Lisdsyynd Mozillan kidyttdmiseen on
se, ettd vapaana ohjelmistona sen kehitysta sddtelevat
vain kayttédjien toiveet ja siten siind on kaupallisista
ohjelmistoista ilmeisisté syistd puuttuvia ominaisuuk-
sia, kuten mahdollisuus estéd uusia ikkunoita avaavien
mainosten toiminta.
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GNU Octave

Octave on kaupallisen MATLAB:in kaltainen numeeri-
sen matematiikan ohjelmisto. Octave kehitettiin alun-
pitden prosessikemian opetusta varten. Octave siséltad
korkean tason ohjelmointikielen ja tulkin, joka tulkit-
see kayttdjan kirjoittamia ohjelmia. Silld voi ratkais-
ta erilaisia numeerisen matematiikan ongelmia, piirtai
funktioiden kuvaajia seké kirjoittaa matemaattisia oh-
jelmia. Octaven ohjelmointikieli sisédltdd nimenomaan
matemaattisten ohjelmien kirjoittamiseen tarkoitettu-
ja ominaisuuksia, kuten matriisioperaatioita. Paitsi tie-
teellisen laskimen korvikkeena ja laajennuksena, ohjel-
maa voi kayttdd esimerkiksi opetuksessa kiytettavien
kuvien tuottamiseen seké erilaisten matemaattisten il-
mioiden demonstroimiseen.

Linkkeji

e Free Software Foundation
http://www.gnu.org

e Open Source Initiative (OSI) — tietoa avoimen
lihdekoodin ohjelmistoista
http://www.opensource.org/

e Linux Online
http://www.linux.org/

e Suomen Linux-kéyttdjien yhdistys
http://www.mpoli.fi/flug/

Verkkolehti Linux Today
http://linuxtoday.com/

Verkkolehti Slashdot
http://slashdot.org

OpenOffice.org -toimisto-ohjelmisto
http://www.openoffice.org

StarOffice-toimisto-ohjelmisto
http://fi.sun.com/staroffice/

Mozilla web-selain
http://www.mozilla.org

Octave matematiikkaohjelmisto
http://www.octave.org/

SchoolNet Namibia — vapaisiin ohjelmistoihin pe-
rustuva projekti, joka pyrkii tarjoamaan Nami-
bian koululaisille mahdollisuuden internetin kéyt-
tdmiseen

http://www.schoolnet.na/

SchoolNet Thailand — edellistéd vastaava projekti
Thaimaassa
http://www.school.net.th/

LinEx — Espanjalaisen Extremaduran maakun-
nan kehittdmé oma Linux-versio
http://www.linex.org/
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Matkapuhelinverkon solujen geometria

Robert Piché
Professori
Matematiikan laitos, Tampereen teknillinen yliopisto

Tukiasemien solut

Kun soitat matkapuhelimella bussista, puhelusi véalit-
tyy verkkoon ldhimmén tukiaseman kautta (kuva 1).
Vaikka bussi kulkee ja vie sinut kauas siitd ensimméi-
sestd tukiasemasta, puhelu ei katkea, koska jérjestelmé
siirtda sen kasittelyn tukiasemasta toiseen. Tukiaseman
“hoitoaluetta” kutsutaan soluksi; matkapuhelin onkin
englanniksi cellular phone. Téssé artikkelissa tutkitaan
tukiasemien solujen geometriaa.

Kuva 1: Mink&d muotoinen on tdmén tukiaseman solu?

Aloitetaan sillé, ettd asemat ovat n eri pistetté tasossa.
Maéritelldén jokaisen aseman p; (i = 1,2,...,n) ym-
pérille sellainen alue, etté alueen jokaisen pisteen 1dhin
asema on p;. Aseman p; aluetta kutsutaan soluksi ja
merkitddn V(p;). Jos kahden paikan vélisti etiisyytta

merkitdén d(p, ¢):1la, niin solu on pistejoukko

V(pi) ={q|d(g,pi) <d(q,p;),1 <j <n,i#j}.

Solujen reunalla ollaan yhté ldhelld kahta tai useam-
paa asemaa. Ndmé raja-alueet eivit kuulu mihinkdan
soluun. Solujen kokoelmaa kutsutaan solukaavioksi.

Miltd ndyttiaéd solu? Tarkastellaan ensin kahden aseman
tapausta.

P2

V(py) I‘pl

Kuva 2: Kahden aseman solukaavio

Solut V(p1) ja V(p2) ovat silloin puolitasoja (kuva 2).
Solujen yhteinen raja on suora, joka puolittaa asemat
yhdistévén janan (katkoviiva kuvassa 2). Jokaisen suo-
ran pisteen etdisyys asemaan p; on sama kuin sen etéi-
Syys asemaan ps.

Jos merkitdén symbolilla h(py, p2) asemalle p; kuulu-
vaa puolitasoa aseman po suhteen, eli

h(p1,p2) = {q | d(q,p1) < d(q,p2)},
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niin kahden aseman tapauksessa voidaan todeta, etta
V(p1) = h(p1,p2) ja V(p2) = h(p2,p1).

Lisatdan kolmas asema. Silloin huomataan, ettd solu
V(p1) (kuva 3)

Kuva 3: Aseman p; solu, kun tasossa on kolme
asemaa, on kahden puolitason leikkaus.

on leikkaus kahdesta asemalle p; kuuluvasta puolita-
sosta: sen puolitasosta aseman ps suhteen sekéd puoli-
tasosta aseman p3 suhteen. Kaava on siis

(1) V(p1) = h(p1,p2) N h(p1,p3).

Kahden puolitason leikkaus on suorien rajaama alue,
eli monikulmio. Puolitasot ovat kuperia alueita, joten
niiden leikkaus on kupera. Kun muodostamme vastaa-
valla tavalla solut V(ps2) ja V(ps), saadaan kaavio, jon-
ka muodostaa kolme kuperaa monikulmiota (kuva 4).

\ o P2

V(p3) °
P1

° V(py)
P3

V(py)

Kuva 4: Kolmen aseman solukaavio

Reunat ovat téssd tapauksessa kaikki puolisuoria.

Kun lisdtdin asemia, voimme todeta, ettéd solu V(p1)
on leikkaus kaikista puolitasoista, joita se hallitsee mui-
den asemien suhteen. Niin kaavasta (1) tulee

V(pl) h(p17p2)ﬂh(p17p3)mmh(plvpn)

m{h(Pl,Pg‘) |2 <j<n}

Muut solut muodostetaan samalla tavalla, eli puolita-
sojen leikkauksena:

V(p) =({h(pip)) |1 <j<n, j#i}, 1<i<n

Téstd kaavasta seuraa, ettd solut ovat kaikki kuperia
monikulmioita.

Koska puolitasojen lukuméard on n — 1, niin moni-
kulmion sérmien ja kirkien lukumé&aré on korkeintaan
n — 1. Tam& maksimiarvo saavutetaan solussa, jonka
asema on muiden asemien piirittdmé (kuva 5).

Kuva 5: Kuuden aseman solukaavio.

Jos asemat ovat suorassa rivissé, niin solukaavion séar-
mét ovat yhdensuuntaisia suoria (kuva 6).

Kuva 6: Rivissa olevien asemien solukaavio.

Tam& on erikoistapaus. Jos asemat eivit ole rivissi,
niin solukaavion sérmét ovat janoja tai puolisuoria, ei-
ki kaaviossa ole yhtikéisin (tdys-)suoraa. TAmé véite
voidaan todistaa seuraavasti. Olkoon suora e solujen
V(pi) ja V(p;) yhteinen reunaviiva. Koska suoran e
pisteet ovat solun V(p;) reunalla, niin ei ole olemassa
muuta asemaa, joka olisi niitd lihempénéd. Oletetaan
nyt, ettd on olemassa sellainen asema py, ettd asemat
Di, Dj, Pk eivit ole rivissd. Télloin puolitason h(pg,p;)
reunaviiva ei ole yhdensuuntainen suoran e kanssa, jo-
ten se leikkaa e:n (kuva 7).

o Pk

] pJ

ep

Kuva 7: Todistuksen geometria.

Ne suoran e pisteet, jotka ovat puolitason h(pg,p;) si-
sélld, ovat ldhempéné asemaa py, kuin asemaa p;. Témé
on ristiriidassa sen kanssa, ettéd e on suora, ja todistus
pédttyy tdhan.

Tason pisteille q, jotka eivét ole asemia, voidaan mé&-
ritelld suurin tyhjd ympyré, joka on suurin g-keskinen
ympyré, joka ei sisélld asemaa. Suurimman tyhjan ym-
pyrdn avulla voidaan luokitella tason pisteet:
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el asemassa oleva
pisteon ...

jos ja vain jos sen suurimman
tyhjan ympyrén reunalla on ...

solun sisalld
sarmassa
kérjessa

yksi asema

kaksi asemaa

kolme tai useampi asemaa (kuva
8).

Neljan tai useamman aseman lépi kulkevd ympyra vaa-
tii asemien erikoista asettelua. Siksi solukaavion kérjes-
sd on melkein aina kolme sérméé.

Kuva 8: Kérjen suurin tyhja ympyra.

Pohdittavaa

Solu voidaan myds méaritelld vastaanotettujen signaa-
lien mukaan. Matkapuhelimen tietoliikenteen hoitaisi
se tukiasema, jonka signaali on voimakkain. Jos ase-
milla on eri ldhetysteho ja signaalin voimakkuus véhe-
nee etdisyyden nelién mukaan, niin minka nékoisia ovat
solut?

Lisai tietoa

Solukaaviot tunnetaan yleisesti nimelld Voronoin kaa-
vio (englanniksi Voronoi diagram). Soluja kutsutaan

Voronoin soluiksi, Dirichlet:n monikulmioiksi, Thiesse-
nin monikulmioiksi, Wignerin ja Seitzin alueiksi, ja mo-
neksi muuksikin, koska idea keksittiin monta kertaa.

L&heinen késite on Delaunayn kolmiointi, joka saadaan,
kun piirretdéin jana niiden asemien véliin, joiden soluil-
la on yhteinen reuna (kuva 9).

Kuva 9: Kuvan 8 asemien Delaunayn kolmiointi.

Voronoin kaaviota ja Delaunayn kolmiointia kéytetdén
monissa eri sovellusalueissa luonnontieteissé ja yhteis-
kuntatieteissd. Ohjelmistotekniikassa moni algoritmi
pohjautuu Voronoin diagrammeihin.

Kattava Voronoin kaavioista kertova kirja on Spatial
Tesselations [1]. Algoritmejé Voronoin kaavion laske-
miseen esitetdin kaikissa laskennallisen geometrian op-
pikirjoissa, esimerkiksi [2]. Verkosta loytyy hienoja Vo-
ronoin kaavioita piirtdvida demoja [3].

Viitteet

[1] A. Okabe et al., Spatial Tesselations: Concepts and
Applications of Voronoi Diagrams, 2nd edition, Wiley,
2000.

[2] J. O’Rourke, Computational Geometry in C, Cambrid-
ge University Press, 1994.

[3] www.cs.cornell.edu/Info/People/chew/Delaunay.html
cage.rug.ac.be/~dc/alhtml/Delaunay.html
www.msi.umn.edu/~schaudt/voronoi/voronoi.html
www.voronoi.com/DelaunayApplet.html
www.diku.dk/hjemmesider/studerende/duff/Fortune/
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PISA-tutkimuksesta ja suomalaisten
itsendisesti ajattelusta

Marjatta Néidtidnen
Dosentti
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Kuten kaikki tieddmme, suomalaiset sijoittuivat hyvin
PISA-tutkimuksen lukutaidossa. Matematiikan osaa-
misena uutisoitu tulos oli kuitenkin suurelta osalta
tekstien ymmértdmistulos. Varsinainen matematiikan
testaus on vasta tulossa. Melko vihéiselle uutisoinnille
jil myos se, ettd Suomen ruotsinkielisten oppilaiden tu-
los oli huonompi kuin suomenkielisten. Koululaitoksen
pitéisi olla molemmille kieliryhmille jokseenkin saman-
lainen, ryhmékootkaan tuskin ovat suuremmat ruotsin-
kieliselld puolella. Olisiko tuloksella yhteytté siihen, et-
td suomenkieliset saavat paljon enemmén lukuharjoi-
tusta TV:n lasten- ja muidenkin ohjelmien tekstityksen
lukemisessa? Suomenkielelld on tehty vain védhén oh-
jelmia ja vieraskieliset ohjelmat tekstitetddn suomeksi,
ruotsinkieliset sen sijaan voivat katsoa Ruotsin ohjel-
mia ja kuunnella niitd didinkielelld&n.

Alla on lyhennelmid PISA-tutkimusta sivuavista tai
késittelevisté kirjoituksista. Samalla ulkomaalaiset ih-
mettelevit, miksi suomalaiset ovat niin auktoriteettius-
koisia ja alistuvia. Miksi heill ei ole omia mielipiteitd —
ei ainakaan sellaisia, joita he osaisivat perustella? Ma-
temaatikolle tulee mieleen, ettd néihin ongelmiin voi
liitty&d Suomessa perin yleinen virheellinen kisitys ma-
tematiikasta ja sen opetuksen merkityksesté. Té4llahéin
luullaan, ettd matematiikka on koneilla korvattavaa las-
kemista. Ei tunneta ja tunnusteta matematiikan térke-

a4 merkitystéd loogisen, itsenéisen ja joustavan, erilai-
sia ratkaisuja etsivén ja niitd perustelemaan kykenevén
ajattelun opettajana.

Leena Itkonen kirjoittaa Universitas Helsingiensis -leh-
den numerossa 1,/2002 otsikolla

Argumentaatio vaikeaa suomalaisille?

"Mielipiteen muodostus ja kriittinen lukutaito vaatii ar-
gumentointitaidon kehittdmistd. Suurin puute on se,
ettei perustelua eroteta selityksesté, didinkielen ja kir-
jallisuuden lehtori Viiné Kuukka pohtii. Meilla syntyy
paljon erilaisia myyttejd, joihin yksinkertaisesti usko-
taan, koska siltd tuntuu... Suomessa joku muu tietda
asiat aina paremmin — isé, &iti, pomo ja poliitikot.”

Yliopistolla tanskaa opettava ja Suomessa jo usean vuo-
den asunut Karin Guldbaek-Ahvo on huomannut sa-
man asian: — Suomalaiset ovat hierarkisia ja auktori-
teettiuskoisia. Tanskassa asia on taas ihan péinvastoin.
Tanskalaiset voisivat kylld joskus uskoa jotain asian-
tuntijaakin. Mutta siellé ei riitd, ettd on professori tai
padministeri. Auktoriteetti on ansaittava.

— Tanskassa pitdéd aina olla kriittinen, Guldbaek-Ahvo
jatkaa. — Kysymyksiéd pitdéd asettaa koko ajan. Kirjo-
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ja luetaan pienesté pitden analysoiden. Niité katsotaan
ikddn kuin ylhdaltd pain kyseenalaistaen. Suomalais-
ten lukutapa on erilainen. Suomalaiset lukevat saadak-
seen tietoa. Tanskassa pitdd ymmértad kokonaisuuk-
sia, kun Suomessa korostuu yksityiskohtien tuntemi-
nen. Molempia taitoja tarvitaan, mutta niitéd tarvitaan
eri tarkoituksiin.

Pahimmillaan suomalainen lukutapa johtaa kuitenkin
siihen, etté luettua ei osata analysoida vaan ainoastaan
referoida.

Guldbaek-Ahvolla on my6s kokemuksia siité, ettd suo-
malaisnuoret ovat vélilla kovin epdvarmoja mielipitei-
den muodostamisessa: — Kun oppilaalta Suomessa ky-
syy, “mité sé luulet”, niin saa vastauksen "emma tiedd”.
Kun uudestaan kysyy "no mité s luulet?”, niin vastaus
on edelleen "emmé tiedd”, Guldbaek- Ahvo kertoo ja
toteaa samaan hengenvetoon kaipaavansa ihanneoppi-
laakseen tanskalaisen ja suomalaisen yhdistelmé&a...

Kirjallisuuden tuntemusta oppilailta ei PISA-tutki-
muksessa testattu, mutta sitékin on Suomessa myos
téssé yhteydessd pohdittu.

Opetushallituksen arviointitutkimuksen mukaan 43
prosenttia peruskoulun padttéluokan oppilaista ei lue
vapaa-aikanaan yhtéd ainutta kirjaa vuodessa. Luke-
minen onkin viahentynyt dramaattisesti. Yksi syy sii-
hen on se, ettéd kirjoja ehditddn nykyisessé oppiainei-
ta vuorottelevassa jaksojarjestelméssé lukemaan hyvin
véhan.

"Tama nikyy my6s yliopiston saksalaisen laitoksen leh-
torin Helmut Diekmannin ty6ssd: — Ensimmaéisen luku-
vuoden opiskelijoilla on nyky&in katastrofaalisen huo-
no yleissivistys. Sité tulee kysyneeksi itseltdéan, mité he
ovat tdhin asti lukeneet. My0s suomalaisessa kirjakult-
tuurissa on mielesténi todella toivomisen varaa. Kirjat
ovat tdalla kausitavaraa. Ne ovat esilld kirjakaupoissa
ehké vuoden, sen jédlkeen ne joutuvat alennusmyyntiin
ja niitd saa endd vain antikvariaateista, Diekmann ih-
mettelee.”

"Opetusneuvos Pirjo Sinko muistuttaa: — Lukuharras-
tus on kaikkein merkittdvin tekija kielen kehityksenkin
kannalta. Paljon lukevat ovat yleenséd hyvié kirjoitta-
jia. Namé taidot kulkevat kisi kédessid. Lause- ja vir-
ketajun opettamalla opettaminen on todella vaikeaa.
Lukeminen vaikuttaa ajattelutaitoihin, tekstitaitoihin,
rakenteiden ymmaértdmiseen, Sinko listaa, mutta muis-
tuttaa kuitenkin, ettid tédssd mielessé kaikki lukeminen
on arvokasta.”

Osavastuu lukuharrastukseen houkuttelemiseksi on-
kin nyt annettu tiedotusvélineille. Suomen &idinkielen
opettajien liitto on haastanut tiedotusvélineet mukaan
kasvatusvastuuseen. Jérjesto odottaa tiedotusvilineil-
t4 yhd monipuolisempia siséltojd, kriittistd pohdintaa,

kysymyksid ja keskustelun avauksia toivoen, ettd Suo-
meen kasvaisi kriittisempi ja argumentoinnin hallitseva
sukupolvi.

My6s PISA-tutkimuksessa tuli esille, ettd suoma-
laisnuorilla olisi parantamisen varaa mielipiteiden ja
kritiikin muodostamisessa. Leena Itkonen kirjoittaa
Universitas Helsingiensis -lehden numerossa 1/2002
PISA-tutkimuksesta otsikolla

Suomalaisilla lukutaidon maailmanmes-
taruus — Mik4i siivitti voittoon?

Kirjoituksessa loydetddan menestykseen monia syité,
kuten TV:n tekstitetyt lastenohjelmat — joita tutkimus-
ten mukaan katsotaan viikottain aika monta tuntia:

— Kansankeskustelussa on veikattu tekstitettyja
televisio-ohjelmia yhdeksi syyksi lukutaidon kehitty-
miseen. Televisiossa on paljon ulkomaisia ohjelmia,
joten lapset ja nuoret lukevat televisiota katsoessaan.
Lukunopeus kehittyy ja pienemmét lapset haluavat
oppia itse seuraamaan television ohjelmia.

— Suomen kielen kirjoitus- ja ddnneasun tdydellinen
vastaavuus auttaa lukemaan oppimista.

— Tarked syy on my6s hyvét opettajat, joilla on hy-
vé koulutus. Suomessa kaikilla opettajilla on nyky&én
yliopistollinen, maisteritason tutkinto ja koulutus on
houkutellut korkeatasoisia hakijoita. Tosin tilanne voi
tulevaisuudessa my6s muuttua. Hyvien hakijoiden ha-
lukkuuteen hakeutua alalle vaikuttaa opettajien palk-
kaus ja tyoolot, joihin monet opettajat ovat toivoneet
parannusta.

— Suomalaisessa kulttuurissa lukemista arvostetaan.
Kirjastolaitos on erittdin tédrked. Snellmanilainen kan-
sansivistysaate on ollut vahvana 1800-luvulta alkaen.
Pohjoismaissa lukutaito on perinteisesti korkea, ja
muun muassa lupa avioliittoon on ollut sidoksissa lu-
kutaitoon.

— Maahanmuuttajalasten vihyys suomalaisissa koulu-
luokissa.

Ongelmina mainittiin kirjoituksessa:

— Kaikkialla maailmassa tytot lukivat paremmin kuin
pojat. Suomessa ero oli maailman suurin. Suomessa ei
néytd olevan lukevan miehen mallia. Miehen malli on
Suomessa kovempi kuin esimerkiksi Tanskassa, jossa
tyttdjen ja poikien vilinen lukutaidon ero oli huomat-
tavasti pienempi.

— Huippuosaajia oli Suomessa tutkimuksen mukaan sel-
vésti vihemmén kuin hyva kokonaistulos antaisi olet-
taa, niinpé lahjakkailta voisi koulussa vaatia enemmaén.
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Peruskoulun periaatteisiin on kuulunut vahvasti hei-
kompien osaamisen kehittymisesté huolehtiminen. Sii-
né voikin olla yksi syy huippuosaajien vahdiseen méé-
rdén. Néin hyvilld tuloksilla kérjenkin pitéisi olla vah-
vempi, lahjakkailta voisi koulussa vaatia enemmén.

— PISA-tutkimuksen mukaan suomalaisnuorilla olisi pa-
rantamisen varaa mielipiteiden ja kritiikin muodosta-
misessa.

Kummallisen kuuliainen kansa

Suomessa vieraillutta ympéristoekologi Leila Shuttonia
haastateltiin Yliopisto 3/2002 -lehdessé. Shutton koros-

ti, ettd tekemétta jattdminen — tyytyminen — on valinta
ja 16ysi kulttuuristamme paljon korjattavaa. Suomalai-
set ovat niin kauhean auktoriteettiuskoisia, hdn puis-
teli padtddn. "Vaikka Tasmaniassa ei tunneta suoma-
laista kansanluonnetta, sielldkin tiedetéddn, ettd taalla
kaukana pohjoisessa ihmiset on saatu suostumaan esi-
merkiksi sellaisiin lddkekokeisiin, joita Amerikassa tai
Australiassa ei voitaisi ikind tehdd. — Australialaiset
tietdvit suomalaiset hyviksi tieteen koekaniineiksi ja
kaupan pédlliseksi tiedemaailmassa vield puhutaan lois-
tavaa englantia. Hyvd kauppa. Aina ei voi olla ylpei
juuristaan.” Vaikeneminen ja alistuminen tuntui Shut-
tonin puheen mukaan olevan pikemmin kansalaisyhteis-
kunnan kuin tiedemaailman ongelma.

Verkkosolmusta poimittua

o WWW-linkkejé lukion matematiikan opetukseen (koonnut Ossi Hyyti)

http://solmu.math.helsinki.fi/2003/hyyti/

o WWW-linkkej# yldasteen matematiikan opetukseen (koonnut Riitta Snellman)

http://solmu.math.helsinki.fi/2001/1linkit/

e Opas matematiikan alkuopetukseen Varga-menetelméilld (ensimméinen luokka)
http://solmu.math.helsinki.fi/2000/alkuopetus/amr.html

e Opas matematiikan alkuopetukseen Varga-menetelméilld (toinen luokka)
http://solmu.math.helsinki.fi/2001/unkari/luokka2/

e Prof. Istvan Hortobagyin kurssi Unkarilaisesta matematiikan opetuksesta
http://solmu.math.helsinki.fi/2001/unkari/kurssit.html
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Keskustelua Suomi-Ruotsi-Unkari
opettajankoulutuksen LUMA-vertailun

lopuksi

Marjatta Néidtidnen
Dosentti
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Suomalaisia, ruotsalaisia ja unkarilaisia yliopistotason
tutkijoita ja opettajia oli kokoontunut keskustelemaan
hiljattain n&issd kolmessa maassa tehdyn opettajan-
koulutusvertailun jialkeen. Téassé on joitain keskustelus-
ta poimimiani ajatuksia.

Ruotsalainen professori Widman toi esiin kaksi vallit-
sevaa paradoksia:

1) Kaikki puhuvat tietoyhteiskunnasta, mutta niiden
henkil6iden, jotka tété tietoa valittavit seuraavalle su-
kupolvelle, ts. opettajien arvostus ja asema yhteiskun-
nassa heikkenee.

2) Tiede matematisoituu kovaa vauhtia, mutta saman-
aikaisesti matematiikan osaamisen ja aseman térkeyden
ymmaértidmisen taso yhteiskunnassa laskee.

Widman puhui my6s oppimisen iloista, aikaisempien
sukupolvien tekemien keksint6jen valtavan merkityksen
tuomisesta esille myos opetuksessa (esim. differentiaali-
ja integraalilaskenta).

Keskustelussa késiteltiin nykyistd massakoulutusta.
Ranska on maa, jossa on onnistuttu sailyttdméasn myos

elliittiopetus, vaikka maa on tasa-arvokésitteessi perin-
teisesti ollut edelldkévijé. Prof. Widman kertoi esimer-
kin: Emme tarvitse kymmenté insinoorié, jotka osaavat
rakentaa sillan suurinpiirtein, vaan yhden, joka tiet&da
tdsmailleen, miten se tehdéédn jotta sillasta tulee turval-
linen. Kansainvéilisessé kilpailussa ei riitd, ettd on pal-
jon insintorejé, on oltava myds hyvid insinoorejé. Kaik-
ki insin6orit eivit tarvitsisi kovin paljoa matematiik-
kaa, monet heisté siirtyvat muihin ammatteihin. Ken-
ties teknisissé korkeakouluissa tulisi tehdé ryhmittelyé,
jossa tdmaé otettaisiin huomioon.

Suomessa ja Ruotsissa yliopistojen laitosten rahallinen
tulos riippuu tavalla tai toisella miarastd. Matematii-
kassa ei Suomessa makseta sivuaineopintoja suoritta-
vien opintoviikoista, joten esim. Helsingin yliopistos-
sa on ollut pakko leikata téstd opetuksesta — ironista
kylld samanaikaisesti korostetaan juhlapuheissa poikki-
tieteellisyyttd. Matematiikan laitoksella on liian vahan
opettajia, ryhmét ovat suuret, eiké rahoitus riitd aina-
kaan Helsingissé edes laitoksen perusopetukseen. Ra-
hoituskertoimet eivét ole oikein.

Median valtava merkitys késitteenmuokkaajana tuli
esille keskustelussa. Keskustelijat kaipasivat toimitta-
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jia, joilla olisi omakohtaiset opinnot tieteessd. Hyvia
tiedepeleja kaivattiin verkkoon.

Ruotsalaiset edustajat tekividt mm. téllaisia huomioi-
ta: Unkarissa opettajilla on paljon vahvempi aineen-
osaamispohja kuin Ruotsissa. Varsinaisia opetustun-
teja on Unkarin opettajankoulutuksessa paljon enem-
mén kuin Ruotsissa. Ruotsissa opiskelijat haluaisivat-
kin enemmén opetusta. Todellinen ongelmanratkaisu
eli harjaantuminen matemaattiseen ajatteluun on Un-
karissa vahvalla sijalla. Peruskoulun opettajankoulu-
tuksen pddvastuu on Ruotsissa didaktikoilla, Unkaris-
sa matemaatikoilla. Kemian edustaja kertoi, ettd ke-
mian opetukseen tulee ongelmia Suomessa puutteelli-
sesta matematiikan osaamisesta. Yleinen ilmi6 on, et-
ta kouluja varten koulutetut opettajat menevét muil-
le, houkuttelevammille aloille kuin kouluihin; Suomessa
tdmé pétee erityisesti miehiin.

Suomalainen didaktikko kertoi tutkimuksesta, jonka
mukaan ryhméjako tasoerojen mukaan ei ole tarpeel-
linen. Hyvét oppivat joka tapauksessa ja sekaryhmé on
hyvéksi keskinkertaisille ja heikoille. Tédhén prof. Wal-
lin vastasi: "En usko, mitéd sanot.” Han kertoi Uuma-
jan ryhmittelykokeilusta, jossa heikommille on suosi-
teltu hitaammin etenevdd ryhmaéé. Tulokset ovat hy-
Vid.

Koulukirjojen muuttuminen kuvaileviksi oli keskusteli-

joiden mielesté erittéiin huono asia. Oppikirjoista tulisi-
kin k&yda rakentavaa kriittistd keskustelua. Mitéa kou-
lukirjat oikeastaan kertovat matematiikasta?

Yliopisto-opettajien didaktisten kykyjen merkitykses-
td oltiin yksimielisid. Didaktisten opintojen tulisi olla
vapaaehtoisia ja niitd tulisi tarjota oikeassa &lyllisessé
ympéristosséd ja hengessé ainelaitoksilla.

Ruotsalainen prof. Wallin kertoi hotelliketju Hiltonin
luojasta. Hiltonin koulunké&ynti takkusi aluksi, mutta
parikymppisend hén alkoi opiskella algebraa, geometri-
aa, differentiaali- ja integraalilaskentaa. T&ll4 oli mer-
kittdva vaikutus hénen &lylliseen kehitykseensé: "En
viitd, ettd differentiaali- ja integraalilaskenta, algebra
ja geometria olisivat valttdméttomid hotellialalla. Ne
eivit kuitenkaan ole hyodyttomié koristuksia ihmisten
koulutuksessa.” Hilton jatkoi muistelmiaan kertomalla,
ettd korkeamman matematiikan opinnot olivat olleet
parasta mahdollista harjoitusta hénen uralleen. Hil-
ton loi hotelliketjun, lama-aikana ketjulla oli vaikeuk-
sia, mutta han rakensi hotelliketjunsa uudelleen laman
jilkeen. Téllaisia esimerkkejé tulisi saada julkisuuteen.
Matematiikan historiaa voisi tuoda esille, matemaat-
tiset mallit esim. biologiassa olisivat kiinnostavia. Ko-
neellisia kokeiluja luonnon prosesseista voisi esitt&a. Jos
mallin toiminnassa on ongelmia, on matematiikka tar-
peen.
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Deltaedrit

Virpi Kauko
Tutkija

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyvéskyldn yliopisto

Solmussa 3/2002 ilmestyneessé artikkelissa Monitahok-
kaiden topologiaa méariteltiin deltaedri monitahok-
kaaksi, jonka kaikki tahkot ovat tasasivuisia kolmioita.
Tehtéviksi annettiin selvittdd montako sellaista on ole-
massa. Liséksi kysyttiin, montako kuperaa deltaedrid
on.

Vastaus on, etti deltaedrejé on dérettémén monta; ku-
peria deltaedreja sen sijaan on vain kahdeksan.

Yksinkertaisin deltaedri on sdénnéllinen tetraedri, joka
koostuu neljéistd kolmiosta. Liittdmélla kaksi tetraedria
tahkoistaan yhteen saadaan kolmikulmainen kaksoispy-
ramidi, joka koostuu kuudesta kolmiosta. Tetraedreja
voidaan liittd4 talld tavoin yhteen miten pitkéksi ket-
juksi tahansa, joten deltaedreja on dédrettomén monta.
Ketjut voivat my6s haarautua tai muodostaa silmukoi-
ta...

Monitahokkaan kuperuus tarkoitti, ettei mikain kah-
ta kédrked yhdistdva jana jaa kappaleen ulkopuolelle.

Kuperan vastakohta on kovera. Kuperuuden asettami-
nen lisdvaatimukseksi rajoittaa mahdollisten tahokkai-
den madrad. Esimerkiksi kolmen tetraedrin muodosta-
ma, deltaedri nimittdin onkin kovera. Tamé perustel-
laan kohta.

19 ehdokasta

Deltaedrejé voi keksia lisdéd kayttaen mielikuvitusta se-
k& tarvittaessa sen tukena esimerkiksi paperia ja lii-
maa, tai lankaa ja mehupillejéa... Mutta jos halutaan
osoittaa, ettei muita mahdollisuuksia ole kuin jo keksi-
tyt, on kiytettéva teoreettisia apuneuvoja. Monitahok-
kaiden topologiaa -artikkelissa todistettiin kaksi kayt-
tokelpoista tulosta:

e FEulerin monitahokaslause: K — S+ T =2

e Kulmavajelause: Zle vaje(k) = 720°

(missd K, S, T ovat monitahokkaan kérkien, sdrmien ja
tahkojen lukuméérit ja vaje(k) tdyskulman ja kirjessd
k kohtaavien tahkojen kulmasumman erotus).

Deltaedrisséd jokaisella tahkolla on tasan kolme sér-
mé#d. Toisaalta missd tahansa monitahokkaassa kukin
sdrmé on aina yhteinen kahdelle tahkolle. Siksi pétee
3T = 285, joka Eulerin lauseeseen sijoitettuna antaa
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2K —T =4eli T = 2(K —2). Néin ollen kéirkien luku-

madrd madrdd myos sarmien ja tahkojen lukuméadrén.

Tasasivuisen kolmion jokainen kulma on 60°, joten jos
kérkipisteessd k kohtaa p kolmiota, niin sen kulmava-
je on vaje(k) = (360 — p - 60)°. Koska deltaedrin piti
olla kupera, on kulmavajeen oltava positiivinen (Mie-
ti, miksi néin on!). Niinpé p voi olla vain 3,4 tai 5 ja
kulmavaje siis vastaavasti 180°,120° tai 60°.

Merkitddn symbolilla K,, deltaedrin niiden kérkien lu-
kum#aris, joissa kohtaa p kolmiota. Silloin kaikkien
kérkien lukumédrd on K = K3 + K4 + K5, ja kulma-
vajelauseen mukaan pétee

K3 - 180° + Ky - 120° + K5 - 60° = 720°, eli
3K; 4+ 2K, + K5 = 12.

Nyt olemme johtaneet joukon yhtéloitéd, jotka moni-
tahokkaan kérkien, sdrmien ja tahkojen lukuméérien
on toteutettava jotta kyseessé olisi kupera deltaedri:

(2) 3K3 4+ 2K, + K5 = 12
3) Ks+ Ky + K5 = K
(4) S =3(K —2)
(5) T =2K —2)

Koska K,:t ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, yhtéa-
16114 (1) on vain dérellinen mééra ratkaisuja. Luku K3
voi olla korkeintaan 4, jolloin K4 = K5 = 0. Vastaa-
vasti Ky < 6 ja K5 < 12. Ratkaisuja (eli kolmikko-
ja K3, K4, K5) on yhteensi 19, joka on myds yliraja
erilaisten kuperien deltaedrien lukumééralle. Seuraava
taulukko esittéia kaikki yhdekséntoista ehdokasta:

19
Ky Ky Ks | K S T
4 0 0] 4 6 4
31 1] 5 9 6
30 3] 6 12 8
2 3 0|5 9 6
2 2 2|6 12 8
2 1 4| 7 15 10
2 0 6| 8 18 12
1 4 1|6 12 8
13 3|7 15 10
12 5| 8 18 12
1 1 7|9 21 14
1 0 9|10 24 16
0 6 0] 6 12 8
0 5 2| 7 15 10
0 4 4] 8 18 12
0 3 6] 9 21 14
0 2 8|10 24 16
0 1 10|11 27 18
0 0 12]12 30 20

On kuitenkin huomattava, ettd yhtalst (1)...(4),
joiden mukaan taulukko on laadittu, ovat vain
valttaméattomia ehtoja sille etté tahokas on kupera
deltaedri, eivat riittdvid. Kaikki kuperat deltaedrit siis
esiintyvét taulukossa, mutta kaikki taulukon esittdmét
lukukolmikot eivit tuotakaan kuperaa deltaedrié.

Ei monitahokas

Tarkastellaan taulukossa toisena olevaa lukukolmikkoa
(3,1,1). Koska yhden kiirjen ympiirilld pitéisi olla viisi
tahkoa (K5 = 1), voi rakentamisen aloittaa viidelld
kolmiolla. Kolmioita on toisaalta yhteensa vain kuusi,
joten tahokas olisi rakennettava kuvan mukaisesta
yvhdistelméasta liittdmé&lld numeroidut vapaat sdrmét
pareittain yhteen. Talloin sdrmé 2 on liitettava 3:een,
mikd pakottaa 1:n ja 4:n yhteen. Jéljelle ja& 5 ja 6,
mutta niiden yhteenliittdminen tuottaisi kérjen, jossa
kohtaa vain kaksi kolmiota. Tdmé on mahdotonta,
joten téstd ei synny monitahokasta lainkaan.

Deltaedri vaan ei kupera

Alussa mainittu kolmiopohjainen kaksoispyramidi
(2,2,2) loytyy taulukon viidennelti riviltd. Merkitéddn
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kolmen tahkon kérkipisteitd A, B, neljdn tahkon
karkia C, D ja viiden tahkon kérkid E, F'. Kappale on
symmetrinen kéirkien A, B, C, D kautta kulkevan
tason suhteen; samassa tasossa on myés janan EF
keskipiste G.

Jotta jana AB ei joutuisi kappaleen ulkopuolelle,
pitéisi kulman <<AGB olla kupera eli alle 180°
kappaleen puolella (siis pisteiden C, D kautta
mitattuna).

A F B A G
7 2 3 LA\R
o/ YA
D N ESSSCF AT D

1 4

Yhden tetraedrin tahkojen vélinen kulma
<AGD =: 2¢ saadaan Pythagoraan lauseen ja
trigonometrian avulla kolmioista AFE ja AGD.
Koska kolmiot ovat tasasivuisia, kaikki sdrmét
AF, AFE jne. ovat yhté pitkid; olkoon pituus 2. T&ll6in
janan AG pituus on v/22 — 12 = /3. Nyt kulman
<AGD puolikkaan sini ja kosini ovat

1/3,cos = +/2/3,

mistd saadaan likiarvoksi 2¢ ~ 70.53°. Kaikilla
kolmella tetraedrilla on yhteinen sdrmé EF', jossa
sdrmékulmien summa on
<AGB = 6p = 211.6° > 180°. Koska se siis on yli
oikokulman, niin jana AB ji& kappaleen ulkopuolelle
eli kappale on kovera.

sin p =

Kupera vaan ei deltaedri

Taulukon keskivaiheilla oleva kolmikko (1,3, 3)
tuottaa seitsenkérkisen monitahokkaan, joka saadaan
yhdistdmélla tetraedri (4, 0,0) ja oktaedri (0,6, 0).
Kuperuuden testaamiseksi pitédé taas laskea yhteisen
sirmén EF ympdriltd sirmékulmien summa.
Tetraedrille AEF D se on &sken laskettu <AGD = 2,
oktaedrille saadaan vastaavasti <DGH = 20 ja

sinf = /2/3,cos0 = +/1/3.

Likiarvoksi tulee 26 = 109.47°, joten summa
<JAGH = 2(p + 0) on ldhelld oikokulmaa.
Kayttamalld sinin summakaavaa saadaan lasketuksi
summakulman sinin tarkka arvo:

sin(p+60) =1/vV3-1/V3++/2/3-1/2/3=1.

Siispé ¢ + 6 on tédsmiilleen suora kulma ja <AGH
oikokulma. Tamé& merkitsee, ettd jana AH on samassa

tasossa kuin F'F'. Se siis ei joudu kappaleen
ulkopuolelle (kuten eiviit muutkaan kérkid yhdistavit
janat), joten kappale on kupera. Mutta koska kaksi
vierekkéistd tahkoa (AEF ja EFH) ovat samassa
tasossa, ne ovatkin yksi ja sama tahko AEHF, ja se
on nelikulmio eikd kolmio. Siksi tdmé kappale ei ole
deltaedri.

Kuperat deltaedrit

Lukijalle jatetdan tehtaviksi kiayda lépi taulukon

ehdokkaat ja tutkia, mitké niista eivét kelpaa ja

miksi. Karsinnasta selviytyy kahdeksan kuperaa
deltaedrid Ak . Loydatko ne taulukosta?

Ay Tetraedri

As  Kolmikulmainen kaksoispyramidi

Ag  Oktaedri (nelikulmainen kaksoispyramidi)
A7 Viisikulmainen kaksoispyramidi

Ag  Vino kaksoiskiila 1. siamilainen dodekaedri
Ag  Kolmesti pyramidikohotettu kolmioprisma

A1p Kahdesti pyramidikohotettu nelikulmainen
vinoprisma eli kiertovenytetty
nelikulmainen kaksoispyramidi

Ao Ikosaedri

Linkkeja

Lis#4 luettavaa englanniksi 16ytyy mm. alla olevalta
hakuteoksen tapaan jarjestetyltd internet-sivustolta
(valitse D). Siellda mm. lasketaan deltaedrien
kérkipisteiden koordinaatteja ja esitelliin muutamia
koveria deltaedrejé.

http://hades.ph.tn.tudelft.nl/Internal/
PHServices/Documentation/MathWorld/math/
math.htm
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Sattuman matematiikkaa II
— todennikoisyyslaskennan aksioomat

Terhi Kaarakka
Assistentti
Matematiikan laitos, Joensuun yliopisto

Solmu-lehden numerossa 2/2002 olleessa todenn#ksi-
syyslaskentaa késittelevissi jutussa tarkasteltiin klas-
sista ja geometrista todenn#kdéisyyttd. Nyt mieti-
tadn sitd, miksi tarvitaan matemaattisesti tdsméallisem-
pi jérjestelmé ja minkédlainen sen pitéisi olla. Teks-
ti pohjautuu pédosin teoksiin Todennékoisyyslasken-
ta osa 1 (Tuominen ja Norlamo)[2], Todennéksisyys-
laskennan alkeita (Juve) [1] ja Todennikoisyyslaskenta
(Tuominen)|3].

A. N. Kolmogorov

Frekvenssitulkinta

Koska klassinen todennékoisyys soveltuu vain pieneen
ilmidjoukkoon, niin kdyttoon otettiin frekvenssitulkin-
ta. Tarkastellaan satunnaisilmioité, joita on mahdollis-
ta toistaa rajattoman monta kertaa olosuhteiden py-
syesséd samanlaisina. Téllainen tulkinta soveltuu hyvin
useisiin fysiikan ilmioihin, joissa tarkastellaan suurta
maaras olioita tai esimerkiksi uhkapeleihin, jotka ovat
toistettavissa.

Madritelldan suhteellinen frekvenssi olemaan tapahtu-
man esiintymiskertojen lukuméérin suhde toistojen lu-
kumééraén, eli jos A on tapahtuma ja F),(A) tapahtu-
man A esiintymiskertojen lukumééra n toistossa, niin
suhteellinen frekvenssi on

Todennikoisyyteen saadaan suhteellinen frekvenssi lii-
tettyé seuraavasti

P(A) =" lim "f,(A).

n—oo
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Tamé on toistokokeissa aivan riittdva tapa ja néin
saamme intuitiivisen todennékoisyyden. Kyseinen raja-
arvo ei kuitenkaan tdytd matemaattisen analyysin raja-
arvon maédritelméé, koska ei tiedetéd onko se olemassa
vai ei, joten se ei silloin matemaattisesti voi olla toden-
nakoisyyden méadritelma.

Jossain tilanteessa pelkké frekvenssitulkinta on intui-
tiivisestikin riittaméton. Mietitédédn tilannetta, jossa tie-
tystéa sairaudesta paranee todennikoisyydelld 0,99. Té-
mé tarkoittaa sité, ettd kun tarkastellaan suurta (ide-
aalitilanteessa jopa rajatonta) miirdd sairastuneita,
niin parantumatta jii 1% sairastuneista. Kédytdnnos-
sé sairastuneelle ainoa merkittévé kerta on juuri oma
sairastuminen, paraneeko hén vai ei. Téhén ei frekvens-
situlkinta anna mitéén vastausta.

Aksioomajirjestelmin tarpeellisuus ja
vaatimukset

Klassisen todennédkéisyyden vaatima symmetrisyys,
geometrisen ja klassisen todennékoisyyden soveltumi-
nen vain pieneen ilmicjoukkoon ja frekvenssitulkinnan
tarkan todenn#koisyyden méérittelyn mahdottomuus
johtivat keskusteluihin ja todennékoisyyslaskennan ke-
hittymiseen.

Aksiomatisoinnissa halutaan pitdd mielessé seuraavat
tavoitteet

e Matemaattinen teoria késittelee kisitteiden vali-
sid suhteita. Perusolettamusten eli aksioomien ja
joidenkin erityisolettamusten pohjalta paitelldan
deduktiivisesti néitéa suhteita. Matematiikkaan ei
suoranaisesti liity se, kuinka hyvin ndmé teoriat
sopivat empiirisiin ilmi6ihin.

e Mallin taytyy olla niin yleinen, ettd sen avulla
voidaan kattaa mahdollisimman paljon erilaisia
ilmiGitéd. Eli néissé aksioomissa saa olla vain sel-
laisia piirteité, jotka ovat ilmioille yhteisié, ei mi-
tadn yhteen tilanteeseen liittyvié erityispiirteité.

e Malli ei saa rakentua empiiristen tulosten varaan.
Empiiriset tulokset auttavat mallin luomisessa ja
suunnittelussa, mutta mallin taytyy olla abstrak-
ti.

Toisin sanoen perustan tédytyy siséltdd vain mahdolli-
simman yksinkertaisia faktoja, joiden pohjalta ldhde-
tddn loogisesti péddttelemédn ja rakentamaan teoriaa.
Perusolioille annetaan nimet, mutta muuten ne jate-
tadn madrittelemétts, sillda muutoin jouduttaisiin ikui-
seen kierteeseen: perusoliot pitéisi kuvailla ja kuvailuun
tarvittaisiin olioita jne.

Matemaattisissa aksiomatisoinneissa peruskésitteet
otetaan usein kdyttoon médritteleméttd. Geometriassa

ei médritelld pistettd tai joukko-opissa joukkoa. Vas-
taavalla tavalla aksiomaattinen todennikoisyyslasken-
ta jattdd médrittelemétta késitteen todennédkoisyys.
Aksiomaattista todennikoisyyslaskentaa suunnitelles-
sa oletetaan joukko-opin ja reaalilukujen ominaisuuk-
sineen olevan kéytettdvissd, koska on ldhes vilttamé-
tonta kayttdad niiden kieltd ja kéasitteistoa hyvéksi.

Aksioomat antavat tarkoituksella paljon vapauksia,
koska niiden avulla halutaan mallintaa mahdollisim-
man monia ilmiditd. Aksioomia voitaisiin ajatella esi-
merkiksi pelisdéntoiné, joiden avulla matemaattisia pe-
leja pelataan, mutta peleja on useita eiké haluta rajoit-
tua ainoastaan yhteen peliin.

Teoriaa, aksioomien valinnan jidlkeen, muodostetaan ja
kasvatetaan loogisin paéttelysdannoin. Esimerkiksi: Jos
joukon kaikilla alkioilla on ominaisuus A, niin mill4 ta-
hansa joukon alkiolla on ominaisuus A. Esim. "nisékés
on eléin, koira on nisékés, siis koira on elédin”. Eteenpéin
mentéessa valitaan uusia oletuksia, suhteita ja selityk-
sid, ja naiden perusteella johdetaan taas uusia ominai-
suuksia.

Aksiomatisoinnin taustalla on kauniin ja voimakkaan
matemaattisen teorian luominen. Than puhtaalta poy-
dalta ei tietenkiin aksiomatisointia kannata aloittaa,
vaan on hyvi, ettd todennikoisyyksid ja satunnaisil-
mioGitd on tutkittu jo aiemminkin silld teorian luominen
vaatii matemaattisen alueen tuntemusta, jolloin saa-
daan valittua mahdollisimman sopivat aksioomat.

Viime vuosisadan alussa mittateoria [sddnnostoé jouk-
kojen mittaamiselle] oli kirjoitettu jo muotoon, jota
pidetddn matemaattisesti kauniina ja arvokkaana se-
k& sovelluskelpoisena. Téssé kirjoitelmassa joudutaan
valitettavasti ohittamaan tdmaé teoria ja keskittyméan
vain sithen nojaavaan todennékoéisyyslaskentaan. Mit-
tateorian perusteella venéldinen Kolmogorov teki to-
denn#koisyyslaskennan aksiomatisoinnin vuonna 1933.
Kolmogorovia kutsutaankin usein, ja aivan oikeutetus-
ti, todennéikoisyyslaskennan iséksi.

Aksiomatisoinnin jédlkeen rakennettiin todennékoisyys-
laskennan teoriaa puhtaasti loogisen tiedon nojalla, ei
kokemuksien tai intuition mukaan. Todennékdoisyyslas-
kennan tarkoitus on kuitenkin mallintaa reaalimaail-
man ilmi6itd, niin kokonaan ei voida tai saadakaan
unohtaa kokemuksia ja empiirisia kokeita.

Todennikoisyyslaskennan aksioomat

Maérittelemme seuraavana todennékoéisyysavaruuden
eli matemaattisen mallin, johon pohjautuen voim-
me késitelld erilaisia satunnaiskokeita. Satunnaiskokeet
ovat kokeita, joiden tulos on varmasti tiedossa vasta ko-
keen tekemisen jélkeen.
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Tarkastellessamme satunnaiskoetta taytyy ensimméi-
send padttdd, mitkd ovat kokeen tulosmahdollisuu-
det eli alkeistapaukset. Kaikki alkeistapaukset yhdessé
muodostavat perusjoukon 2.

Otetaan esimerkkind kahden nopan heitto. Alkeista-
pauksiksi on jarkevda valita kaikki jdrjestetyt parit
(4,7), missé sekd i ettii j saavat arvot yhdestd kuuteen
eli (1,1),(1,2),(1,3),...,(6,5), (6,6). Yhteensa néité al-
keistapauksia on 36 ja ne muodostavat perusjoukon.

Toiseksi tarvitsemme kokoelman tapahtumia eli perus-
joukon  osajoukkojen muodostaman kokoelman, jota
merkitddn kirjaimella F. N&itd joukkoja, jotka muo-
dostavat kokoelman F, kutsutaan tapahtumiksi. Ta-
pahtuman A sattumisella tarkoitetaan, ettéd kokeen tu-
los w kuuluu tdhéan valittuun joukkoon A eli w € A.
Erilaisia tapahtumia voidaan kuvata joukkojen joukko-
operaatioina. Oheisessa kuvassa on esitetty joukkojen
A ja B leikkaus A N B, yhdiste AU B ja joukkoerotus
A\B.

Joukkojen A ja B leikkaus on viivoitettu alue

Joukkojen A ja B yhdiste on ruudutettu alue

pid
7,

Joukkojen A ja B joukkoerotus, eli joukko A, josta
erotetaan joukon B alkiot on viivotettu alue

Satunnaiskokeiden peruskésitteitd voidaan kuvata ma-
temaattisesti joukko-operaatioiden avulla artikkelin lo-
pussa olevan taulukon mukaan.

Kun tarkastelemme joukkoa, jonka kaikki alkiot pys-
tymme luettelemaan, kannattaa tapahtumien joukkona
kéayttad kaikkia niitd joukkoja, joita alkeistapauksista
voidaan muodostaa yhdistelemélld. Usein td&mé ei ole
mahdollista: jos vaikka tarkastelemme hehkulapun eli-
nik#4d, niin emme pysty numeroimaan kaikkia mahdol-
lisia aikoja, jonka lamppu voi kestdd. Tamén ongelman
véalttdmiseksi médritelldan késite o-algebra, jossa voim-
me kdyttdd tapahtumiin joukko-operaatioita. Téssé si-
vutaan nyt mittateoriaa, joka jatetddn kasittelemétta,
mutta yliopistossa péédsette tutustumaan siihenkin.

Perusajatuksena on, ettd tapahtumia halutaan olevan
numeroituvat alkeistapauksien muodostamien joukko-
jen yhdisteet ja leikkaukset, ndiden &érelliset yhdisteet
ja leikkaukset sekéd myos néiden kaikkien joukkojen ero-
tukset. Seuraavana maéritelladn, milloin joukkojen ko-
koelma F on o-algebra. Hakasuluissa on selitystd ma-
temaattisessa muodossa oleville ehdoille.

Maaritelmi. Kokoelma F perusjoukon €2 osajoukkoja
on o-algebra, jos

(cA1) Q€ F. [Koko perusjoukko € on mahdollinen ta-
pahtuma.|

(0Ay) Jos A € F, niin A® € F. [ Jos A on mahdolli-

nen tapahtuma, niin myos joukon A komplement-

ti AY eli tilanne, ettd A ei satu, on my6s mah-

dollinen tapahtuma.]

Jos A; € F (i =1,2,--+), niin J;o; 4; € F. [Jos
ddreton maarid joukkoja A; ovat tapahtumia, niin
myds [ J;o, A; € F eli se, ettd jokin A; tapahtuu,
on tapahtuma.|

Seuraavana tarkastelemme todennédkoisyytti: Tapahtu-
man eli kokoelman F alkion A todennikdéisyys P(A) on
reaaliluku, jonka taytyy olla yksikésitteisesti maaratty,
kun tapahtuma A € F on annettu. Toisin sanoen P on
funktio F — R eli P on funktio kokoelmalta F reaa-
lilukujen joukkoon. Tarvitsemme nyt kunnollisen méaé-
ritelméin tille kuvaukselle (=funktiolle) P.

Maisritelmé. Kuvaus P : F — R on todennékdoisyys,
jos

(TN;) P(A) > 0 kaikilla A € F. [Kaikkien tapahtumien
todenniikodisyydet ovat positiivisia tai nollia.]

(TN2) P(Q2) = 1. [Varman tapahtuman todennikoisyys
on yksi.]
(TN3) (tdysadditiivisuus) Jos A; € F(i = 1,2,---

A;NA; = 0 kaikilla i # j, niin

P(

i=1

) ja

Ai) = D_P(A).

[Jos d&dretén miidrd tapahtumia A; on keskendin
erillisié, niin todennékoisyys, ettéd joku tapahtu-
mista A; sattuu on sama kuin niiden kaikkien
tapahtumien todennékéisyyksien summa.]

Namé kolme ehtoa ovat ns. Kolmogorovin aksioomat.
Viimeisestd aksioomasta eli tdydellisestd additiivisuu-
desta seuraa, ettd sama on voimassa myos pienemmélle

maéérille tapahtumia, eli
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e JosA; e F(i=1,2,---,n)ja A;NA; = 0 kaikilla
i # j, niin

[Jos n kappaletta tapahtumia A; on keskendin
erillisid, niin todenn&kéisyys, ettd joku tapahtu-
mista A; sattuu on sama kuin néiden kaikkien
tapahtumien todennékoisyyksien summa.]

Nyt olemme saaneet méiriteltyd perusjoukon €2, o-
algebran F ja todenn#koisyyden P. Kolmikko, johon
nédmé kaikki kolme kuuluvat (2, F, P), on todennékai-
syysavaruus.

Tarkastellaan asiaa pienen esimerkin avulla. Tarkaste-
lemme tilannetta, jossa olemme kiinnostuneita, saam-
meko voiton arpajaisissa. Tapahtuma A on voiton saa-
minen ja sen komplementtitapahtuma, eli tapahtuma,
ettemme saa voittoa, on A®. Olkoon perusjoukko 2,
télloin A # Q ja A # (). o-algebra eli tapahtumien ko-
kooma on F = {0, A, A®,Q}. Voit tarkastaa, etti F

toteuttaa o-algebran ominaisuudet. Jos lisdksi p on re-
aaliluku 0 < p < 1 ja P mééritelladn seuraavasti

P®) =0
P(A)=p
P(A%) =1—p
P(Q) =1,

niin voidaan myo6s todeta funktion P toteuttavan to-
denn#koisyysfunktion ominaisuudet.

Nyt olemme kiyneet lépi todennékoisyyslaskennan ak-
sioomat ja tésté jatketaan eteenpéin seuraavissa nume-
roissa.
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alkeistapausten joukko Q perusjoukko

alkeistapauksia W1, W2, ... perusjoukon alkioita

tapahtumia A, B,C,... | joukkoja joiden tn méiriteltéivissi
kaikkien tapahtumien joukko F o-algebra

varma tapahtuma Q perusjoukko

mahdoton tapahtuma 0 tyhja joukko

A tai B sattuu AUB yvhdiste

A ja B sattuu ANB leikkaus

A ja B toisensa poissulkevia AN B =10 | tapahtumat A ja B ovat erillisi&

A el satu A°

joukon A komplementti eli Q\ A

A sattuu mutta B ei satu A\ B joukkoerotus eli (AN B¢)
jos A sattuu, niin B sattuu ACB A on joukon B osajoukko
ainakin yksi A; sattuu, i € N oleA,; numeroituva yhdiste

1=
kaikki tapahtumat A; sattuvat | N A; numeroituva leikkaus
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Kirja-arvio

John L. Casti ja Werner DePauli: Kurt Godel — Elamé ja matematiikka

Suomentanut Risto Vilkko, Art House 2001. 234 sivua,
32,90 euroa.

Kurt Godel on matematiikan kulttihahmoja. Kaikki al-
koi oikeastaan Eukleideesta, 2300 vuotta sitten. Euklei-
des rakensi geometriasta loogisen jirjestelmén, jossa
tieto perustui késitteiden mé#ritelmiin, niistd tehtyi-
hin muutamiin perusoletuksiin, aksioomiin, ja né&ihin
pohjautuviin todistusketjuihin. 1800-luvulla oltiin niin
pitkélla, ettd havaittiin Newtonin ja Leibnizin 1600-
luvulla alkuun panema ja luonnonilmiiden mallinnuk-
sessa, selittdmisessé ja ennustamisessa kauniita voitto-
ja niittdneen matemaattisen analyysinkin tarvitsevan
pitdvin loogisen rakenteen. Sen pohjana piti olla kun-
nollinen késitys lukujen olemuksesta. Reaaliluvut saa-
tiinkin rakennetuiksi primitiivisemmistéd rationaalilu-
vuista, jotka lepésivit luonnollisten lukujen perustalla.
Mutta mité oikeastaan olivat luonnolliset luvut? Saksa-
lainen Gottlob Frege rakensi 1800-luvun lopussa luon-
nolliset luvut luonnollisella tavalla ”yhtdmonisuuden”
késitteestd, joukoista, joiden kokoa voitiin verrata “al-
kio alkiolta”.

Mutta paratiisissa oli kddrme. Nuori Bertrand Russell
huomasi vuonna 1902, ettd joukko on episelvd kési-
te. Siséltadko niiden joukkojen joukko, jotka eivit si-
silla itseddn alkiona, itsensid? Erilaisia yrityksiéd pelas-
taa joukot, luonnolliset luvut ja matematiikka syntyi.
Russell ja A.N. Whitehead kehittivit hyvit ja huonot
joukot erottavan tyyppiteorian ja rakensivat suuressa
ja esittivdt ehdotuksensa matematiikan — olennaises-
ti luonnollisten lukujen joukon perustuksesta — san-
gen vaikealukuisessa teoksessaan Principia Mathema-
tica. 1900-luvun alun matematiikan voimahahmo, Da-
vid Hilbert, ryhtyi kehittdaméin ohjelmaa, jonka tarkoi-

tus oli rakentaa matematiikka muusta todellisuudesta
irrallisena formaalina jirjestelméané. Se olisi kelvollinen,
kunhan se olisi ristiriidaton. Ja kaikki matemaattiset
totuudet tulisivat téssé jarjestelméssé ennen pitkaé to-
distetuiksi.

Téssd astuu kuvaan béominsaksalainen, Brnossa 1906
syntynyt mutta Wienissd vaikuttanut Kurt Godel.
Vuonna 1931 ilmestyi hénen artikkelinsa Uber formal
unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und
vervandter Systeme I. Siiné hén todisti, ettd matemaat-
tinen teoria, esimerkiksi luonnollisiin lukuihin perustu-
va lukuteoria, sisdltad valttaméatta sellaisia totuuksia,
joita on mahdoton tdmén jérjestelmén omissa puit-
teissa pysytellen todistaa. Hiukan mychemmin Godel
osoitti, ettd erityisesti yksi téllainen asia on jérjestel-
mén ristiriiddattomuus. Godelin metodi oli numeroida
késitteet ja teoreemat ja todistukset. Nain hén ilmaisi
luvuilla lukuja koskevia totuuksia ja johtui hengeltdéin
hiukan samanlaisiin paradokseihin kuin Russell, joka
késitteli joukkoja, joiden alkiot ovat joukkoja.

Godelin tulos ei ole kiytdnnossid matematiikkaa tuhon-
nut. Matemaatikot todistavat teoreemoja eri keinoin.
Monet luonnollisia lukuja koskevat tiedot ovat kautta
aikojen perustuneet varsinaisen lukuteorian ulkopuo-
lelta saatuihin menetelmiin. Mutta Godelin tulokset
ovat filosofisesti térkeitd. Ne avartavat suuresti néike-
mystdmme siitd, mitd matematiikka on ja mitd se ei
ole.

Suomennetun Godel-kirjan alkuperdinen nimi on suo-
mennokseen hiukan muuttunut. Alkuteos on nimittéin
Kurt Gédel. A life of logic. Kirjan tekijakaksikko tyos-
kentelee Wienissé, vaikka Casti onkin amerikkalainen.
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Kirja on lukijalle pieni pettymys. Godelin elamé tu-
lee aika pintapuolisesti esitellyksi. Godel oli melko ek-
sentrinen henkil. Han kérsi mielenterveysongelmista
ja luulosairaudesta. Godel ei ollut juutalainen, mutta
hén pakeni Itédvallasta vuonna 1940 Saksan, Latvian
ja Vendjéan kautta Yhdysvaltoihin. Junamatka talvisen
Siperian halki on varmaan ollut melkoinen suoritus ul-
komaailmasta yleensé melko vdahén piitanneelle tiede-
miehelle. (Godelin vastaus, kun héneltd tiedusteltiin
oloista Wienissi toisen maailmansodan alkuvaiheiden
aikaan, on klassikko: "Kahvi oli aika kurjaa”.) Loppue-
lamé#nsd Godel vietti Institute for Advanced Studysséi
Princetonissa. Siellikdin héin ei suinkaan heti saanut
vakinaista virkaa, luultavasti ainakin osin eréénlaisen
epésosiaalisuutensa vuoksi. Kaikesta tésté olisi odotta-
nut kirjan kertovan paljon eldvimmin kuin se tekee.

Godelin matemaattisten tulosten olemusta kirja pyrkii
parhaansa mukaan kansantajuistamaan. Keino pyrkii
hyodyntdméan wienilaisyyttd kekselidstikin: lukuteo-
rian teoreemoja mallinnetaan rinnastamalla ne Sacher-
tortturesepteihin. Kirjoittajat ovat kuitenkin k&ytté-
neet Godelin nimeé hyvékseen siséllyttamélld teokseen
melko pitkid jaksoja ilmeisesti heitd itsedén kiinnos-
tavista, mutta vain marginaalisesti Godelid sivuavista

Matti Lehtinen
Dosentti
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

aiheista kuten tekodlysta ja laskennallisesta komplek-
sisuudesta. Sen sijaan emme saa juuri tietoa Godelin
ajatusten kehittymisestd, hénen oivallustensa hetkis-
t&, nerouden leimahduksista. Myos Godelin Amerikan-
vuosien asiat kuten hénen tyonsd Einsteinin yleisen
suhteellisuusteorian parissa jaavét jotenkin irralleen.

Suomeksi ilmestyy nyky#én aika paljon yleistajuiseh-
koa matemaattista kirjallisuutta. Silti sopii toivoa, etté
kielimuurien yli kammettaisiin mahdollisimman hyvia
teksteja. Olisi suonut, ettd suomennoksen kohteeksi oli-
si tullut John W. Dawson Jr.:n vuonna 1997 ilmestynyt
vakava Godel-elamikerta Logical Dilemmas. The Life
and Work of Kurt Gdédel. Se olisi ollut hyva tdaydennys
kahden Godeliin eri tavoin liittyvén tutkijan esimerkil-
lisiin suomennettuihin elamékertoihin, nimittain Terra
Cognitan julkaisemiin Albrecht Folsingin Albert Eins-
tein -eldmékertaan ja Andrew Hodgesin Alan Turing
-elamékertaan.

Godel-kirjan suomentaja Risto Vilkko ei saa kovin puh-
taita papereita tyOstddn. Lauseenvastikkeet ovat ih-
meellisid eivatké termitkddn aina ole ihan kohdallaan.

Vaikka téssa kritiikkiéd tulikin, niin kylld Castin ja De-
Paulin kirjasta sen verran oppii, etté se lukea pitda!



