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1089 ja muita matemaattisia yllatyksia

David Acheson
Matematiikan professori
Jesus College, Oxfordin yliopisto, Iso-Britannia

Miksi niin monet ihmiset sanovat inhoavansa mate-
matiikkaa? Aivan lilan usein totuus on, ettd heidét
on pidetty loitolla todellisesta matematiikasta, ja us-
kon, ettd matemaatikot voisivat halutessaan ponnis-
tella enemmén tuodakseen alansa pienié ilonaiheita ja
ajatuksenpoikasia suuren yleison tietoisuuteen. Erés
tapa tehda tama olisi ehka korostaa yllatyksellisyyt-
ta, joka on usein ldsnd matematiikassa parhaimmillaan.
Kaikkihan pitavat iloisista yllatyksistal

Numerotemppu

Koin ensimmaéisen matemaattisen yllatykseni vuonna
1956, ollessani kymmenen vanha. Olin tuolloin innostu-
nut taikatempuista, ja yhtena paivana 16ysin sattumal-
ta "numerotempun” erdisté artikkelista nimeltd Uncle
Jack turns you into a Conjuror (conjuror = taikuri).

Temppu tehdddn néin: Ota mikd tahansa kolminu-
meroinen luku, jossa ensimmaisen ja viimeisen nume-
ron erotus on vahintdan kaksi. Kéinnd luku toisin
péin, ja vihenni suuremmasta luvusta pienempi (esim.
782 — 287 = 495). Kd4nna sitten saamasi erotus ja las-
ke nédin saatu luku yhteen kyseisen erotuksen kanssa
(594 + 495 = 1089). Merkillistd téssé on se, ettéd tulos
on aina 1089 riippumatta alussa valitusta kolminume-
roisesta luvusta. Téné paivand olen tietenkin selvilla
siita, ettd tama 1089-temppu on matemaattisessa mie-
lessa melko harmiton hoyhensarjalainen. Mutta jos sii-

hen sattuu torméamasan 10-vuotias miehenalku vuonna
1956, se saattaa kylld panna sukat pyoriméan jalassa.
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Allistyttéivéiéi geometriaa

Hiukan myohemmin paasi geometria yllattamaan mi-
nut ensimmaistd kertaa. Erdanéd péivéina meille ker-
rottiin koulussa, ettd jos AB on ympyran halkaisija
ja C on mika tahansa ympyran kehén piste, niin kul-
ma ACB on suora. Muistelen, etté téta oli jokseenkin
vaikea uskoa: minusta néytti siltd, ettd jos pistettd C
siirrettéisiin ympyran kehda pitkin, niin kulma ACB
melko varmasti muuttuisi — erityisesti C:n lahestyessa
B:ta. Sitten esitettiin kuitenkin todistus, ettd niin ei
ole. Kas niin:

Piirrd ensin suora viiva pisteestd C ympyran keski-
pisteeseen O. Téllsin OA = OB = OC. Nain ollen
kolmio AOC' on tasakylkinen, ja kuvassa a:lla merki-
tyt kulmat ovat siis yhtdsuuret. Vastaavasti perustel-
laan b:114 merkittyjen kulmien yhtasuuruus kolmiossa
BOC. Koska kolmion AC'B kulmien summa on 180°,
niin a 4+ (a + b) + b = 180°. Siis a + b = 90°, ja kul-
ma ACB on téten suora. Yha vieldkin tamé todistus
on mielestani yksi tehokkaimmista ja paljastavimmista
koko matematiikassa.

Suuria erehdyksia

Koko todistamisen idea itsessddan on ehka yksi suu-
rimmista hankaluuksista valitettdessd matematiikkaa
laajemmalle yleisolle. Me matemaatikot saatamme hel-
posti vaikuttaa tolkuttoman innostuneilta omasta alas-
tamme, ja mielestdni meidan pitéa olla valmiita selitta-
madn muillekin, mika siind on niin tarkeaa. Voisimme
vaikkapa korostaa sité, etta todistusten puuttuessa ma-
temaatikot saattavat mennd pahasti metsaén, eivatka
parhaatkaan matemaatikot ole virheille immuuneja.

Fuler esimerkiksi todisti vuonna 1753 Fermat’n viimei-
sen lauseen tapauksessa n = 3. Han toisin sanoen osoit-
ti, ettd yhtalolle

@B b =3

ei 16ydy kokonaislukuratkaisuja — siis kahden kuution
summa ei voi olla kuutio. Hieman myohemmin hén
laajensi epailyadn koskemaan neljattd potenssia: yh-
td lailla mahdotonta olisi, ettd kolmen neljannessa po-
tenssissa olevan kokonaisluvun summa olisi neljannessa
potenssissa. Ja vield yleisemmin, hén arveli, etta olisi

mahdotonta laskea yhteen m — 1 kappaletta potenssiin
m korotettuja kokonaislukuja siten, ettd summakin oli-
si m:nnesséd potenssissa. Liahes kahteensataan vuoteen
kukaan ei 16ytanyt mitdan vikaa tésta vaittamasté. Ku-
kaan ei varsinaisesti osannut todistaa sitd, mutta vas-
taesimerkitkin loistivat poissaolollaan. Ja loppujen lo-
puksi, olihan kyseisen veikkauksen esittanyt erittain ar-
vovaltainen auktoriteetti.

Leonhard Euler (1707-83)

Sitten, vuonna 1966, L.J. Lander ja T.R. Parkin keksi-
vat vastaesimerkin — nelja kappaletta 5:nnessa potens-
sissa olevia lukuja, joiden summa oli samassa potens-
sissa:

275 + 845 + 110° + 133° = 144°.
20 vuotta tamén jalkeen N. Elkies vuorostaan kumosi
tapauksen m = 4:
2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673*.
Yhden—kahden erikoistapauksen perusteella yleistami-

nen on matematiikassa tietenkin aina riskibisnesté.
Erés mielestani osuvimmista esimerkeista yleistamisen
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vaarallisuudesta liittyy néennéisen pieneen ja viatto-
maan geometriseen ongelmaan. Piirrd ympyra, merkit-
se sen kehdlle n pistettéd ja yhdista pisteet toisiinsa ja-
noilla. Ne jakavat ympyran osiin, ja kysymys kuuluu-
kin: kuinka moneen? (Oletetaan ettd kussakin ympyrin
sisdpisteessd leikkaa korkeintaan kaksi janaa.)
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Muutamalla ensimmaiselld n:n arvolla — 2, 3, 4 ja 5
— alueiden lukumaéara kayttaytyy yksinkertaisen saan-
nonmukaisesti: 2, 4, 8, 16. Ja ainakin omien kokemus-
teni mukaan téssa vaiheessa on mahdollista houkutella
melkein kenet tahansa ”paattelemaan”, ettd n:n arvol-
la 6 alueiden lukumaéra on 32. Nain ei kuitenkaan ole,
vaan niita on 31:

n=6

Yleinen kaava alueiden lukumaéaralle ei siis ole 2™ — 1,

vaan
n* — 6n° 4+ 23n% — 18n + 24

24

Numero DEILLS

impare gaude}

Kuvitusta Leibnizin artikkelista vuodelta 1674.

Yllattavia yhteyksia

Korkeammassa matematiikassa erdat suurimmista
kummallisuuksista ilmenevit odottamattomina yh-
teyksina eri osa-alueiden vélilla. Opiskeltuamme jonkin
verran esimerkiksi differentiaali- ja integraalilaskentaa
tormaamme kuuluisaan Gregory—Leibniz -sarjaan
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Tarkkakaan todistus ei minun silmisséani paljoakaan va-
henna sitda hammastystd ja kummastusta, jonka tama
erikoislaatuinen tulos saa aikaan. Kun nimittain ta-
paamme m:n ensimmaéista kertaa, se yhdistetdan vain
ympyroihin, enké ole tdhédn mennessa tavannut ketaén,
joka osaisi yksinkertaisella tavalla selittdd ympyroiden
ja parittomien lukujen kaanteislukujen valisen yhtey-
den.

r
Ellipsi van Schootenin teoksesta Exercitationum mat-
hematicorum (1657).

Aina yllattavét yhteydet eivét kuitenkaan 16ydy mate-
matiikasta itsestddn, vaan matematiikan ja reaalimaa-
ilman valiltd. Esimerkiksi ellipsi on jo kreikkalaisten
matemaatikoiden hyvin tuntema kayra, joka voidaan
konstruoida kuvan osoittamalla tavalla. Pisteitda H ja
I kutsutaan polttopisteiksi.

Ensi silmaykselld tdma saattaa nayttaa ”vain” geomet-
rialta. Jatetaan kuitenkin hetkeksi puhdas geometria ja
ajatellaan esimerkiksi planeettaa (tai komeettaa) piste-
maisend massana, ja oletetaan, etta sen ja jonkin kiin-
tedn ”auringon” valilla vaikuttaa etdisyyden neliclakia

noudattava vetovoima. Ratkaistuamme asiaankuuluvat
differentiaaliyhtilot havaitsemme, etta kaikkien suljet-
tujen kiertoratojen taytyy olla ellipseja, ja lisdksi au-
rinko on aina yhdessé polttopisteista!

Melkein kuin intialainen koysi-
temppu

Koin eldmani luultavasti suurimman matemaattisen
yllatyksen erddnéd sateisena marraskuun iltapaivana
1992, jolloin 16ysin itseni todistamasta omituista uutta
teoreemaa. Yritin saada uutta vaantod vanhaan dyna-
miikkaan liittyvaén ongelmaan, jota ensimmaéisena oli
tutkinut Daniel Bernoulli vuonna 1738. Hén oli tut-
kinut N:n toisiinsa yhdistetyn heilurin ketjua ja loyta-
nyt N erilaista heilahtelutapaa. Alimmalla tasolla, taa-
juuden ollessa f1, heilurit heilahtelevat yhdessa edesta-
kaisin, melkein kuin muodostaen yhden pitkan heilu-
rin. Korkeimmalla taajuustasolla fxn perédkkéiset hei-
lurit heilahtelevat joka hetki vastakkaisiin suuntiin.

Daniel Bernoulli

Minun teoreemani osoitti, ettd N:n heilurin ketju voi-
daan kaantaa ylosalaisin niin, ettd ne ovat horjuvat jo-
tenkuten tasapainossa toinen toisensa péalla, ja sitten
vakauttaa ne kyseisessé asennossa panemalla alimman
heilurin tukipiste vardhtelemaan pystysuunnassa. Jos
/% on paljon suurempi kuin f7 (kuten yleensi on), ta-
sapainoehdoiksi osoittautuvat
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missa a tarkoittaa tukipisteen varahtelysiadetts, f, tu-
kipisteen varahtelytaajuutta ja g maan vetovoiman
kiihtyvyytta. Nain teoreema riippuu hyvin yksinkertai-
sella tavalla vain kahdesta luvusta f; ja fx, jotka maé-
radvat kuinka heilurit varahtelevat tukipisteen ylapuo-
lella. Lopputuloksena on, ettd ”temppu” voidaan tehda
aina kun tukipiste saadaan varahteleméaan pystysuun-
nassa niin, etta varahtelysidde on tarpeeksi pieni ja taa-
juus riittavan korkea.
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Heilurikolmikon kolme vérdhtelytapaa, Daniel Ber-
noullin alkuperaisesta artikkelista vuodelta 1738.

Pian sen jalkeen, kun aloimme kutsua aihetta koskevia
esitelmidimme nimelld ”Melkein kuin intialainen koy-
sitemppu”, huomasimme ettd sanomalehdet, radio ja
televisio alkoivat kaikki kiinnostua asiasta, ja aihees-
ta on ollut minulle ja Tomille vuosien kuluessa paljon
hupia. Jopa lontoolainen Magic Circle on hankkinut
asiaa koskevat tieteelliset julkaisuni arkistoihinsa, mi-
ké olisi varmasti hamméstyttanyt erdastd 10-vuotiasta
poikaa vuonna 1956. (Papereita sdilytetéaén tietasikseni
mapissa, jonka nimi on Sundry Ephemera, vap. suom.
Kaikenlaista vessapaperia.)

Loppujen lopuksi ei kuitenkaan ole kovin oleellista, voi-
daanko jokin taikatemppu selittda matematiikan avul-

la vai ei. Merkitysta sen sijaan varmasti on silla, missa
maarin taméankaltaiset yllattavat lopputulokset voivat
saada suuren yleison vakuuttuneeksi matematiikan tai-
anomaisuudesta.
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