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Matematiikka on osa perussivistysta ja
luo pohjan jatko-opinnoille

Halusin ostaa kaupasta kaksi tolkkia virvoitusjuomaa.
Kuuden to6lkin pakkaus maksoi 1,50 dollaria. Seurauk-
sena aiheutin kassalla toimivalle nuorelle naiselle on-
gelman. Hén otti taskulaskimen esiin ja ryhtyi vaati-
van laskutoimituksen kimppuun. Muutaman minuutin
uurastuksen jilkeen hén sai tehtédvéan ratkaistuksi ja sa-
noi: 73 dollaria ja 25 senttié, olkaa hyva”. Ilmoitin, ettd
laskutoimitus kylld onnistui, mutta ettd tulos oli vaa-
rd. Han ei ymmértinyt mitd tarkoitin ja naytti laski-
men néytoltd saamaansa tulosta. Pienen neuvonpidon
jilkeen hén kutsui esimiehensé paikalle, joka huolelli-
sen ja pitkdn harkinnan jélkeen sai laskimella hinnak-
si 50 senttid ja padsimme kaikkia osapuolia tyydytté-
vaan ratkaisuun. TAmé tapahtui 19 vuotta sitten Flo-
ridassa. Vastaavanlainen tilanne voisi toistua nykyisin
my6s Suomessa. Tietokoneiden ja laskinten kaytto sekd
matematiikan opiskelun ohentuminen nuorisoikéluokis-
sa vahentavat laskutaitoa ja paattelykykya.

Matematiikan laajan oppiméédrin kirjoittajien méara
ylioppilaskirjoituksissa yliopistojen opiskelupaikkoihin
verrattuna on jo selkedsti liian alhainen. Karkeasti
arvioituna noin puolet yliopistojen opiskelupaikoista
edellyttdd matematiikan ja eksaktien luonnontieteiden
perusteiden hallintaa. Kevailld 2003 pitkén matema-
titkan kirjoitti 32 % (pakollisena 15 %) abiturienteis-
ta. Tyttojen osuus edelliseen vuoteen verrattuna nousi
43 %:iin, ja heistd 34 % suoritti kokeen pakollisena.
Keviidn 2003 ylioppilaskokelaista 67 % kirjoitti pitkidn
tai lyhyen matematiikan kokeen pakollisena tai ylim&é-
raisend kokeena. Matematiikan kirjoittajien suhteelli-

nen maidrd on pysynyt viime vuosina samansuuruisena.
Vuosittain suuri osa uusista ylioppilaista, erityisesti ty-
toisté, sulkee itseltddn opiskelumahdollisuuden yliopis-
toissa lukuisiin tieteenaloihin, koska he eiviit ole kirjoit-
taneet pitk#a tai lyhyttd matematiikkaa. Tadmén vuoksi
rima tekniikan ja eksaktien luonnontieteiden opiskelu-
paikan saamiseksi on jo laskenut liian alhaalle. Opis-
kelemaan péisee liian heikoin pohjatiedoin ja liian al-
haisella motivaatiolla. Vastaavasti esim. humanistisel-
la ja kasvatustieteelliselld koulutusalalla opiskelupaikka
avautuu vain pienelle osalle hakijoista. Niinpa avoimen
yliopiston tyypillinen opiskelija on nykyisin nuori nai-
nen, joka ei ole padssyt yliopistoon haluamalleen alalle
ja joka ei ole kirjoittanut matematiikkaa ylioppilaskir-
joituksissa.

OULUN
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Ylioppilastutkinnon rakennekokeilukouluissa matema-
tiikan kirjoittajia on noin 88 % kokelaista. Suuntaus
on hyvé ja jos rakenneuudistus todella lisdd matema-
titkan opiskelua lukioissa ja kirjoittamista ylioppilas-
tutkinnossa, se vihentdi painetta vaatimuksille mate-
matiikan asettamista pakolliseksi ylioppilastutkinnos-
sa. Onkin aiheellista tutkia sité, ovatko rakennekokei-
lussa olevat koulut sellaisia, joihin hakeutuu matemaat-
tisesti suuntautuneita oppilaita tavallista enemmén ja
osallistuisivatko he matematiikan kokeeseen ilman ra-
kennekokeiluakin. Mikéli rakenneuudistus ei tuo pysy-
véa lisdystd matematiikan kirjoittajien lukumésrédan,
on perusteltua siséllyttda matematiikka pakollisena ko-

Lauri Lajunen
Rehtori
Oulun yliopisto

keena ylioppilaskirjoituksiin. Toisaalta lyhyen matema-
tiikan alkupédén tehtavit eivit ole niin vaikeita, ettei-
ko niistd jokainen abiturientti kunnialla selviytyisi, jos
vain vahéin viitsii ndhd4 vaivaa sen eteen.

Matematiikan opiskelu koulussa on fysiikkaa ja kemi-
aa vield tarkedmpad, silld luonnontieteiden menestyk-
sellinen opiskelu ja ymmaéartdminen edellyttiviat mate-
matiikan hallintaa. Biologikaan ei selvia tutkinnostaan
ilman matematiikan taitoja. Matematiikan opiskelu ei
ole myoska#n rasitteena humanisteille tai yhteiskunta-
lua ja padttelykykyé sekéd ongelmanratkaisutaitoa. Nai-
td taitoja tarvitaan kaikilla elamén aloilla.

Paskirjoitus
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Matematiikkaleiri kesiakuussa 2004
Helsingin Kumpulassa

Helsingin  yliopistoon  perustettu = Matemaattis-
luonnontieteellisen tiedekunnan alainen LUMA-keskus
avattiin 28.2.2004. Keskuksen tarkoituksena on tukea
biologian, fysiikan, kemian, maantieteen, matematii-
kan ja tietotekniikan opetusta peruskoulussa ja lukios-
sa. Keskuksen toimenkuvaan kuuluvat myos néiden
oppiaineiden opettajien koulutuksen tukeminen seké
laajempi yhteiskunnallinen yhteistyd. Matematiikan
osalta keskuksen kouluyhteistyohenkilé on Saara Lehto
Matematiikan ja tilastotieteen laitokselta.

LUMA-keskuksen puitteissa jirjestetddn kesidkuussa
2004 matematiikkaleiri, joka on suunnattu 9-12 -vuo-
tiaille lapsille. Matematiikkaleireja on aikaisemmin jér-
jestetty mm. Unkarissa ja Oulussa. Nyt jérjestettava
leiri on lajissaan ensimméinen Helsingissé, vaikka lei-
rejé on aikaisemmin jérjestetty ainakin luonnontieteis-
si.

Leirin ideoijat, Marja Hytonen ja Suvi Vanhatalo, ovat
opintojen loppuvaiheessa olevia matematiikan aineen-

Antti Rasila

opettajaopiskelijoita. Tarkoituksena on esittda mate-
matiikka lapsille luovana ajatteluna mekaanisen las-
kemisen sijasta. Luonnontiedeleirien toimintatapoja ei
voikaan suoraan kopioida, koska matematiikka on tie-
teend hyvin erilainen. Lahtokohtana on ajatus, ettd ma-
temaattiset ilmiot ovat péén sisillé, eivit paperilla tai
ympéroivasséi luonnossa.

Matematiikan tekemisesséd olennaisinta on ajattelemi-
nen ja ideoiden vélittdminen. Puhuttu ja kirjoitettu
kieli tai matemaattiset symbolit eivéit kuitenkaan aina
ole lapsille (tai edes aikuisille) luonnollinen tapa mate-
matiikasta keskustelemiseen. Lapsi ajattelee toimimal-
la, ja siksi matemaattiset késitteet ja ideat pitda esittéaa
konkreettisina ja toiminnallisina.

Leiri  jérjestetddin  matemaattis-luonnontieteellisen
tiedekunnan tiloissa Helsingin Kumpulassa
14.-18.6.2004  Lisdd  tietoa  leiristd  kiinnostu-
neille 16ytyy LUMA-keskuksen  www-sivulta,
http://www.helsinki.fi/luma/.

Toimitussihteerin palsta
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Monikielinen koulutason matematiikan
kk kirj

Marjatta Niédtinen

Dosentti

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

EU:n Socrates Minerva -projekti, monikielinen mate- | Kaikenlaiset kokemukset ovat meille arvokkai-

matiikan verkkosanakirja tarjoaa koululaisille ja opet- | ta ja parannus- sekd korjausehdotukset terve-

tajille mahdollisuuden ”surffailla” matematiikan késit- | tulleita; tyosséd on valtavasti erilaisia yksityis-

teiden parissa; matematiikan késitteisiin voi tutustua | kohtia ja  paranneltavaa todennékoisesti — riit-

vuorovaikutteisesti verkkoselaimen avulla. Sanakirjan | td4  tulevaisuudessakin. Palautetta voi lidhet-

kielid ovat suomen lisdksi englanti, liettua, puola, slo- | td44 osoitteella marjatta.naatanen@helsinki.fi.

vakki, tanska ja unkari. MyoOs espanja on tulossa mu- | Ohjeet sanakirjan kayttoon ovat verkkosivulla

kaan. http://solmu.math.helsinki.fi/sanakirja/ ja

Toivomme, ettd sanakirja tulisi monipuoliseen kéayt-
t60n, aina itseopiskelusta luokkahuoneeseen asti. Suo-
men ulkopuolella asuville suomenkielisille se tarjoaa
mahdollisuuden oman kielen kéyttoon matematiikan
késitteiden opiskelussa. Sanakirjassa mukana olevien
muiden kielten matemaattisen késitekielen oppimiseen,
vaihto-oppilaille tai maahanmuuttajille siitd on toivot-
tavasti myos hyotya.

teknisissé ongelmissa voi kysy# neuvoa Antti Rasilalta,
antti.rasila@helsinki.fi.

Eri maiden matematiikan opetustyyli vaihtelee, siksi
tekstit eivit ole aina toistensa suoria kddnnoksid. Sa-
nakirja on linkitetty matematiikkalehti Solmuun ja Si-
mo K. Kiveldn korkeamman tason matematiikan sana-
kirjaan. Sanakirja 16ytyy siis matematiikkalehti Solmun
kautta osoitteesta http://solmu.math.helsinki.fi.
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Ohjeita sanakirjan kayttajille

Miten péaisen alkuun?

Linkki sanakirjaan 16ytyy Solmun kotisivulta,
http://solmu.math.helsinki.fi/sanakirja/. Se-
laileminen kannattaa aloittaa kohdasta aakkosellinen
hakemisto, johon linkki 16ytyy péddsivun oikeasta yla-
laidasta. Sanakirjasta 16ytyvéaé tekniikkaa voi helpoim-
min kokeilla kuvagallerioista, joihin on koottu sana-
kirjasta 16ytyvét kuvat ja animaatiot. Jotakin tiettyd
késitettd hakiessa kannattaa kiyttda sanakirjan haku-
toimintoa. Sanakirjassa voi edetéd késitteestd toiseen
myos kidyttden kisitepuita tai késitteiden riippuvuus-
suhteita kuvaavia linkkejé. Késitepuiden katseleminen
edellyttaéd kuitenkin Java-tuen asentamista.

Matemaattisten merkkien katse-
leminen

Sanakirjassa kéiytetddn MathML-kieltd matemaattis-
ten kaavojen esittdmiseen. MathML-kaavojen katse-
luun voi kéayttdd joko Internet Explorer 6 -selainta
Windowsissa tai Mozillaa (my6s FireFox), joka toi-
mii my6s muissa jdrjestelmissid. Koska sanakirjas-
sa kéytetty tekniikka on uutta, kéyttdmiseen vaadi-
taan selainohjelman uusin versio. Internet Explore-
ria kéytettdessd tarvitaan ilmainen Design Science
MathPlayer -plugin, joka on ladattavissa sivulta
http://www.dessci.com/en/products/mathplayer/.
Vapaasti levitettava Mozilla-selain

Antti Rasila, email: antti.rasila@helsinki.fi

http://www.mozilla.org tukee MathML:44 suo-
raan, joten sitd kéytettdessd erillistd pluginia ei tar-
vita. Mozillaa kiytettiessd kannattaa kuitenkin ladata
MathML-fontit. Kun katselet MathML-sivua Mozillal-
la, selain kehottaa lataamaan MathML-fontit Mozil-
la MathML -sivulta. Seuraa sivulta l6ytyvid ohjeita.
Tarvitsemasi fontit riippuvat kdyttdméisi tietokoneen
tyypistd (Windows, Linux, Macintosh).

Kasitepuut ja Java

Kasitepuun katseluun tarvitaan Sunin ilmainen Java-
plugin (http://www.java.com). Java on asennettava
erikseen, vaikka kéyttéisit Internet Exploreria, jossa on
esiasennettu Microsoftin toimittama Java-tuki. Javan
asentaminen tarvitaan myos ristisanatehtédvien kaytté-
miseen (toistaiseksi vain englanninkielisessi versiossa).

Animaatiot ja interaktiiviset ku-
vat

Jotkin animaatiot vaativat lisdpluginien, kuten Flash,
Shockwawe, Java3d ja VRML asentamista. N&iden
asentaminen ei ole sanakirjan kidyton kannalta valtté-
méatonté, mutta animaatioita ei voi tietenkéén katsella
ilman sopivaa ohjelmaa. Néiden pluginien asentaminen
sujuu seuraamalla selaimen antamia ohjeita.
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sin(18°) kolmella tavalla

Jerry Segercrantz

Professori emeritus

Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu
jerry.segercrantz@hut.fi

Johdanto

Niin sanotut muistikolmiot (kulmat 45°, 45°, 90° tai
30°, 60°, 90°) lienevit tuttuja useimmille lukiolaisille.
Niistihéin saadaan heti mm. kaavat sin(45°) = 1/v/2,
sin(30°) = 1/2 ja sin(60°) = 1/3/2. Sinin vithennys-
ja yhteenlaskukaavojen avulla saadaan helposti lausek-
keet myds luvuille sin(15°) ja sin(75°):

(1) sin(15°) = sin(45° —30°)
1

(2) sin(75°) =

Her#d kysymys: Onko olemassa muita kokonaisasteisia
terdvid kulmia, joiden sinit voidaan esittdd “yksinker-
taisina” lausekkeina? Osoittautuu, ettd tillaisia 16ytyy.
Voidaan esimerkiksi nayttad, etta

(3) sin(18°) = ‘/34_ L)

Miten kaava (3) johdetaan? Voidaan valita joko geo-
metrinen tai algebrallinen ldhestymistapa.

Geometrinen menetelméa

Geometrinen menetelmé perustuu kuvion 1 tasakylki-
seen kolmioon OAB, jossa kulma AOB on 36° ja muut
kaksi kulmaa 72°. Kuvioon on lisdtty myos kulman
BAO puolittaja, joka jakaa kolmion kahteen uuteen ta-
sakylkiseen kolmioon. Oletamme, ettd sivujen OA ja
OB pituus on 1. Sivun AB pituutta on merkitty z:114.
Sivuilla AC ja OC on sama pituus z, kuten helpos-
ti ndhd&dén. Kolmio ABC on selvésti yhdenmuotoinen
ldhtokolmion OAB kanssa, joten

xT

1
l—z
Ratkaisemalla 2:n suhteen saadaan x = (—1 £ v/5)/2.
Negatiivinen vaihtoehto voidaan tietenkin sulkea pois,
joten x = (v/5—1)/2. Tésté kaava (3) seuraa varsin suo-
raan tarkastelemalla suorakulmaista kolmiota OMA,
missd M on janan AB keskipiste.
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jolle pétee
(7) w? +w—1=0
yhtélon (5) ansiosta. Tarkistal
Toisen asten yhtilolld (7) on kaksi juurta: wy = (vV/5 —
1)/2 ja wy = (—v/5 — 1)/2. Saatuamme niin w:n esil-
le (tosin kaksikésitteisend), voimme laskea z;:m arvon
Kuva 1. yhtdlod (6) hyviksi kiyttamélla. Neljinnen asteen yh-

Lyhyesti kompleksiluvuista

Kaavan algebrallinen johto perustuu kompleksilu-
kujen kayttoon, joten aluksi aivan lyhyesti ja pintapuo-
lisesti muutama sana kompleksiluvuista niille, joille ne
ovat outoja ja tuntemattomia. Yleinen kompleksiluku
voidaan esittdd muodossa a + bi, missé a ja b ovat reaa-
lisia ja ¢ on erikoinen kompleksiluku, ns. imaginaariyk-
sikk, jolle pitee i = —1 (myds: v/—1 = ). Havainnol-
lisesti voidaan kuvitella kompleksiluvun z = a + bi vas-
taavan xy-tason pistettd (a,b). Lukua a kutsutaan z:n
reaaliosaksi, merkitddn Re(z), ja lukua b puolestaan z:n
imaginaariosaksi, merkitédin Im(z). Kompleksiluvuilla
voidaan tehdi nelja peruslaskutoimitusta +, —, -, /,
jolloin kaikki tavalliset laskusdannot ovat voimassa. Ai-
na tarvittaessa on syyta kayttdd dsken mainittua kaa-
vaai? = —1. Luvun z = a+bi liittoluku z on luku a—bi.
Luku v/a? + b2 on z:n pituus |z|. Helposti todetaan yh-
teydet 2z = a? + b* = |2|? sekd Re(z) = (2 + 2)/2.

Algebrallinen menetelmé

Kompleksiyhtalolla z° = 1 eli
(4) 25 —1=0

on viisi ratkaisua eli juurta, jotka sijaitsevat tasavélises-
ti kompleksitason yksikksympyrélld (kts. kuva 2). Té-
mé seuraa kompleksilukujen juurenoton teoriasta, joka
siséltyy kaikkiin kompleksilukujen alkeiden peruskurs-
seihin. Yksi juuri on luonnollisesti 1. Juuret yhtyvit
siis erddn siddnnollisen viisikulmion karkiin. Olkoon z;
tason 1. neljainneksessé sijaitseva juuri. Luvun z; napa-
kulma (= kulma, jonka ko. kompleksiluku muodostaa
positiivisen z-akselin eli reaaliakselin kanssa) on ilmei-
sesti 72°. Koska z; toteuttaa yhtdlon (4) ja

P —1=0-DE*+2+22+2+1),
niin voimme péételld, etta
(5) A+t +za+1=0.

Siirrymme nyt yhtilon (5) ratkaisemiseen. Otamme
kiyttoon apumuuttujan

1
6 — =
(6) w zlJer,

télon (5) ratkaiseminen on néin palautettu kahden pe-
rakkéisen toisen asteen yhtélon ratkaisemiseen. Tutki-
taan asiaa hieman ldhemmin. Kun kéytetddn yhtilossa
(6) arvoa ws, saadaan luvulle z; arvot

-v5—-1
— + \/negatiivinen luku

_ V61

1 + 4 - (reaaliluku),

(tarkista!), siis kaksi kompleksilukua, joilla on yhteinen
negatiivinen reaaliosa. Tamé ei kay, silld sopimuksen
mukaan z; sijaitsee imaginaariakselin oikealla puolella.
On siis kiytettava w:n arvoa wp, mikd antaa

V5 —1
4

+ \/ negatiivinen luku

V5—1
4

zZ1 =

+4 - (reaaliluku),

Niemme siis, ettd luvun 2; reaaliosa Re(z1) on
(v/5 — 1)/4. Toisaalta kuvion 2 perusteella Re(z1) =
cos(72°) = sin(90° — 72°) = sin(18°). Niin on algebral-
linen ratkaisu saatu péaatokseen.

Esitdmme lopuksi vield vaihtoehtoisen pééttelytavan,
joka ei nojaudu melkoista kekselidisyyttd vaativaan si-
joitukseen (6). Ylld sanotusta (kts. kuva 2) voidaan
padtella ettd polynomin

(8) A4z 41

nollakohdat ovat z1, 2%, % ja 2%, joten ko. polynomi
voidaan esittid myos muodossa (z — z1)(z — 23)(z —
z1)(z — z1) eli

9) 2% — (21 + 72 + 23 +20)28
+ (2142 + 284+ 7% +2)22
+(i+a+28+7)2+1

(tdssd on kilytetty mm. kaavaa 212 = |z1|> = 1). Ver-
taamalla lausekkeiden (9) ja (8) z3-termien kertoimia
todetaan, ettd —(z; + 21 + 27 + 2%) = 1 eli, ottamal-
la kiyttoon lyhennykset o = Re(z1) = (21 + 21)/2 ja
B =Re(2}) = (s +27)/2,

(10) 20 + 28 = —1.
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Samaan tapaan jatkamalla saadaan z?-termien kertoi-
mia vertaamalla, etté

n+H+8+84+2=1 eli n+n+254+72 =1
Toisaalta 4o = (21 + 21) (23 + 22) = 21 + 21 + 23 + 23,
joten
(11) daff = —1.
Eliminoimalla 8 yhtéloistd (10) ja (11) saadaan lopuksi
~14++5

TR

Miinusmerkki juuren edessé voidaan jilleen sulkea pois
z1:n sijainnin perusteella.

a=Re(z) =

Z,

N

Kuva 2.

Epilogi

Kulmien 18° ja 15° (kts. johdanto) sineille on edel-
14 saatu juurilausekeet. Kulman 3° = 18° — 15° sinin
lauseke voidaan nyt helposti 16ytda sinin vidhennyslas-
kukaavan avulla, kunhan vield muistetaan tuttu kaava

cos @ = /1 — sin? ¢. Tulos on

VB - 1)(VB+v3) ~ V35 + VB (VG - V)

sin(3°) = ( 16

Sinin yhteenlaskukaavaa kayttdméillad voidaan tdmén
jilkeen johtaa kaikkien kulman 3° kokonaisten moni-
kertojen sinit: 6° = 3° 4+ 3°, 9° = 6° + 3° jne. Vastaa-
vanlaisten lausekkeiden 16ytidminen luvuille sin(1°) ja
sin(2°) ei sen sijaan ole mahdollista.

Kirjallisuutta:

Courant ja Robbins: What is Mathematics?, Oxford
University Press, 1978

Stillwell: Elements of Algebra, Springer, 1994.
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Solmun tehtiavia

Solmun tadménkertaiset neljd tehtdvaid ovat vaatimus-
tasoltaan peruskoulun yldluokillekin sopivia. Tehtavien
ratkaisut julkaistaan Solmun seuraavassa numerossa.

1. Olkoon S; =1, So =243, 53 =4+5+6,.... Laske
517.

2. Keskiaikaiset kivenhakkaajat kayttiviat tdtd meto-
dia rakentaessaan tarkkoja kahdeksankulmioita anne-
tun nelion sisdlle. Avaa harppisi niin, ettd sen sdde on
puolet nelion halkaisijasta. Piirrd ympyréan kaari siten,
etta sen keskipiste on nelion kulmassa. Merkitse ne kak-
si kohtaa, jotka leikkaavat nelion sivut. Tee sama kai-
kille nelion kulmille, jolloin saat 8 pistetté, jotka ovat
kahdeksankulmion kulmia. Onko syntyvéd kahdeksan-
kulmio taysin sddnnollinen kahdeksankulmio? Todista.

3. Osoita, ettd jos kolme alkulukua, kaikki suurempia
kuin 3, muodostavat aritmeettisen lukujonon, niin jo-
non perdkkaisten lukujen erotus on jaollinen kuudella.
Esita joitakin esimerkkejé kolmesta alkuluvusta koos-
tuvasta aritmeettisestd lukujonosta, jotka siséltavat lu-

vun kolme, ja nayté, ettéd jokaisessa tapauksessa jonon
perédkkaisten lukujen erotus ei ole jaollinen kuudella.

Vihje. Osoita ensin, ettd perdkkéisten lukujen erotuk-
sen on oltava parillinen, ja sitten, ettd sen on oltava
jaollinen kolmella. Ajattele mahdollisia jakojidannoksié,
kun keskimmaéinen luku jaetaan kolmella. Pohdi kahta
tapausta.

4. Ota kolme yksikk6ympyréé, jotka koskettavat toisi-
aan. Muodosta kolme ympyrad C7, Cs ja Cs, joiden sé-
teet ovat r1, r2 ja r3, kuten kuvassa alapuolella. Ympy-
réit, jotka ovat tangenttina kaikille kolmelle yksikkGym-
pyrélle, ovat C; ja Cs, joista C7 on pienempi. Ympyré,
joka menee yksikkdympyroiden tangenttien kolmen pis-
teen ldpi, on Cy. Etsi sdteet r1, ro ja r3 ja ndyté, etti
riry = r3.

Vihje. Piirrd suorat ympyroiden keskipisteiden l&pi.
Kirjoita ja ratkaise joitakin yksinkertaisia yht&loita,
joissa séteet esiintyvat. Muista kayttaa tarkkoja arvoja
nelijuurissa (irrationaalilukuja).

Lahde: NRICH, University of Cambridge, http://nrich.maths.org.
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Numeerista matematiikkaa

Python-kielella

Antti Rasila
Tutkija
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Edellisessd Solmun numerossa késiteltiin yksinkertais-
ten ohjelmien kirjoittamista Python-kielelld. Tésséa
osassa on tarkoitus edetéd varsinaisiin numeerisen ma-
tematiikan ongelmiin ja niihin liittyviin matemaatti-
siin ohjelmointitehtéviin. Késiteltdvat ongelmat keskit-
tyvat differentiaali- ja integraalilaskennan peruskurs-
seilla esiintyviin yhden muuttujan reaaliarvoisiin funk-
tioihin. Aikomuksena on jatkaa kirjoitusta myohemmin
téssa kasittelemétta jadvistd aiheista, kuten numeeri-
sesta lineaarialgebrasta ja visualisoinnista. Aluksi esi-
tellidn muutamia tavallisia menetelmié funktion nolla-
kohdan etsimiseksi.

Vilinpuolitusmenetelmi

Vilinpuolitusmenetelmén idea on yksinkertainen ja
geometrisestikin ilmeinen. Menetelmé perustuu seuraa-
vaan Bolzanon lauseena tunnettuun tulokseen:

Lause. [Myr, s. 91] Olkoon funktio f suljetulla vilil-
14 [a,b] jatkuva ja f(a) < 0, f(b) > 0 (tai f(a) > 0,

f(b) < 0). Téllsin on olemassa ainakin yksi vilin piste
z, jossa f(z) = 0.

Léhtokohtana siis on annettu véli [a, b], a < b ja jatku-
va funktio f, jonka nollakohtaa etsitdén ja jolla on eri-
merkkiset arvot vilin padtepisteissé. Tutkitaan nyt pis-
tettd ¢ = (a+b)/2. Saadaan joko f(c) < 0, f(ﬂ > 0 tal
f(¢) = 0. Viimeisess# tapauksessa nollakohtal on 15y-
tynyt ja voidaan lopettaa. Koska f:114 on annetun va-
lin péitepisteissi erimerkkiset arvot joko f(a) tai f(b)
on erimerkkinen f(c):n kanssa. Saadaan siis, ettd jo-
ko véli [a, c] tai [c, ] toteuttaa Bolzanon lauseen ehdot
funktiolle f; sovelletaan samaa menettelyé tdhén. Kos-
ka annettu funktio f on jatkuva, pddstdin toistamalla
mielivaltaisen ldhelle funktion oikeaa nollakohtaa.

# Valinpuolitusmenetelma

from math import *

import sys

# funktio, jota tarkastellaan

def fun(x): return cos(x)-2*x

n=20 # puolitusten lkm
a,b=-8.0,10.0 # aloituspisteet

# tarkastetaan funktion arvojen etumerkit

IKoska liukulukua ei pidi verrata suoraan nollaan, yht&lo f(c) = 0 on tulkittava epiyhtiloksi abs (£ (c))<eps, missi eps riippuu

koneen laskentatarkkuudesta.
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if (fun(a)<0) & (fun(b)>0): m=1.0
elif (fun(a)>0) & (fun(b)<0): m=-1.0
else: sys.exit(1) # virhe, poistutaan

print "askel piste funktion arvo"
for i in range(n):

c=(atb) /2

if m*fun(c)<=0: a=c

else: b=c

print "Y4dJ14.6£%14.6£"%(i,c,fun(c))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 1.000000 -1.459698
1 -3.500000 6.063543
2 -1.250000 2.815322
3 -0.125000 1.242198
4 0.437500 0.030814
5 0.718750 -0.684871
6 0.578125 -0.318761
16 0.450272 -0.000214
17 0.450203 -0.000047
18 0.450169 0.000037
19 0.450186 -0.000005

Kiintopisteiteraatio

Tarkastellaan funktiota F(x) = z — f(z). Yhtélon
f(z) = 0 ratkaiseminen voidaan tulkita F:n avulla yh-
télon F(z) = x ratkaisemiseksi. Tamén yhtilon ratkai-
suja kutsutaan funktion F kiintopisteiksi.

Aloitetaan jostakin vélin [a, b] pisteestd xq. Miiritel-
l44n nyt funktion F' iterointien jono xg, x1, ... kaavalla
xit1 = F(x;). Tunnetusta Banachin kiintopistelausees-
ta (todistettu esim. [MNV, s. 169]) seuraa, ettd tdmé
jono suppenee kohden funktion kiintopistetté, jos seu-
raavat ehdot ovat voimassa:

1. F([a,b]) C [a,b],

2. |F(x) — F(y)| < Lz — y| jollakin L < 1
kaikille z,y € [a, b].

Kasiteltavissa esimerkeissé iteraation suppenemista voi
tutkia valitsemalla L = max{|f’(z)| : z € [a,b]}.

# Kiintopisteiteraatio

from math import *

from whrandom import x*

# funktio

def fun(x): return cos(x)

# iteroitava funktio

def iterf(x): return x-fun(x)
# aloituspiste
x=20.0*random ()

n=10 # iterointien 1lkm

print "askel piste funktion arvo"
for i in range(n):
x=iterf (x)

print "%4d%10.6g%14.6g"%(i,x,fun(x))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 10.6745 -0.315614
1 10.9901  -0.00548963
2 10.9956  -2.7573e-08
3 10.9956 -4.28612e-16
4 10.9956 -4.28612e-16
5 10.9956 -4.28612e-16
6 10.9956 -4.28612e-16
7 10.9956 -4.28612e-16
8 10.9956 -4.28612e-16
9 10.9956 -4.28612e-16

Newtonin menetelméi

Newtonin menetelmé, jota myods kutsutaan Newtonin
ja Raphsonin menetelméksi, on tunnetuimpia menetel-
mid yhden reaalimuuttujan yhtélon juuren 16ytamisek-
si. Menetelmissé tarvitaan tietoa seké funktiosta f(x)
ettd sen derivaatasta f'(z).

Menetelmén ideana on, ettd funktiota approksimoi-
daan sen tangentilla pisteessd x;, ja etsitddn piste,
jossa tangenttisuora leikkaa x-akselin. Tdmén pisteen
z-koordinaatti valitaan seuraavaksi tarkastelupisteeksi
Ziy1. Iteraatio perustuu funktion f Taylorin sarjaan,
joka antaa seuraavaan yht&lon pisteen x ympéaristossas:

flx+6) =~ f(x)+ f(x)d + @524-...

Riittévén pienilla §:n arvoilla, tdmé johtaa seuraavaan
approksimaatiokaavaan yhtélon f(z + ) = 0 ratkaisul-

le:
iC)
f'(x)
Soveltamalla kaavaa toistuvasti saadaan parempia app-
roksimaatioita ratkaisulle. Menetelmén ongelmana on,
ettd jos iteraatio osuu funktion derivaatan nollakoh-
taan (lokaali maksimi tai minimi), iteraatioaskelta ei
voida ottaa. Geometrisesti tAmé tarkoitaa, ettd funk-
tion tangentti tarkasteltavassa pisteessd ei leikkaa -
akselia. Taméan ongelman ratkaisemiseen on olemassa
menetelmié, joita ei kuitenkaan késitelld téssé.

# Newtonin menetelma

from whrandom import =*

from math import *

import sys

# funktio

def fun(x): return cos(x)-2.0*x
# derivaatta

def deriv(x): return -sin(x)-2.0

n=8 # askelten 1lkm
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x=10.0*(random()-0.5) # aloituspiste

print "askel piste funktion arvo"

for i in range(n):
if abs(deriv(x))<le-8: sys.exit(1)
x=x-fun(x) /deriv(x)
print "%4d%12.5g%14.5g"%(i,x,fun(x))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 -1.5681 3.1389
1 1.5708 -3.1416
2 0.5236 -0.18117
3 0.45113 -0.0023048
4 0.45018  -4.0287e-07
5 0.45018 -1.2212e-14
6 0.45018 -1.1102e-16
7 0.45018 0

Numeerinen derivaatta

Edelld késitellyn Newtonin menetelmén heikkous on,
ettd menetelmén soveltamiseen vaaditaan tietoa kul-
loinkin késiteltdvan funktion derivaatasta. Tadmé ei ole
ongelma, jos funktio on annettu helposti kisiteltavalla
kaavalla. Saattaa kuitenkin olla, etté ratkaistavassa on-
gelmassa esiintyvé funktio on sellainen, etté silld ei ole
mitddn varsinaista kaavaa, vaan tietoa on ainoastaan
funktion saamista arvoista. Téllaisen ongelman ratkai-
suun voidaan soveltaa numeerista derivointia. Numeeri-
sen derivoinnin kdyttdminen helpottaa myo6s ohjelmoi-
jan tyoté, koska derivaattaa ei tarvitse laskea symboli-
sesti ja uudelleenkirjoitettavaa koodia on siten vidhem-
man.

Tarkastelemalla suoraan erotusosamaéaérid pienilla h:n
arvoilla saadaan seuraava karkea esitys numeeriselle de-
rivaatalle pisteessé x.

f(xo +h) — f(xo)
h b

f' (o) =

missd h on jokin pieni luku, esim. h = 1078, Parem-
paan tarkkuuteen pédstddn esimerkiksi viiden pisteen
approksimaatiokaavalla [AS] 25.3.6], jota ei kuitenkaan
esitells tassa?.

# Numeerinen derivointi: numder.py
# yksinkertainen toteutus
from math import *
# funktion f derivaatta pisteessa x
def numdf (f,x):
dx = 1le-8 # pieni luku
return (f(x+dx)-f(x))/dx

Testiohjelma:

# Numeerinen derivointi: testiohjelma
from math import *
from numder import *
# funktio
def f(x): return sin(x)
# symbolisesti laskettu derivaatta
def dfunc(x): return cos(x)
# paaohjelma alkaa
print "piste derivaatta num.deriv.
for j in range(10):

x=0.1%]

print "%4.1£%10.6£%12.6£%14.6e"%\

(x,numdf (f,x) ,dfunc(x) ,numdf (f,x)-dfunc(x))

virhe"

Tuloste:

piste derivaatta num.deriv. virhe
0.0 1.000000 1.000000 0.000000e+00

0.1 0.995004 0.995004 -1.061836e-10
0.2 0.980067 0.980067 5.238188e-11
0.3 0.955336 0.955336 -1.429860e-09
0.4 0.921061 0.921061 -5.412757e-09
0.5 0.877583 0.877583 2.850324e-10
0.6 0.825336 0.825336 -3.944140e-09
0.7 0.764842 0.764842 2.297794e-09
0.8 0.696707 0.696707 5.195307e-09
0.9 0.621610 0.621610 -4.768086e-09

Seuraava ohjelma kéyttdd numeerista derivointia yhté-
16n juuren hakuun Newtonin menetelmalla.

# Newtonin menetelma numeerisella
# derivoinnilla
from whrandom import *
from math import *
from numder import *
import sys
# funktio
def fun(x): return cos(x)-2.0%x
n=8 # askelten lkm
x=10.0*(random()-0.5) # aloituspiste
print "askel piste funktion arvo"
for i in range(n):
if abs(numdf (fun,x)<le-8: sys.exit(1)
x=x-fun (x) /numdf (fun,x)
print "%4d%12.5g%14.5g"%(i,x,fun(x))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 1.4697 -2.8384
1 0.52193 -0.17699
2 0.45109 -0.0022036
3 0.45018 -3.6831e-07
4 0.45018 -1.0658e-14
5 0.45018 0
6 0.45018 0
7 0.45018 0

2Viiden pisteen kaavan toteutus on annettu www-sivulta 16ytyvissé esimerkkiohjelmassa, jonka nimi on numder2.py.



16

Solmu

Numeerinen integrointi

Derivaatan tapaan myds funktion ma#ritty integraali
jollakin vélill4 [a, b] voidaan laskea numeerisesti. Téhén
on kéytettdvissd useita menetelmié, joista téssi esitel-
tavé on kaikkein yksinkertaisin.

Ajatus on, ettd vili [a,b] jaetaan n:dén (yleensd, mut-
ta el vilttdméittd yhtipitkddn) véliin. Funktion paloit-
tain lineaarinen approksimointi erikseen kullakin néisté
vileistd johtaa integraalille esitykseen summana puoli-
suunnikkaan muotoisten alueiden pinta-aloista.

y a b

Kaavana tdmé voidaan kirjoittaa seuraavasti:

b n—1
[ @de = Y i = )i + )2
a =1

missé x1 < x2 < ... < x, ovat jakopisteet vilille [a, b],
x1 = a, p, = b jay; = f(z;). Tadmin kaavan, jota
kutsutaan puolisuunnikaskaavaksi, antaman arvon voi
helposti laskea ohjelmalla.

# Numeerinen integrointi
from math import *

# integroitava funktio
def fun(x): return sin(x)
# integrointivali

a,b=0.0,pi

n=1000 # jakopisteiden 1lkm
h=(b-a)/(n-1.0) # jakovalin pituus
s=0.0

for k in range(n-1):
s=s+fun (a+(k+1) *h) +fun (a+k*h)
s=s*h/2.0
tarkka=cos (a)-cos(b)
print "tarkka numeerinen virhe"
print "%12.6e%14.6e%14.6e"% (tarkka,s,abs(s-tarkka))

Tuloste:

tarkka
2.000000e+00

virhe
1.648229e-06

numeerinen
1.999998e+00

Linkkeja

Pythonin kotisivu
http://www.python.org/

Antti Laaksonen: Johdatus Python-ohjelmointiin
http://www.ohjelmointiputka.net/
opas.php?tunnus=python

Beginner’s Guide to Python
http://www.python.org/topics/learn/

Python Tutorial by Guido van Rossum
http://docs.python.org/tut/tut.html

Python ja tieteellinen laskenta (erilaisia laajen-
nuksia Python-kieleen)
http://www.python.org/topics/scicomp/

Python-kielestd ohjelmoinnin kouluopetuksessa
http://www.seapig.org/PythonInSchools

Toinen artikkeli samasta aiheesta
http://www.4dsolutions.net/ocn/overcome.html

Sivusto ohjelmoinnin kouluopetuksesta tytoil-
le. (sivustolla keskitytéiéin pidasiassa pedagokiik-
kaan, mutta kiytettivi opetuskieli on Python)
http://www.seapig.org/GirlProgrammers

Python in the Mathematics Curriculum by Kirby
Urner (artikkeli Python-kielen kiytostd matema-
tiikan opetuksessa)
http://www.python.org/pycon/dc2004/papers/15/

Viitteet

[AS]

MILTON ABRAMOWITZ, IRENE A. STEGUN:
Handbook of mathematical functions with for-
mulas, graphs, and mathematical tables, New
York, Dover, 1965. Tamé4 kirja on saatavissa
myos verkosta:
http://jove.prohosting.com/ ~skripty/

LAURI MYRBERG: Differentiaali- ja integraali-
laskenta, osa 1, Helsinki, Kirjayhtyma, 1977.

MaTTi MAKELA, OLAVI NEVANLINNA, JU-
HANI VIRKKUNEN: Numeerinen matematiikka,
Helsinki, Gaudeamus, 1982.
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Sattuman matematiikkaa 111

Kolmogorovin aksioomat ja frekvenssitulkinta

Tommi Sottinen
Tutkija
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Laboratoire de Probabilités et Modeles Aléatoires, Université de Paris VI

Solmun numerossa 2/2002 aloitettiin todenniiksisyys-
laskentaa kisitteleva kirjoitussarja. Osassa I késitel-
tiin todennikoisyyslaskennan historiaa ja muutamia
todennékoisyyden tulkintoja: klassista, frekventististé
ja geometrista. Osassa IT (Solmu 1/2003) esitettiin mo-
dernin todennékoisyyslaskennan perusta: Kolmogoro-
vin [2] aksioomat.

Téssé kirjoitussarjan kolmannessa osassa emme mene
tarinassa eteenpéin vaan syvemmille. Osoitamme, etté
Kolmogovin aksioomat ovat siind mielessé sopiva ma-
temaattinen malli todennékoisyyslaskennalle, etté frek-
venssitulkinta voidaan johtaa niistd. (On itsestddn sel-
véd, ettd klassinen ja geometrinen tulkinta seuraavat
Kolmogorovin aksioomista.)

Kolmogorovin aksioomat
Kertaamme lyhyesti kirjoitussarjan osassa II esitetyt
aksioomat, eli kolmikon (Q, F, P).

Q on perusjoukko, josta kohtalon jumalatar, Lady For-
tuna, valitsee satunnaiskokeen tuloksen w.

F on kokoelma :n osajoukkoja, joka on suljettu nu-
meroituvan monien joukko-operaatioiden suhteen (siis

F on o-algebra, ks. osa IT). Kutsumme F:n jésenié ta-
pahtumiksi. Valttamatta kaikki (2:n osajoukot eivét siis
ole tapahtumia. Syy téhén valitettavaan seikkaan 16y-
tyy mittateorian syvistd vesistd. Emme kéasittele téata
aihetta enempédd. Lukija voi lohduttautua silld, etta
kéytdnnossa on vaikeaa keksié osajoukkoa, joka ei ole
tapahtuma.

P on todennékoisyys, siis kuvaus tapahtumajoukolta
F reaalilukujoukolle R, joka toteuttaa ehdot

(TN;) P(A) > 0 kaikilla tapahtumilla A,
(TN2) P(Q) =1,

(TN3) jos Ay, Aa,... ovat tapahtumia, joista korkein-
taan yksi voi sattua kerrallaan, niin

P(GA,-) - iP(Ai).

Kohdat (TNy) ja (TN2) ovat luonnollisia. Kohta (TN3),
taysadditiivisuus, on vihemmén viaton. Siitd seuraa
esimerkiksi, ettemme voi valita luonnollista lukua um-
piméhkédn (siis siten, ettéd jokaisella luvulla on yhti
suuri todennikoisyys tulla valituksi). Jokainen varmas-
ti hyviksyy, ettd todennédkoisyys on additiivinen:
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(TN%) jos tapahtumat A; ja Ay eiviit voi molemmat
sattua samalla kertaa, niin

P(A; UAs) = P(A1) +P(4,).

Jos lisdksi hyviksymme, ettd todennéksisyys on jatku-
va:

(TNY) jos tapahtumien jono Ay, As, ... on laskeva, toi-

sin sanoen A1 D Ay D --+, niin
P((14) = Jim P(4.)

niin joudumme hyviksymaén tdysadditiivisuuden. Ni-
mittdin (TN%) yhdessd (TN%):n kanssa on yhtépitdvi
(TN3):n kanssa. Emme perustele tété téissi, vaikkakaan
perustelu ei ole erityisen hankala. Joka tapauksessa ad-
ditiivisuus tdydessd muodossaan on vélttdméton fre-
kvenssitulkinnan kannalta.

Huomautamme lopuksi, etta tdysadditiivisuudesta seu-
raa, ettd olivatpa joukot Ajp, As,... erillisii tai eivét,
niin joka tapauksessa

(1) P(GAi) < Y Py,
i=1 i=1

Epédyhtélon (1) oikealla puolella on liikaa joukkojen
Ay, Ao, ... mahdolliset paillekkéisyydet. Kahden jou-
kon tapauksessa taméa paéllekkéisyys on helppo nahda:

P(A,UAy) = P(A1)+P(Ay) — P(A, N Ay)
P(A1) +P(As).

A\

Toistokoe: riippumattomien tois-
tojen satunnaiskoe

Frekvenssitulkinnassa on kyse toistokokeesta, eli yhdes-
td ja samasta satunnaiskokeesta, jota toistetaan loput-
tomasti. T&lloin :n alkiot ovat jonoja

w = (w,wa,...).

Téssd w; on se alkio, jonka Lady Fortuna valitsee tois-
tossa i. Liséksi toistot ovat riippumatomia: jos A ja
B ovat tapahtumia, jotka madrdytyvét erillisten tois-
tokertojen perusteella, niin

P(ANB) = P(A)P(B).

Toistokokeella ei siis ole muistia: aikaisemmat tapah-
tumat eivit vaikuta tulevien tapahtumien todennékoi-
syyksiin.

Tyypillinen esimerkki toistokokeesta on kolikon heitto.
Jos kolikko on joka heitolla samanlainen, se ei siis esi-
merkiksi kulu heitossa, niin toistot ovat riippumatto-
mia.

Olkoon nyt A jokin yksittdiseen satunnaiskokeeseen
liittyva tapahtuma. Esimerkiksi kolikon heitossa se voi-
si olla "kolikko laskeutuu klaavapuoli ylospédin”. Koska
kyse on toistokokeesta, merkitsemme

A; = {A sattuu toistossa i} .

Tapahtuma A; riippuu w:sta vain koordinaatin w; kaut-
ta. Siten A;:t ovat riippumattomia.

Frekvenssitulkinta ja  binomi-

muuttuja

Olkoon n luonnollinen luku. Tapahtuman A frekvenssi

Fo[A] = #{i: A, i<n}
= {niiden 1 < n lukuméari, joilla Ai}
= {niiden toistojen ¢ < n lukumééri,

joilla A; sattuu}

ja sen suhteellinen frekvenssi

Jos fn[A] suppenee jossakin mielessd kohti jotain lukua
p, niin télloin tulkitsemme, etti p = P(A).

Koska tapahtuma A on jatkossa aina sama, niin kirjoi-
tamme lyhyesti F,, = F,[4] ja f, = fa[A].

Kisittelemme nyt hieman suppenemista

(2) fa — p

Ongelma tdmén suppenemisen ymmértidmisessi on se,
ettd f, ei ole mikddn kiinted luku. Se on satunnais-
muuttuja, eli funktio perusjoukolta 2 reaaliluvuille R.

Kiinnittdmélld w € ) voimme tarkastella tavallista re-
aalilukujonojen suppenemista ja yrittdd osoittaa esi-
merkiksi, etté
falw) — p kaikilla w € Q.

Tamaé siis vastaa funktioiden pisteittaistd suppenemis-
ta. Emme kuitenkaan voi toivoa mitédén néin hienoa tu-
losta. Tamén ndemme tarkastelemalla kolikon heittoa.
Olkoon A; tapahtuma ”i:nnelld heitolla tulee klaava”.
Jos w = (klaava, klaava, .. .), niin f,(w) = 1. Toisaalta
jos w = (kruuna, kruuna, . ..), niin f,(w) = 0.

Miéérittelemme suppenemisen (2) seuraavassa osiossa
kahdella eri tavalla. Sit& ennen késittelemme satunnais-
muuttujia F}, ja f.
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Oletamme nyt, ettid tapahtumilla A; on todennikoi-
syys Kolmogorovin aksiomaattisessa mielessd. Merkit-
semme p = P(A;). Téssé P on todenniikdisyys jonoava-
ruudessa {2, vaikkakin itse tapahtuma liittyy vain yk-
sittédiseen toistoon i. Talloin F,, siis laskee "onnistu-
neiden” tapahtumien lukuméérén n:n toiston sarjassa,
kun yksittidisen “onnistumisen” todennékoisyys on p.
Satunnaismuuttuja Fj, saa siis jonkin arvon joukosta
{0,1,...,n}. Etsimme nyt satunnaismuuttujan F,, ja-
kauman, toisin sanoen kuvauksen

k +— P(Fn = k)

Tarkastelkaamme tapahtumaa {F;, = k}. Talloin siis A
on sattunut k kertaa ja jadnyt sattumatta n — k ker-
taa. Nain voi kidydd mm. silloin, kun A sattuu aluksi k
kertaa "putkeen”, eli tapahtumat A, As, ..., Ay sat-
tuvat, ja tdmén jalkeen ei A en#d satu, eli tapahtumat
A1y Afyos -, Ay, sattuvat. Koska P(A;) = p, niin
P(A$) = 1—p. Siten juuri kuvatun tapahtuman toden-
nékoisyys on riippumattomuuden nojalla

3) p" - (1—p)" k.

Yleisesti ottaen “onnistumisien” A; ei tarvitse tapah-
tua aluksi "putkeen”, vaan ne voivat tapahtua misséa
tahansa kohtaa n:ssé toistossa. Kuitenkin jokaisen yk-
sittédisen n toiston tapahtuman, jossa on k kappaletta
“onnistumisia”, todennéksisyys on (3)). N&itd yksittii-
sid tapahtumia on, kuten kirjoitussarjan osassa I todet-

tiin,
ny n!
k) kl(n — k)!

eri kappaletta. Siten, aksiooman (TN3) nojalla,

n

P(F, = k) = (k>p’“<1p>”.

Sanomme, ettid F;, on binomijakautunut parametrein n
ja p, ja kilytdmme merkintdd F,, ~ Bin(n,p).

[e0] 0
[{e) ©
< <t
- .
OLO
0 1 0O 03 07 1
(o] (o]
[{e] [{e]
<t <
N N
o o

0 028 066 1 0 0.28 065 1

Kuva 1. Satunnaismuuttujan f,, = F,,/n jakauma, kun
p=0,2jan=1,10,50,100.

Suurten lukujen lait

Tarkastelemme, missé mielessi raja-arvo (2), ja siten
frekvenssitulkinta, voidaan ymmartia. Jo aikaisemmin
huomasimme, ettd funktioiden pisteittdinen suppene-
minen on liian vahva késite tassd yhteydessa.

Heikon suurten lukujen lain tapauksessa ymmérrdmme
suppenemisen f,, — p niin, etti

(4) P(|fa—p|>¢) — 0

milld tahansa luvulla € > 0. Suppeneminen kaavassa
(4) tarkoittaa tietysti tavallista reaalilukujonon suppe-
nemista. Heikko suurten lukujen laki tarkoittaa siis si-
téa, ettd todennidksisyys sille, ettd f,, poikkeaa luvusta
p menee kohti nollaa, kun n kasvaa. Sanomme my0s,
ettd f, suppenee kohti lukua p stokastisesti.

Vahva suurten lukujen laki on ldhelld funktioiden pis-
teittédistd suppenemista: ymméarrdmme suppenemisen
fn — p niin, ettd

(5) P(fu—p) = P{weQ: fulw) —p}) = L

Kyse on siis siitd, ettd funktiot f,, suppenevat pisteit-
tédin kohti lukua p paitsi ehké jossakin poikkeuksellises-
sa pistejoukossa, jonka todennédkéisyys on nolla. T&l-

16in sanomme myos, ettd f, suppenee kohti lukua p
melkein varmasti.

Ensimmaéisen version suurten lukujen laeista todis-
ti Jakob Bernoulli [1]. Hénen kunniakseen satun-
naiskoetta, jossa on kaksi tulosmahdolisuutta, kutsu-
taan Bernoulli-kokeeksi ja siten Bin(1, p)-jakautuneesta
satunnaismuuttujasta kdytetdin myos nimitysti
Bernoulli-muuttuja.

Mainittokoon vield, ettd kirjoittajan mielestd nimitys
“suurten lukujen laki” ei ole erityisen onnistunut. Pa-
rempi nimitys olisi "loputtomien toistojen laki”. Onne-
ton nimitys lienee Siméon Poisson’n peruja.

Suurten lukujen lakien perustelu

Tami on kirjoituksen tekninen osio, sen matemaat-
tinen pihvi. Todenn#ksisyyslaskennan teoriasta vé-
hemmaén kiinnostunut lukija halunnee siirtyd suoraan
osioon "Varoituksen sanoja”.

Heikko tapaus

Tehtdvandmme on 16ytad sellainen yldraja

(6) 7"(71,6) Z P(|fn7p| 25)7
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ettd r(n,e) — 0 kaikilla positiivisilla e. Tdmé ei it-
se asiassa ole erityisen vaikeaa. Ennakoimme kuitenkin
vahvan tapauksen ja etsimme sellaisen ylédrajan, joka
suppenee riittdvan nopeasti. Tdméa on jo hieman han-
kalaa. Kdytdmme luennoissa [3] esitettyd tekniikkaa.

Tarkastelemme aluksi tapahtumassa
{lfn=plze} = {|Fn—np| = ne}

itseisarvon positiivista puolta. Olkoon r > 1 ja a €
(p, e+p] sellainen luku, ettd an € N (tédllainen luku 16y-
tyy, kunhan n on riittdvin iso). Koska F}, on Bin(n, p)-
jakautunut, niin

< P(Fnzan)
_ — (n k(1 _ . \n—k
= (k>p (1-p)
k=an
1 & (n b K
— e m 1— n
g ;Z;n (k>r p*(1-p)
< LS (Mepra-pr
S ran R k 4 p

< e ()enra-mr

Binomiteoreeman, siis sen joka kertoo miten sulut ava-
taan, nojalla

n

> () omta-or =

k=0

(rp+ (1—p))n.

Siten

(7) P(F, > an)

1
< o (p=(1-p)".
Epédyhtélon (7) vasen puoli ei riipu parametrin v > 1
valinnasta. Etsimme siten optimaalisen arvon r:1le. Op-
timikohta 16ytyy tavalliseen tapaan derivoimalla. Ja-
tdmme nama tyoladt, mutta suoraviivaiset yksityiskoh-
dat lukijalle. Toteamme vain, ettd minimikohta on

Tmin =

1—
_p . L > 1
D 1—a
Sijoittamalla rmi,:n kaavaan (7)) saamme ylirajan

P(fn -Pp Z 5) S Ca,p (rmin

= g+(n,e).

)—(ITL

Téssé on tiarkedd, ettd yldraja g4 (n,e) suppenee kohti
nollaa eksponentiaalista vauhtia.

Tarkastelemme nyt itseisarvon negatiivista puol-
ta. Vaihtamalla onnistumiset ep#donnistumisiksi huo-
maamme, ettd satunnaismuuttuja n — F,, on binomi-
jakautunut parametrein n ja 1—p. Koska

{-F,>na} = {n—F, > (1—a)n},

niin voimme paételld, kuten edelld, etté
P(f,-p<—¢) < g-(ne),

missd g_(n,e) suppenee nollaan eksponentiaalista
vauhtia.

Yhdistdmalld saadut ylirajat olemme todistaneet hei-
kon suurten lukujen lain. Voimme nimittéin valita yla-

rajaksi (6)

g(r,e) = g+(T,E)—|—g,(T,E).

Vahva tapaus

Kiytdmme eksponentiaalista ylidrajaa (6) ja seuraavaa
tulosta.

Borel-Cantellin lemma. Olkoot A1, As, ..
tapahtumia, etté sarja

S P(4,)

n=1

. sellaisia

suppenee. Télléin A,, sattuu, melkein varmasti, vain
darellisen monella indeksilld n. Toisin sanoen

P(An Adrettoman usein) = 0.

Tésséd {A,, ddrettomén usein} on niiden w € €2 joukko,
joilla w € A,, ddrettomén usealla ideksilla n.

Perustelemme nyt Borel-Cantellin lemman. Merkit-
semme aluksi
oo
B, = U A;.
i=n
Toisin sanoen B,, = {A; jollakin ¢ > n}. Siten
oo
{An Adrettoman usein} = ﬂ B,,.
n=1

Joukot B,, ovat laskevia: B, ;1 C B,. Siten todenné-
koisyyden jatkuvuudesta (aksiooma (TNY)) seuraa, et-

(G -

Toisaalta epayhtélostd (1) seuraa, ettd

lim P(B,).

n—0oo

P(B,) < i P(4,).
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Lemman viite seuraa kokoamalla ylla luettelemamme
(epd)yhtilot:

P(A,, drettéméin usein)

e

= lim P(B,)

n—oo

< i ;
i=n

= 0.

Vahva suurten lukujen laki seuraa nyt suoraan Borel-
Cantellin lemmasta. Nimittdin, jos

Ange = {|fu =0l = 1},

niin f, /4 p tarkoittaa, ettd A, ; sattuu jollakin k € N
ddrettoméan usein. Siis

oo

{fntry = U {An}k drettomin usein}.

k=1

Toisaalta yldrajan (6) nojalla P(A, %) < g(n,%),
missi (g(n,l/k))nooz1 suppenee sarjana. Siten, Borel—
Cantellin lemman nojalla,

P(A,  ddrettomén usein) = 0.

Lopulta véite seuraa epiyhtilostd (1):

oo

P( U {Amk Adrettoman usein})
k=1

o0

Z P(A, ; ddrettomén usein)

P(fn 7 p)

IN

B
—

I
M8

I
=7
L

Vahva suurten lukujen laki seurasi siis siitd, ettd kai-
killa e > 0

(8) Y P(lfa—p|2¢) < o
n=1

Satunnaismuuttujajono, joka toteuttaa ehdon (8), sup-
penee kohti lukua p nopeasti. Esitettyjen kolmen sup-
penemisen vélinen suhde on:

nopea

4

melkein varma
stokastinen.

Néama implikaatiot ovat siiné mielessé aitoja, ettei niita
voida kaantas.

Varoituksen sanoja

Frekvensitulkinnan mukaan suhteellinen erotus

F, —np
| fn — p| — ’"7
n
suppenee kohti nollaa, kun n kasvaa. Absoluuttisen ero-
tuksen tapauksessa kuitenkin

F, —np| — oo,
vieldpd niin ettd F,, — np saa mielivaltaisen suuria ja
pienid arvoja. Todenn&dkodisyys ei siis ole mikédan ku-
minauha, jonka kohtalo pakottaa kohti keskiarvoa. Se
ei vastaa nikemysté "kosmisesta oikeudenmukaisuudes-
ta”, jonka mukaan onnistumisien jidlkeen on seurattava
epdonnistumisia ja ettd jokainen on keskimé#rin yhta
hyvéa. Kohtalo voi toki muistaa aikaisemmat epédonnis-
tumiset, mutta satunnainen riippumaton toistokoe ei
niitd muista.

10

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

0.2

0.0
|

\ \ \ \ \ \
0 200 400 600 800 1000

Kuva 2. Simuloidut polut F,,—np ja f,—p, kun p = 0,2
jam=1,...,1000.

Jos siis pelaat rulettia ja olet havainnut 9 punaista ja
1 mustan, niin ei kannata ruveta pelaamaan mustaa
sen takia, ettd "pitddhén niitd mustiakin tulla, kun on
tullut niin paljon punaisia”. Itse asiassa nyt kannattaa
pelata punaista! Syyn tihén kerromme seuraavissa kir-
joituksissa.

Viitteet

[1] Bernoulli, Jakob: Ars Conjectandi, Basel, 1713.

[2] Kolmogorov, Andrei Nikolaevits: Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin, 1933.

[3] Nummelin, Esa: Todennékdéisyysteoria, Luennot,
Helsingin yliopisto, Matematiikan laitos, 2003.
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Saippuakalvoista

Pekka Alestalo
Opettava tutkija
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Solmun numerossa 3/2003 kirjoitin ketjukéyristi eli
katenaarista, joka esittdd paistddn kiinnitetyn narun
muotoa. Ketjukédyran yhtéloksi saatiin

y=f(x)= écosh(a(x —x0)) + C,

missé vakiot a, xg ja C riippuvat tilanteen geometrias-
ta ja hyperbolinen kosini mééritellain kaavalla

1
cosht = é(et +eh).

Kirjoituksen alkuosassa péadadyttiin tulokseen, jonka
mukaan katenaarin muoto m#drdytyy siitd funktiosta
f(z), joka annetuilla ehdoilla minimoi lausekkeen

Jlf] = / f@)VIT @) de.

Téasséd x1 ja xo ovat kiinnityspisteiden z-koordinaatit.

Toisaalta ylld oleva lauseke muistuttaa myos sellaisen
pyorahdyskappaleen pinta-alaa, joka syntyy, kun kéy-
iy = f(z), 1 < & < x9, pybriahtid z-akselin ym-
péari. Vain kerroin 27 puuttuu, mutta se ei vaikuta

lausekkeen minimointiin. Téméan vuoksi katenaari an-
taa myos muodon sellaiselle pyorahdyspinnalle, jonka
padty-ympyréit on annettu ja pinnan pinta-ala on pie-
nin mahdollinen. Tdmé& on voimassa ainakin silloin, kun
ympyrét ovat suhteellisen 1dhellé toisiaan; jos ympyroi-
td vedetddn kauemmaksi toisistaan, tulee jossain vai-
heessa vastaan sellainen tilanne, ettd minimiarvona on
vain padty-ympyroiden yhteenlaskettu pinta-ala, jota
ei kuitenkaan saavuteta minkiin pyordhdyskappaleen
pinta-alana. Témén kuvitteleminen on hyvia aivovoi-
mistelua!

Tilannetta voidaan havainnollistaa saippuakalvojen
avulla. Otetaan kaksi ympyridnmuotoista rautalanka-
silmukkaa, ja upotetaan ne saippualiuokseen. Pienen
harjoittelun jélkeen silmukat onnistuu nostamaan liu-
oksesta yhdessd niin, ettd niiden valiin jad putkimai-
nen saippuakalvo. Asetetaan silmukat niin, ettd kunkin
silmukan m#&ardamé taso on kohtisuorassa silmukoiden
keskipisteiden kautta kulkevaa suoraa vastaan. Mink&
muotoiseksi saippuakalvo asettuu?

Vastaus on: Saippuakalvon muodon méirds katenaa-
ria vastaava pyorihdyskappale! Tdmé voidaan perus-
tella suhteellisen helposti ajattelemalla tilannetta fy-
sikaalisesti. Samalla tavalla kuin jannitettyyn jouseen
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on varastoituneena potentiaalienergiaa, siséaltdd myos
saippuakalvo (tai esimerkiksi muovikalvo kuten ilma-
pallo) sen pintajénnitykseen liittyvidd potentiaaliener-
giaa. Osoittautuu, ettd tdmén jénnitysenergian méa-
ré on (tietyissi rajoissa) suoraan verrannollinen kalvon
pinta-alaan, ja koska systeemien tasapainotilat vastaa-
vat yleensd energiaminimié, niin saippuakalvokin pyrkii

minimoimaan oman pinta-alansa! Tdmén seurauksena
sen muotoa kuvaa katenaari.

Reunoiltaan pingotettuaja kalvoja kutsutaan tdmén
vuoksi minimipinnoiksi. Niiden teoriaan liittyy paljon
mielenkiintoista matematiikkaa, mutta ehkédpid taméa
riittad taltéa erda.
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Didaktinen matematiikka?

Olli Martio
Professori
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Tieteessé tapahtuu -lehden palstoilla on kdyty keskus-
telua matematiikasta ja matematiikan opetuksesta [8],
[6]. Keskustelua on syyté jatkaa.

Didaktiikan ja matematiikan méaéi-
ritelmista

Didaktiikka on méériteltavissi opetusoppina. Jirkevét
ihmiset ymmartivét taméan opiksi, jolla pyritdan ede-
sauttamaan oppimista. Koska kulttuurievoluution kes-
keinen voima on oppiminen, on alalla ponnisteltu koko
ihmiskunnan historian ajan. Opetuksen tehokas jarjes-
tdminen on sivistysyhteiskunnan edellytys. Opetuksen
kehittadmisessd riittda viljelysarkaa. Valitettavasti kyn-
not ovat joskus johtaneet paremmin kesannolle kuin uu-
delle kasvulle soveliaaksi maaperéksi.

Matematiikan voi maééritelld kuten filosofi Oswald
Spengler: matematiikka on sitéd, mitd matemaatikot te-
kevét. Téma sopii muihinkin tieteisiin, silld tiedetta ei
ole ilman tutkimusta, eik tutkimusta ilman ihmisié.

Kéaytdnnon tasolla matematiikan luokittelu ei ole vai-
keaa. Kansainviilisessd luokittelussa [4] matematiikka
on jaettu noin 50 padryhmaédn ja ndmé edelleen aliryh-
miin. Tyypillisesti matemaattinen tieteellinen julkaisu
kuuluu 2 - 3 ryhméén, jopa eri padryhmiin. Poikki-
tieteellisyys on matematiikassa pikemmin sééanto kuin

poikkeus. Nykyisin raja sovelletun ja puhtaan mate-
matiikan vélilla on hamartynyt, ja tatd rajanvetoa kéy-
dasn muualla kuin alan tutkijoiden piirissd. Didaktinen
matematiikka ei ole matematiikan osa-alue. Kansainva-
lisesti kéytetty termi on "Mathematics education”.

Matematiikan tutkimus ei aina kohdistu relevanttei-
hin kohteisiin. Sama pétee kaikkiin tieteisiin, silld re-
levanttisuus méaéaritelladn tdmén padivin suhdanteiden
mukaan. Matemaattinen tutkimus on kuitenkin va-
hemmaén aikasidonnaista kuin usean muun tieteen, esi-
merkiksi politiikan ja tulevaisuuden tutkimus. Muuta-
man tuhannen vuoden takaiset matematiikan tulok-
set, kuten suorakulmaista kolmiota koskeva Pythago-
raan lause, muodostavat edelleen ihmiskunnan kulttuu-
riperinnén kivijalan. Pythagoraan keksimé kulmakivi
ja muut perustuksen kivet hiertdvéit edelleen matema-
tiikan opetuksessa.

Matematiikan kouluopetuksesta

Matematiikan kouluopetuksessa on koettu useita mur-
roksia viime vuosisadan jilkipuoliskolla. Artikkelin [8]
kirjoittajat muistelevat 1960-70 lukujen vaihteessa kay-
tyd keskustelua "uudesta matematiikasta”. Suomalai-
nen tulkinta uudesta matematiikasta joukkoviivoineen
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on alkanut kadota historian himérdédn. Sen sijaan ar-
tikkelissa ei puututa mychempiin, monin tavoin oleel-
lisempiin, muutoksiin matematiikan opetuksessa ja
oppimédrissd. Oppiméirid on "uuden matematiikan”-
skisman jéilkeen muutettu parikin kertaa, ja uudet
ovat jélleen tulossa. Kansainvélisesti ottaen suomalai-
set koulujen oppiméérit eivit ole huonoimmasta péads-
téd. Parantamisen tarvetta kuitenkin on.

Artikkelissa [8] hyokétéaén perinteisen laskemisen opet-
tamista vastaan. Perusteluna on, ettd kukaan ei nyky-
d4n suorita mekaanisia laskuja, vaan ndmé ovat siir-
tyneet laskimille ja tietokoneille. On totta, ettd harva
endé laskee pédssddn tai paperilla viisinumeroisia lu-
kuja yhteen. Sen sijaan pédssd suoritettujen laskujen
249,109 — 11 ja (1/2)(1/3) tarve ei ole vihentynyt.

Perinteisen laskemisen opettelun tarkoitus ei ole val-
mentautua mekaanisiin laskutehtéviin. Tarkoituksena
on perehtyé lukujen suuruussuhteisiin ja laskutoimitus-
ten ominaisuuksiin. Palkan lisdyksen vaikutus on eri
kuin palkan véhennyksen. Laskutoimitukset, yhteen-
lasku, vdhentdminen, kertominen ja jakaminen, eivit
edusta mustia laatikoita (= laskimia), joiden inputti-
na ovat luvut ja vastauksina uusia lukuja. Tamén kir-
joittajalle opetettiin likimé&drdinen kertolasku laskutik-
kua kayttden. Laskutikusta ei ole ollut allekirjoittaneel-
le muuta hyttya, kuin ettd se on edelleen hyvéa viivoi-
tin. Laskutikun metodi, logaritmin kaytto, on kuiten-
kin jadnyt mieleen. Mitdhén jaa mieleen lukuja laski-
messa kertovalle?

Artikkelin [8] kirjoittajilta on jddnyt huomaamatta,
ettd laskemisen opettelu kouluissa on jo radikaalises-
ti vahentynyt. Laskimia kéytetddn kouluissa erittédin
paljon. Myos tietokoneet ovat astuneet kuvaan. Laa-
jan TIMMS 1999 [3] selvityksen mukaan tietokoneiden
ja laskimien tiheys on Suomen kouluissa huipputasol-
la verrattuna muuhun maailmaan. Laskimien ja tieto-
koneiden mahdollisuudet mekaanisessa laskemisessa on
otettava opetuksessa huomioon, mutta niiden ei pidé
antaa aiheuttaa numerosokeutta. Ensiksi on opittava
ymmartamain laskutoimitukset, ja vasta sitten otetta-
va koneet avuksi.

Laskimien kayttc opetuksessa on myos johtanut pa-
hempiin vammoihin kuin numerosokeuteen. Tyypillise-
né esimerkkind oli kevddn 2003 matematiikan yliop-
pilaskirjoituksen tehtévé, jossa funktio In|x| ilmestyi
kokelaitten koepaperille nollassa jatkuvana funktiona,
koska graafisen laskimen néyttéruutu niin todisti. Op-
pilailla ei ollut konkreettista kuvaa logaritmifunktion
kulusta. Jos on laskettava lausekkeen arvo, niin se las-
ketaan mekaanisesti laskimella sen sijaan, ettd lause-
ke ensin saatettaisiin muotoon, jossa laskeminen oli-
si yksinkertaista. Sijoituksessa monimutkaiseen lausek-
keeseen tulee helposti virheitd. Koska tietokone ei tee
erehdyksié, luullaan vastausta oikeaksi. Lausekkeiden
sieventdmisen taito on romahtanut, vaikka opetteluun
olisi periaatteessa enemmén aikaa kaytettavissi.

Ongelmanratkaisu

Vallitseva trendi koulujen matematiikan opetuksessa
on nin sanottu ongelmanratkaisu. Tamé on takapiruna
useissa viimeisisséd koulujen matematiikan oppisuunni-
telmissa. Erityisesti sen painoarvo on ollut suuri pe-
ruskoulussa ja lukion lyhyen matematiikan kursseissa.
Trendi on kansainvilinen ja levinnyt Suomeen 1970-
luvulla ldhinna Saksasta. Kasvatustieteilijat ovat mai-
nostaneet ongelmanratkaisun hyvaksi tekevdd vaiku-
tusta matematiikan opetuksessa.

Ongelmaratkaisun ideana on, ettd matematiikan ope-
tuksen pitdd perustua kiytdnnon ongelmiin. Matema-
tiikkan opetukselle on annettu vain vélinearvo. TA4mé&
on johtanut esimerkiksi talousmatematiikan kurssiin
lukion lyhyessd matematiikassa. Matematiikkaa tar-
kastellaan korkoprosenttien, osake- ja valuuttakurssien
maailmasta ldhtien. Valitettavasti kaikessa jarkevissi
ja rationaalisessa tyOskentelyssé pitda ensiksi olla tyo-
kalut ja harjaannus niiden kédyttoon. Muuten syntyy
susikappaleita. Korkeakoulut ja ammattikorkeakoulut
ovat huomanneet, ettéd susikappaleiden tuotannossa on
kouluissa pédésty hyviin tuloksiin erityisesti lyhyen ma-
tematiikan kursseilla [7]. Myos pitkdn matematiikan
ylioppilaskirjoituksissa suorittaneiden keskuudessa on
niité, joille kaava

(a+b)?* = a* + 2ab +b?

on hepreaa. Nykyisin laskimet, tietokoneista puhu-
mattakaan, suorittavat helposti laskutoimituksia myos
symboleilla. Kaytto valitettavasti edellyttés, etta laski-
mia osataan kayttdd oikein ja etté tiedetddn minkélai-
siin tuloksiin tdhd&tadin. Ensimmé&inen vaatimus edel-
lyttad lausekkeiden sisdllon ymmértamista ja jalkim-
maéinen taas matematiikassa harjaantunutta silmas.

Koulu on eldaméa varten. Matematiikan tunneilla ny-
kyisin ratkaistavat ongelmat eivét valttdmatta ole nii-
té, joista on hyotyd myohemmin. Ei yhteiskuntaopin
tunneillakaan opetella tadyttamédn tyottomyysavustus-
ten hakukaavakkeita, silld kun tarve tulee vastaan, ovat
kaavakkeet jo muuttuneet. Ongelmanratkaisu on osa
matematiikan kouluopinnoista, mutta ei p#dasia. Sii-
hen keskittyminen vie huomion matemaattisten késit-
teiden tédsmélliseltd madrittelyltd ja teorioiden raken-
tamiselta. Pythagoraan lauseella on pidempi kéytén-
non kantavuus kuin osinkolaskuilla. Ongelmanratkai-
sun tarkoitus on matematiikan kouluopinnoissa konkre-
tisoida késitteitd ja teoriaa sekid osoittaa sovelluksien
rikkaus. Nykyisesséd painotuksessa on parantamisen va-
raa. Ennen kaikkea luonnontieteet ja tekniikka tulevat
kérsiméin, jos nykyinen trendi jatkuu.
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Opettajankoulutuksesta

Artikkelissa [8] suositellaan, ettd opettajankoulutuk-
sessa keskityttéisiin aineenhallinnan osalta perusasio-
hin. Suomen yliopistoissa matematiikan aineenopetta-
jan koulutuksessa keskitytddn juuri tdhén. Artikkelin
tekijit kauppaavat opettavaisena esimerkkind yhtaloa
x 4+ 2 = 1 kunnassa Zs. Jokainen yliopistollisen al-
gebran peruskurssin suorittanut ymmértda tehtavan.
Reaalilukujen kunnassa R vastaava yhtdlo on 0-z = 1.
Tallainen yhtélo tuottaa koululaisille vaikeuksia, kos-
ka silld ei ole ratkaisuja. Yliopistokursseilla Zs kelpaa
esimerkiksi yksinkertaisimmasta mahdollisesta kunnas-
ta. Kunnan kéyttoarvo koulussa on nolla. Yhtéloiden
ratkaisemiseen ei ole olemassa mitddn aksiomaattista
metodia, on vain erilaisia ldhestymisteitd. Sama pétee
probleemoiden ratkaisemiseen yleensa.

Aineenopettajan koulutuksessa didaktinen puoli ote-
taan ainelaitoksilla nykyisin huomioon erilaisilla se-
minaarityyppisilla kursseilla, joissa luodaan yhteyksid
kouluissa opetettavan materiaalin ja yliopistotasoisten
matematiikan kurssien valilld. Kasitys, ettd yliopisto-
kurssit tarjoaisivat jotain sellaista matematiikkaa, jos-
ta puuttuvat yhteydet kouluissa opetettavaan matema-
tiikkkaan, on v#drd. Seminaarityyppinen toiminta pa-
nostaa néiden yhteyksien korostamiseen kiaytinnon ta-
solla. Opettajankoulutuslaitoksilla annetaaan myos té-
hén kuuluvaa opetusta. Hyvid kokemuksia on esimer-
kiksi kokeneen normaalikoulun opettajan pitdméstéa
kurssista koululaisille vaikeista matematiikan kisitteis-
ta.

Artikkelin [8] kirjoittajat suosittelevat viipalekuvion
kéayttamistd lukujonon raja-arvon havainnollistamises-
sa. Tietddkseni tdmé havainnollinen menetelmé esite-
tadn kaikilla korkeakoulujen matematiikan peruskurs-
seilla Suomessa ja kokemukseni mukaan my6s ulko-
mailla. Tamén kirjoittaja suositteli menettelyn kayttéa-
mistd funktion raja-arvon ja jatkuvuuden kisittelyyn
kouluissa [2]. Yliopistokursseilla tdmé on arkipéivii.
Té&lta osin didaktinen matematiikka on jo toteutettu
yliopisto-opetuksessa. Sen sijaan se ei ole levinnyt kou-
lukirjoihin siind mé#rin kuin olisi toivottavaa.

Opettajankoulutuksen tarkoitus on, etté tulevat mate-
matiikan opettajat imevit matematiikan taitojaan yli-
opistollisilta kursseilta. Yliopistokurssit muuttuvat ai-
na nopeammin kuin koulukurssit, silld niitd eivat on-
neksi sido oppisuunnitelmat. Toivoa sopii, ettd koulu-
jen matematiikan opettajat kiyttdvit omaa jarkeddn
huolimatta uusista normatiivisista oppiméérista.

Matematiikan kieli ja didaktiikka

Artikkelissa [8] kritisoidaan matematiikkaa epamé#é-
raisten symbolien ja sopimusten kiytosti. Eikohan ma-

temaattinen kieli sittenkin ole ole ihmisten kayttamis-
ta kielistd erds parhaiten normitetuista ja ymmaéarretta-
vistd. Eri maissa kaytetyt murteet eivit paljoa poikkea
toisistaan. Luulot matematiikan arvosidonnaisuudesta
ja kommunikaatiokuiluista kéyttédjien vélilld johtuvat
lihinnd matematiikan osaamattomuudesta. Opettajil-
le, ja my6s koululaisille, matematiikka ilmenee valitet-
tavan usein valmiiksi annettuna solidina kokonaisuu-
tena. TAmé ei sindnsid ole paha asia, silli monet pe-
rusasioista ovat vanhoja ja varsin pitkélle pureskeltu-
ja. Niiden opettaminen ja oppiminen ei nykyisin ole
kuitenkaan helpompaa kuin aikaisemmin. Pythagoraan
lauseen voi keksid leikkimélld palikoilla, mutta kol-
mion sivuille piirrettyjen neliiden pinta-aloja koskeva
Pythagoraan viittamé hahmottuu parhaiten paperille.
Kehitystd on tapahtunut: Pythagoras todennékoisesti
piirsi kuvion hiekalle. Ymmaértdminen ei tule pelkés-
tadn siité, ettd palaset loksahtavat kohdalleen.

Didaktikkojen erehdys on, ettéd he luulevat tietdvénsa,
mitd kouluissa pitdd opettaa. Opettamisen ja oppimi-
sen asiantuntevuus ei tdhdn riitd. Luulo matemaatti-
sen tutkimuksen staattisuudesta on virheellinen. Toi-
saalta matematiikan opetuksessa on vallinnut perintei-
nen linja. Suuret poikkeamat koulujen ja korkeakoulu-
jen opetuksessa ovat johtaneet katastrofeihin. Matema-
titkkan ymmértdminen ei ole mahdollista ilman solidia
perustusta ja siihen liittyvén ajattelun harjoittelua.

Luonnontieteiden opetuksessa on siirrytty kuvailevaan
suuntaan. Esimerkiksi kvarkit ja transistorit ovat pe-
rusolemukseltaan niin monimutkaisia, ettd niiden ym-
mértdminen kiytettavissi olevilla fysiikan oppitunneil-
la on mahdotonta. Nykyisessid matematiikan opetukses-
sa piilee vastaava vaara. Kuvaileva opetus johtaa hel-
posti siihen, etté toisen asteen yhtélon ratkaisukaava ja
transistorin kuva oppikirjassa ovat samanlaisia; kum-
mastakaan oppilas el ymmérra mitdén.

Eraéna didaktisen matematiikan ydinajatuksena artik-
kelin [8] kirjoittajat pitdvit matemaattisten symbolien
tdsmaéllistd méarittelyd. Symbolit ovat toisarvoisia, ki-
sitteet ovat tarkeité ja niiden tdsméllisessd maarittelys-
sé on vield paljon tekemistd koulukursseilla. Koulujen
oppikirjojen pahimmat erehdykset ja viarit painotuk-
set 10ytyvéit juuri néista asioista ja johtuvat useimmi-
ten siité, ettd oppikirjojen tekijat eivat itse ole ymmér-
tdneet asiaa. Téssé ei didaktiikka auta.

Didaktiikan johtavana pyrkimyksené tulee olla opetuk-
sen parantaminen. Matematiikan opetuksessa edisty-
saskeleet ovat olleet pienid. Didaktiikan alan tutkimus-
raporteista on vaikea 16ytéaa tieteelliset kriteeriot téayt-
tavia riittdvén pitkilla aikajaksoilla tehtyja tutkimuk-
sia matematiikan opetuksen vaikuttavuudesta. Rapor-
tit ovat yleensd tiedotteita uusista kokeiluista, katso
esimerkiksi [5], mutta kokeilujen todelliset vaikutuk-
set jaavit epaselviksi. Pitkdn aikavilin testit 1dhinna
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teknillisten korkeakoulujen uusien opiskelijoiden mate-
matiikan osaamisesta osoittavat laskevaa trendid. Vas-
taavat tiedot ammattikorkeakouluista ovat hélyttéavia.
Heikkeniviin opetustuloksiin ei riitd selitykseksi, ettd
nykyisin paljon suurempi osuus ikdluokista pyrkii ma-
tematiikkaa kidyttdviain koulutukseen [1]. Didaktiikal-
la riittda tehtédvakenttédd epéoleellisissa asioissa pyori-
misen sijaan. Kriittistd keskustelua kouluissa opetet-
tavasta matematiikasta, oppimééristd ja oppikirjoista
kédydddn Suomessa vihdn. Keskustelun pitéisi lisdksi
tavoittaa nykyiset matematiikan opettajat.
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Koulutuspoliittista keskustelua

Ruotsissa

Kéaidnnos: Henri Lindén

Svenska  Matematikersamfundetin  jasenlehtisessa
15.3.2004 Thomas Weibull esitteli Ingvar Enkvistin
Feltinkt -teosta (SNS kustantamo, 2000), jossa kirjoit-
taja kritisoi raskain sanoin viime vuosikymmenten val-
litsevaa ideologiaa kouluissa ja koulupolitiikassa. Taméa
lukemisen arvoinen kirja on nyt saanut seuraa Enkvis-
tin uutuudesta Skolan — ett svenskt hogriskprojekt, joka
myos ansaitsee huomiota. Nakokulma laajenee ensik-
simainittuun kirjaan verraten siind mielessé, ettd En-
kvist — itse espanjan kielen professori Lundin yliopis-
tossa — on kutsunut muiden aineiden edustajia osallis-
tumaan keskusteluun. Muutamia mainitakseni etnologi
Jonas Frykman, jdsenlehden lukijoille tuttu Ulf Pers-
son seké oikeustieteen yliopistolehtori Leif Alsheimer,
joka tunnetaan kunnianhimoisesta opetusprojektistaan
Jonkopingin Kauppakorkeakoulun oppilaiden parissa,
ovat myotdvaikuttaneet kirjan syntyyn. Joka toisen
luvun Enkvist on kirjoittanut itse.

Kirjan keskeinen teema on kuvaus ja kritiikki siité, mi-
ten koulun aikaisempi paidtehtdva — tiedon ja kulttuu-
riperinteen vilittdminen — on joutunut erilaisten sosi-
aalisten tehtédvien varjoon. Tatd kehitysta kirjoittaja
kuvaa osuvasti sanalla "paivikotiutuminen”. 60-luvulla
tai aikaisemmin syntyneille, jotka eivét aikuisessa ids-
sé ole ndhneet koulua omin silmin, voi olla jarkyttavaa
huomata, miten pitkélle tdmé kehitys on edennyt.

Erés ruotsin koulupolitiikan keskeisistd tavoitteista sit-

ten yksikko- ja peruskouluun siirtymisen on ollut an-
taa kaikille oppilaille samat mahdollisuudet, kotioloihin
tai sosiaaliseen asemaan katsomatta. Tdmén saavutta-
miseksi on yhd enemmén asetettu lapsen oma maail-
mankuva ja sosiaalinen tausta opetuksen ldhtokohdak-
si. Painopiste on siirtynyt tulevaisuudesta (“aikuisena
tulet hyotyméan englannin ja matematiikan osaamises-
ta”) nykyhetkeen (“olet hyvi, kun olet”). Jonas Fryk-
man selittdd omassa luvussaan, miten tdmé (parhain
tarkoitusperin toteutettu) muutos toimii itsediéin vas-
taan, estéen oppilasta vapautumaan taustastaan ja saa-
vuttamaan uusia korkeampia tavoitteita. Oppilaan li-
sadntynyt vapaus luokkahuoneessa — ja sen mukanaan
tuoma vastuu — syrjii "ei-akateemisista” kotioloista tu-
levia oppilaita enemmén kuin perinteinen opetus.

Opettajankoulutus, jossa viimeisen uudistuksen j&l-
keen on vieldkin vihemmaén tilaa aineopinnoille, kuu-
luu niihin asioihin, joita kirjassa kritisoidaan armotta.
Enkvistin tiivistelmé&t virallisista dokumenteista jotka
ovat ohjanneet tdmén paivan opetusjérjestelmis, viet-
tavét joskus jopa surkuhupaisaan suuntaan. Tosin té-
mé on useimmiten aivan perusteltua, kuten seuraavas-
sa ruotsin eduskunnan tekeméssé selvityksessa vuodel-
ta 1999, joka asetti pohjan témén pédivin opettajan-
koulutukselle:

Mita tulee saksan kielen opettajiin, huomautettiin, ettd
olisi este rekrytoinnille vaatia esitietoja saksan kielessd
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opiskelijoilta, jotka hakevat yleiseen opettajankoulutuk-
seen. Joukossahan saattaa olla joku, joka on hyvinkin
sopiva saksanopettajaksi, mutta ei ole lukenut saksaa.
Pilaileeko komitea kanssamme?

Ruotsin koululaitos ja opetusjirjestelmé kokonaisuu-
dessaan ovat enemmén tai vihemmén vapaassa pudo-

tuksessa. Skolan — ett svenskt hogriskprojekt antaa tér-
kedn panoksensa tilanteen kartoittamiseksi, ja ehdot-
taa myos konkreettisia vastatoimenpiteitd. Yleensékin
kirja on (vaatimattomasta koostaan huolimatta) kul-
takaivos jokaiselle, joka on huolissaan kehityksestd ja
haluaa 16ytéda perusteltuja ndkemyksia sellaisen koulun
puolesta, jossa tieto on taas valttia.

Alkuperdinen artikkeli on julkaistu Ruotsin matemaattisen yhdistyksen jasentiedotteessa 15.3. 2004, 22—23.



