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Tuomaksen tehtavia

Solmun taménkertaiset tehtavat ja yhden valmiin rat-
kaisun on laatinut Tuomas Korppi Helsingista. Voit
lahettad ratkaisuehdotuksesi viela ratkaisemattomiin
tehtaviin 2, 3, 4 ja 5 Solmuun joko séhkdpostilla osoit-
teeseen

toimitus@solmu.math.helsinki.fi
tai kirjeena osoitteeseen

Solmun toimitus

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
PL 68

00014 Helsingin yliopisto.

Tehtava 1. Etsittdva yhtaloryhméan

aX
bz =2Y
X-Y+Z =2
ratkaisut, joissa X,Y, Z, a,b ovat positiivisia kokonais-
lukuja ja a,b > 2. Huomaatko ratkaisuna saatavissa lu-

vuissa mitdén tuttua? Jos huomaat, keksitko yhteytta
l6ytamaési tuttuuden ja yhtaléiden valille?

Ratkaisu. Ratkaisemalla X ja Z kahdesta ensimmaises-
ta yhtalosta ja sijoittamalla jalkimmaéiseen saadaan
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Jos a > 6 jab> 3, niin
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joten (2) ei voi pated. Koska b > 3 on oletus, on vélt-
tamattd a < 6. Koska tilanne on symmetrinen, myds
b < 6.

Oletetaan, ettd a > 4. Jos b > 4, niin
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Tama on mahdotonta. Jos siis toinen luvuista a,b on
vahintdan nelja, on toisen oltava kolme.

Olemme nyt saaneet karsittua pois kaikki muut
kandidaatit paitsi (¢ = 3,b = 3), (a = 4,b
(a=3,b=4), (a=3,b=5) ja (a=5,b=3).
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Ratkaisemalla Y yhtdlostd (1) saadaan
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ja sijoittamalla yo. kandidaatit ylldolevaan yhtaloon
saadaan kandidaatit (a = 3,b =3,Y =6), (a =4,b =
3,Y =12), (a=3,b=4Y =12), (a=5,b=3,Y =
30), (a=3,b=5,Y = 30).

Sijoittamalla kahteen ensimmaiseen yht&loon saadaan
seuraava taulukko ratkaisuista:
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a b X Y Z
3 3 4 6 4
3 4 8 12 6
4 3 6 12 8
3 5 20 30 12
5 3 12 30 20

Huomataan, ettd ylldolevat luvut ovat sdannollisten
monitahokkaiden tunnuslukuja: a = kuinka monta sér-
maa tulee kirkeen, b = kuinka monta sivua on tah-
kolla, X = karkien lukumaéra, ¥ = sarmien lukumaa-
rd, Z = tahkojen lukumaéaré. Taulukossa kaydasan lapi
kaikki mahdolliset sa&dnnolliset monitahokkaat.

Mita tekemisté sitten on sdannollisilla monitahokkailla,
ja alun yhtaloryhmall&?

Jokaisella sarmalla on kaksi karked, ja jokainen karki
on a:n sarman karki. Ensimmainen yhtalo 2Y = aX
seuraa tisté tosiseikastal.

Jokainen sarmd on kahden tahkon sivu, ja jokaisella
tahkolla on b sivua. Toinen yhtalo 2Y = bZ seuraa tas-
ta tosiseikasta.

Kolmas yhtalo on peréisin algebrallisesta topologiasta,
ja se sanoo, ettad jos kappale, joka saadaan pallonpin-
nasta venyttamalld ja vaantamalla, jaetaan monikul-
mioihin, on aina

(3) kérkien lkm — sirmien lkm + tahkojen lkm = 2.

Jatkotehtava 2. Ratkaise ensimmaéisen tehtavan yh-
taloryhma tapauksessa, jossa a,b, X,Y,Z ovat koko-
naislukuja ja a,b > 2. Et voi nyt konstruoida monita-
hokkaita, jotka tdsméavat ratkaisuihin, mutta 16ydat-
ko sellaiset yleistetyt "monitahokkaat”, joissa tahkot ja
sdrméat saavat olla kaarevia?

Jatkotehtava 3. Jos ylla pallon pinta olisi jonkun
muun mallinen kappale, esimerkiksi torus (munkkirin-
kilén pinta), patisi vastaava yhtdld kuin (3), mutta kak-
kosen paikalla olisi joku muu luku. Toruksen tapauk-

sessa tuo luku olisi 0. Voit my6s miettia alun yhtaloryh-
man ratkaisuja, kun kolmas yhtalo korvataan yhtalolla

X-Y+Z=0.

Jatkotehtava 4. Jalkapallo on tehty 5- ja 6-
kulmioista. Jokaiseen karkeen tulee kolme sarméai. Jo-
kaisella 5-kulmiolla on yhteinen sivu 5:n eri 6-kulmion
kanssa, ja jokaisella 6-kulmiolla on yhteinen sivu 3:n
eri 5-kulmion kanssa. Pystytko ndiden tietojen avul-
la padttelemasn, kuinka monta 5- ja kuinka monta 6-
kulmiota jalkapallossa on? Yhtélo (3) pétee téssékin
tapauksessa.

Tehtdva 5. Olkoon A joukko, joka siséltdd 2n pistet-
ta, jotka sijaitsevat tasavélein yksikkoympyran kehéalla.
Alussa pisteet ovat valkoisia. Ne varitetdén yksi kerral-
laan, jossain jéirjestyksesséd, mustiksi. Olkoot véritys-
hetket 1,2,...,2n.

Sanomme, ettd piste a € A on vérityksen reunapiste
hetkelld ¢, mikali hetken ¢ varityksen jalkeen vahintaan
toinen pisteen a naapuripisteista on eri varinen kuin a.

Osoitettava, etta on olemassa hetki ¢, jona kaksi antipo-
daalista pistettd ovat varityksen reunapisteitd. Pisteet
(z1,y1) ja (x2,y2) ovat antipodaalisia, mikéli zo = —xq
jays = -y

Vaihtoehtoinen muotoilu tehtavain 5. Parillinen
maara ryovareita istuu piirissa. Piiri on tdsmalleen ym-
pyrdn muotoinen, ja ryovéarit istuvat tasavalein. Ryo-
varipomo jakaa piiriissa istuville ry6vareille yksi ryové-
ri kerrallaan heidén osuutensa ryostosaaliista. Jos ryo-
véri, joka on jo saanut osansa saaliista, ja ryovéri, jo-
ka ei ole vield saanut osaansa saaliista, istuvat vierek-
kéin, molemmat ryovarit kyrailevat. Jos kaksi kyraile-
vaa ryovaria istuu tasmaélleen vastapaaté toisiaan, he
huomaavat toistensa kyréilevan, ja ryntaavat toistensa
kimppuun.

Ryovaripomo yrittaa valita sellaisen saaliinjakojirjes-
tyksen, etta ei syntyisi tappelua. Todista, ettd se on
mahdotonta.

ITutkitaan nimittéin kysymystd: Kuinka monta erilaista paria (x,y) voidaan muodostaa, joissa y on tutkittavan monikulmion
sdrmd ja x on sdrmén y kdrki? Vastaus tdhén kysymykseen voidaan laskea kahdella tavalla: Joko laskemalla sdrmét ja kertomalla
tulos kahdella, jolloin saadaan lukuméérédksi 2Y, tai laskemalla kérjet ja kertomalla tulos a:lla, jolloin saadaan lukumaéaérdksi aX.
Koska laskimme saman lukumé&iran kahdella tavalla, on laskujen annettava sama vastaus, eli aX = 2Y.



