Solmu

2/2005

Tuomaksen tehtavia

Tuomas Korppi
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Tehtéviasi on auttaa ristinollaturnauksen jarjestajia eri-
laisten turnausjéarjestelmia koskevien ongelmien kans-
sa. Sinun taytyy myos todistaa ratkaisusi oikeiksi.

Ensimmainen turnausjirjestelma on ”voittaja jatkoon”
-tyyppinen: Ensin kaikki pelaajat arvotaan pareiksi,
jotka pelaavat pelin ristinollaa voittoon saakka (tasape-
li ei ole mahdollinen). Tédmén jélkeen otteluiden voitta-
jat paasevat seuraavalle kierrokselle, ja haviajat tippu-
vat. Jos pelaajia oli pariton méara, padsee ilman paria
jaanyt pelaaja automaattisesti seuraavalle kierroksel-
le. Toisella kierroksella pelaajat arvotaan taas pareiksi,
joiden pelaamien pelien voittajat padsevét kolmannelle
kierrokselle ja hividjat tippuvat (taas, jos joku pelaaja
jai ilman paria, han padsee automaattisesti seuraavalle
kierrokselle.) Jatketaan samoin, kunnes jiljella on vain
yksi pelaaja, turnauksen voittaja.

Alussa turnauksessa on n pelaajaa.

1. Kuinka monta pelid turnauksessa pelataan yhteen-
sa?

2. Milld n:n arvoilla koko turnauksessa ei synny sel-
laista tilannetta, jossa jollekin pelaajista ei arvonnassa
loytyisi paria, ja han paasisi automaattisesti seuraaval-
le kierrokselle?

3. Kuinka monta kierrosta turnauksessa on?

Turnauksen jarjestdjat muuttavat kuitenkin mieltdan
ja paattavat jarjestda turnauksen, jossa jokainen pelaa

kerran jokaista vastaan.

Oletetaan, ettd pelaajia on parillinen méiira (pelaajien
lukuméarasta el tiedetd mitddn muuta). Pelaajat is-
tuvat pitkdn poydan molemmin puolin, ja vastakkain
istuvat pelaavat keskendén. Aina ottelun jalkeen jokai-
nen siirtyy yhden paikan verran myotapaivaan, ja taas
vastakkain istuvat pelaavat keskenaén. Néin jatketaan,
kunnes joku pelaaja saa vastaansa pelaajan, jota vas-
taan han on pelannut aiemmin. T&ll6in turnaus on lo-
pussa, ja eniten voittoja kerdnnyt pelaaja on (tai ke-
ranneet pelaajat ovat) turnauksen voittaja (voittajia).
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Esimerkiksi A pelaa F:44 vastaan, B pelaa G:ta vastaan
jne.

Tilanne sen jalkeen, kun ylemmésta kuvasta on vaih-
dettu paikkoja yhden kerran.

4. Toimiiko ylla esitetty turnausjarjestelma, eli pelaa-
vatko kaikki pelaajat kaikkia muita vastaan?
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Oletetaan sitten, etté pelaajia on pariton méadra (pelaa-
jien lukuméérdsté ei tiedetd mitddn muuta). Nyt toi-
mitaan samoin kuin ylla, mutta poydan toisessa paa-
dyssé on lepddjan paikka, jossa istuva pelaaja ei pelaa
kyseisella kierroksella.
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Esimerkiksi A lepéad, B pelaa E:td vastaan, C pelaa
F:aa vastaan jne.
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E
F G D

Tilanne paikanvaihdon jalkeen.

5. Toimiiko yll& esitetty turnausjarjestelma, eli pelaa-
vatko kaikki kaikkia vastaan?

6. Jos vastasit jompaan kumpaan kysymyksista 4 tai 5
7ei”, kehité toimiva turnausjarjestelma: Millaisella sys-
teemilld pelaajat kannattaisi jakaa pareihin niin, etta
kullakin kierroksella korkeintaan yksi pelaaja lepéa, ja
kaikki pelaajat pelaavat kaikkia vastaan tdsmalleen yh-
den kerran?

Ratkaisut

1. n — 1 pelia. Todistus: Jokaisessa pelissa tippuu yksi
pelaaja, ja jokainen pelaaja paitsi voittaja tippuu ker-
ran.

2. Pelaajien lukuméérin pitda olla kakkosen potens-
si. Todistus: Kirjoitetaan n = 2Fp, missi p on pariton
luku. Kukaan ei padse automaattisesti seuraavalle kier-
rokselle jos ja vain jos kierroksen pelaajien lukumaéara
on parillinen. Jos p = 1, ovat kierrosten pelaajien lu-
kumédrit 2%, 251, 28=2 2 jonka jilkeen jiljelld on
vain yksi pelaaja, voittaja. Jos p > 1, on k + l:nnella
kierroksella pariton méara p pelaajia, ja joku padsee
automaattisesti jatkoon.

3. Olkoon n’ pienin kakkosen potenssi, joka on véahin-
tadn n. Nyt kierrosten lukuméérd on 2-kantainen lo-
garitmi luvusta n’, siis log, n’. Todistus: Induktio kier-
rosten lukuméaran k suhteen.

4. Ei toimi. Oletetaan, ettd joka toisella pelaajalla on
padssdan musta hattu ja joka toisella valkea, ja etta
ensimmaisella kierroksella mustahattuinen pelaa aina
valkeahattuista vastaan. Ndhdaan helposti, ettd mus-
tahattuiset pelaavat valkeahattuisia vastaan myos pai-
kanvaihdon jalkeen. Nain ollen mustahattuiset eivét pe-
laa koskaan keskendin, eivatka valkeahattuiset myds-
kadn keskendédn. Huomaa, ettd esitetty padttely toimii
milla tahansa parillisella pelaajien lukumaégralla.
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(Mieti tilanne paikanvaihdon jalkeen!)

5. Toimii. Syy on se, ettd n:n kierroksen aikana jokai-
nen istuu kerran jokaisella paikalla. Osoitetaan, ettd
n:n kierroksen aikana jokainen pelaa vahintdan kerran
jokaista vastaan. Olkoon x pelaaja, ja y toinen pelaaja.
Oletetaan, ettd y on k paikkaa x:44 jaljessa kierrossa,
jolloin z:n ja y:n valissa on k — 1 tyhjaé paikkaa. Jos k
on parillinen, x ja y pelaavat vastakkain, kun z istuu
ylarivissd k/2:nnella paikalla vasemmalta lukien. Jos k
on pariton, z ja y pelaavat vastakkain, kun z istuu ala-
rivissd (k + 1)/2:mnella paikalla oikealta lukien. Huo-
maa, ettd padttely toimii milla tahansa parittomalla
pelaajien lukumaéaralla.

n:n kierroksen aikana x pelaa vahintaan kerran jokais-
ta muuta n — 1:t4 pelaajaa vastaan, ja lepda kerran.
Liséksi n — 1:téd pelaajaa vastaan kerran pelaaminen ja
kerran lepdaminen vaatii n kierrosta, joten z ei ehdi
pelata ketadn vastaan kahta kertaa. Néin ollen turnaus
kestaa n kierrosta, eiké ketadn pariteta uudestaan sa-
maa pelaajaa vastaan n:n ensimmaisen kierroksen ai-
kana.

6. Systeemi on seuraava parilliselle pelaajien lukumaa-
ralle: Vasemmassa yldkulmassa on ankkuripelaaja A,
joka istuu paikallaan koko turnauksen ajan. Muut pe-
laajat kiertdvat myotédpaivadn yhden paikan verran,
paitsi etta kierrossa aina hypéataan ankkuripelaajan yli.

A B C D

E F G H

vaihtuu jarjestykseksi

F G H D

Systeemi toimii, koska se on olennaisesti sama kuin
kohdan 5 systeemi. Nyt vain kohdan 5 lepdaja pelaa
ankkuria vastaan. Koska kohdassa 5 jokainen lepéa ker-
ran (jos joku lepéisi kahdesti, hdn ei ehtisi pelata kaik-
kia muita vastaan, jos taas joku ei lepaisi ollenkaan,
hén pelaisi kahdesti samaa vastustajaa vastaan), jokai-
nen pelaa kerran ankkuria vastaan.

Huom! Kohtien 5 ja 6 systeemit ovat oikeasti kdytosséa
ainakin pienissa go-turnuksissa.



