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Matti Lehtisen artikkeli Kaikki tarpeellinen kompleksi-
luvuista sisélsi tiiviin yhteenvedon kompleksiluvuista,
mutta kaikkea laskentaohjelman kayttéjille tarpeellis-
ta ei ehké kuitenkaan tullut sanotuksi.

Jos nimittédin yrittdd laskea luvun —1 kuutiojuurta
melkeinpéd milld tahansa modernilla laskentaohjelmal-
la tai kompleksiluvut tuntevalla laskimella, tulokseksi

tulee
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Eiko tamaé siis olekaan —17

Olkoon z; = =1+ ja zo = —1 + 24, jolloin z129 =
—1 + 3i. Téllosin laskentaohjelma antaa

log(z1) + log(22) — log(z122) = 2mi,

misséd log tarkoittaa luonnollista logaritmia, kuten
kompleksifunktioiden yhteydessd on tapana merkité.
Eiko tavallinen logaritmien laskuséénto siis padekéén
kompleksialueella?

Ilman laskentaohjelmaakin voidaan ajautua kummalli-
siin laskuihin:

—l=i-i=v-IV-1=/(-1)(-1)=V1=1

Koska 1 ja —1 tunnetusti ovat eri asioita, jonkin yh-
taldisyysmerkin taytyy olla vairé, ehkéd useammankin.
Mutta miké niistd on vadra?

Selityksend on, ettd kompleksifunktiot ovat hieman
mutkikkaampia olioita kuin vastaavat funktiot reaa-
lialueella. Voidaan ajatella, ettd neliGjuurella on kak-
si arvoa: esimerkiksi 4 = +2; v—=3+4i =1+ 2¢ tai
= —1 — 24. Kuutiojuurella on vastaavasti kolme arvoa,
kuten Matti Lehtisen artikkelista ilmenee. Logaritmilla
arvoja on ddrettomén paljon: log z = log |z| + i arg z +
2nmi, missd n on miké tahansa kokonaisluku.

Téllaiset kompleksifunktiot eivét oikeastaan ole funk-
tioita lainkaan nykyéin kdytetyn méasritelmén mieles-
sd. Funktiolta f : C — C nimittédin vaaditaan, etta se
liittda jokaiseen ldhtojoukon pisteeseen yksikdsitteisen
maalijoukon pisteen. (Lihtojoukko voi toki olla koko
kompleksitasoa suppeampikin joukko, kuten logaritmin
tapauksessa onkin: origo ei kuulu joukkoon.)

Aiemmin kompleksifunktiot on yleensd mielletty mo-
niarvoisina funktioina ja silloin mikéén edelld maini-
tuista esimerkeisté ei ole ongelmallinen: On vain ajatel-
tava, ettd kun monista mahdollisista arvoista valitaan
vksi oikealla tavalla, niin kaavat toteutuvat.

Nykyéan kuitenkin yleensé pitdydytadan funktion mai-
ritelmén yksikésitteisyysvaatimukseen ja laskentaohjel-
mien tapauksessa tdmé on valttamatontakin.
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Talloin joudutaan uuden ongelman eteen: Miten useis-
ta mahdollisista arvoista kiinnitetdin se, joka méaéritel-
ld4n funktion arvoksi? Ongelma koskee nelijuurta jo
reaalialueellakin, ja télloin arvoksi tunnetusti kiinnite-
tadn kahdesta vaihtoehdosta positiivinen: V4 = +2 tai
yleisemmin V22 = |z].

Kompleksialueella yhté yksinkertaista ratkaisua ei ole.
Léhtokohtana on kompleksiluvun napakulman eli ar-
gumentin arvojen kiinnittdminen. Tadmakin on nimit-
tdin moniarvoinen funktio: Jos luvun z argumentti on
arg z = ¢, jokainen luku ¢ + 2nm, missd n on kokonais-
luku, kelpaa argumentiksi aivan yht& hyvin. Argument-
ti kiinnitetddn yleensi viilille —7 < argz < 7. (Tami
johtaa laskennallisesti yksinkertaisempiin lausekkeisiin
kuin jossakin mielesséd luontevampi ja varsinkin aikai-
semmin ldhes yksinomaan kéytetty valinta 0 < arg z <
2m.)

Argumentin kiinnittdminen ratkaisee arvojen valinnan
seké juurten ettd logaritmin tapauksessa. Juuren {/z
arvoksi valitaan se, jonka argumentti on arg z/n. Loga-
ritmin tapauksessa monikésitteisyys johtuu argumen-
tin monikésitteisyydesté, jolloin argumentin kiinnitté-
minen antaa mééritelmén suoraan: logz = log|z| +
1arg z. Talla tavoin yksikésitteisesti méariteltyja funk-
tioita kutsutaan usein moniarvoisen funktion pdadhaa-
raksi. Jos arvon kiinnittdminen on tehty jollakin muulla
tavalla, puhutaan sivuhaarasta.

Esimerkiksi luvun &/—1 arvo mé#raytyy siité, ettd lu-
vun —1 napakulma eli argumentti kompleksitasossa
on 7, ja kuutiojuuri on siis kolmesta vaihtoehdosta se
kompleksiluku, jonka napakulma on 7/3.

Kaikkea ei kuitenkaan voi saada. Kiinnittdmalld mo-
nista mahdollisista arvoista yksi menetetdin monet to-
tutut laskusddnnot. Esimerkiksi \/z12z2 = /z14/22 ei
yleisesti pidde, sama koskee tulon logaritmin laskuséan-
t6d. Sadnnot ovat kuitenkin 'melkein’ voimassa: Synty-
vét erot voidaan luonnehtia siten, ettd on tapahtunut
siirtyminen saman funktion jollekin sivuhaaralle.

Monihaaraisten funktioiden ongelma ei rajoitu juuri-
tal logaritmifunktioihin. Esimerkiksi trigonometristen
funktioiden kéanteisfunktiot, ns. arcus-funktiot ovat
moniarvoisia jo reaalialueella. Nédidenkin arvot kiin-
nitetddn nykyadn yksikéasitteiselld tavalla. Esimerkik-
si tan(w/4 +nm) = 1 kaikilla kokonaisluvuilla n, mutta
kédnteisfunktiolle arctan asetetaan arctan(l) = /4.

Harjoitustehtiva

Lukija saakoon lopuksi harjoitustehtavin: Kompleksi-
tason yksikkdympyrdn parametriesitys on z = cos(t) +
isin(t), —m < t < 7, ts. kaikki yksikkémpyrin pisteet
saadaan antamalla parametrille ¢ kaikki arvot kyseisel-
ta véliltd. Yksikkoympyrda kuvataan kompleksitasoon
(tason kopioon, voidaan ajatella) kuvauksella

misséd p on luonnollinen luku. Millainen kayra talloin
syntyy, kun vaaditaan, ettd p:nnen juuren arvot on va-
littava funktion sopivilta haaroilta siten, ettd kayristia
tulee jatkuva?

Helpointa on ehké kirjoittaa ohjelmakoodi, joka piirtaé
tallaisia kayrid. Malliksi kdyra arvolla p = 3. Piparkak-
kukéyrista on yleisestikin kyse.
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