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Ratkaisu aikaisempaan tehtivain

Pekka Alestalo
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Esitin Solmun numerossa 2/2006 kaksi tehtéivé, joista
ensimmaéisen ratkaisu ilmeistyi edellisessé numerossa;
nyt on toisen vuoro.

Tilanne 2: Lierién muotoiseen tyhjd&n juomalasiin
asetetaan mehupilli. Pilli on kallellaan niin, ettd sen
alaosa vastaa pohjan reunaan ja yldosa yltdd juuri
ja juuri lasin reunaan (vastakkaisella puolella). Lasiin
kaadetaan hitaasti limonadia, jolloin pilliin kiinnittyy
kuplia ja se alkaa nousta lasista. Oletetaan, ettd pillin
alapéé nousee suoraan ylospéin lasin sivua pitkin ja et-
té pillin tukipiste lasin yldreunassa pysyy samana (eli
tilanne on tietyssd mielesséd kaksiulotteinen). Juoman
kaatamista jatketaan niin kauan, ettd lasi tdyttyy ja
pilli on lopuksi vaakasuorassa.

Ongelma 2: Oletetaan, ettd lasin poikkileikkauksen
halkaisija on 1 ja pillin pituus 2. Kuinka korkealla (la-
sin yldreunasta mitattuna) pillin yldpdd enimmilldin
on, ja mikd on tédlléin pillin kaltevuuskulma vaakata-
soon nihden? Anna vastauksena korkeuden tarkka ja
likiarvo sekd kulman likiarvo.

Ratkaisu 2: Kuten tehtédvissd huomautetaan, ti-
lannetta voidaan kéasitelld kaksiulotteisena. Asetetaan
koordinaatiston origo lasin reunaan niin, ettd pillin

péit ovat aluksi pisteissi (—1, —v/3) ja (0,0), lopuksi
pisteissid (—1,0) ja (1,0). Pillin ylipiin korkeutta ku-
vaa silloin funktio f: [0,1] — R, jolle f(x) > 0 kaikilla
x ja lisdksi f(0) = f(1) = 0.
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Aloitamme funktion f lausekkeen méarittadmisesti. Jos
pillin yldpé4 on pisteessi (x,y) ja origo jakaa pillin ku-
vion mukaisesti kahteen osaan, joiden pituudet ovat a
ja b, niin a + b = 2. Toisaalta yhdenmuotoisista kol-
mioista saadaan
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joten a = 2z/(1 + x). Néin ollen
y:\/ag—:ﬁ:—li V3—2x—22= f(x)
x

on etsimdmme funktion lauseke. Tarkistuksena voidaan
laskea f(0) = f(1) = 0 ja piirtd4 funktion f kuvaaja.
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Kyseessé on derivoituva funktio, jolla sekéd kuvion et-
td intuitiivisen pédttelyn mukaan on yksikésitteinen
maksimikohta. Se saadaan selville ratkaisemalla yhté-
16 f'(x) = 0, jossa derivaatan laskeminen jéitetééin lu-

termilld v/3 — 2x — x2, se sievenee lopulta muotoon

23 +322+3x—3
(1+2)?

=0.

Tehté#viksi jii silloin kolmannen asteen yht#lon z3 +
322 + 3z — 3 = 0 ratkaiseminen. Ennen suoraviivaista
numeerista ratkaisua kannattaa yrittda yhtélon sieven-
tamista siirtdmélla kolmannen asteen termin kaddnne-
piste origoon. Koska

d2
@(x3+3x2+3x—3):6x+6=0

pisteesséd x = —1, niin muuttujanvaihdolla z = = —
(=1) =z + 1, eli z = z — 1, alkuperéinen yhtilé yk-
sinkertaistuu sievennysten jilkeen muotoon 23 —4 = 0,
ja ratkaisuksi saadaan zo = z9 — 1 = /4 — 1 =~ 0,587.
Huomautettakoon, etté ylla kdytetyn siirtomenetelmén
avulla jokaisesta 3. asteen yhtélostd voidaan poistaa 2.

asteen termi, mutta tdssid tapauksessa myos 1. asteen
termi sattumalta (7) hévisi.

Pillin ylapéda nousee siis lasin yldreunasta enimmilldéan
korkeudelle

f(l‘o) ~ 0,45.

Kyseisessé kohdassa pillin kaltevuuskulmalle o pétee
tanag = f(xo)/xo, josta saadaan likiarvoksi ag
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kijan harteille. Kun saatu yhtélo kerrotaan puolittain

0,654 eli noin 37,5 astetta.
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