http://solmu.math.helsinki.fi/

Adrettomista joukoista

Markku Halmetoja

Misté tietaisit, ettd sinulla on yhta paljon sormia ja varpaita, jos et osai-
si laskea niitd? Tiettya voimisteluliikettd tehdessési huomaisit, etta jokaista
sormea, vastaa yksi varvas ja péin vastoin. Adrettomid joukkoja lasketaan
samalla periaatteella. Alkioiden lukumééria ei varsinaisesti voi laskea, nii-
tdhdn on dareton madra, mutta daretonta joukkoa voi verrata esimerkiksi
positiivisten kokonaislukujen joukkoon Z, = {1, 2, 3, ...}.

Parillisia positiivisia kokonaislukuja on aédretén méard. Asettamalla ne
vastaavuuteen Z, :n lukujen kanssa nidhdaan ilmio, jota jo Galilei® ihmetteli:
néita lukuja ndyttaéd olevan yhta paljon kuin positiivisia kokonaislukuja on
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kaikkiaan, mutta toisaalta niiden maéaran luulisi olevan vain puolet kaikkien
positiivisten kokonaislukujen méarasta. Kummallisuus selittyy silla, ettd mo-
lemmissa joukoissa on dareton méara lukuja. Molemmat joukot ovat tavallaan
yhta aarettomia.

Cantor? tutki ensimmaéisend systemaattisesti ddrettomid joukkoja, ja hin
maéaritteli joukon mahtavuuden késitteen:

Joukot A ja B ovat yhtd mahtavia, jos niiden alkiot voidaan asettaa
vastaamaan pareittain toisiaan.

Parittainen vastaavuus madaritellian tdmén kirjoituksen liitteessa tasmalli-
semmin eraitd ehtoja toteuttavana funktiona f: A — B.

On selvaa, etta kaksi aérellistd joukkoa ovat yhta mahtavia, jos ja vain
jos niissd on sama médri alkioita. Adrellisid joukkoja ja joukkoja, joilla on
sama mahtavuus kuin Z, :lla, sanotaan numeroituviksi joukoiksi. Adrettémét
numeroituvat joukot ovat numeroituvasti darettémida. Joukkojen mahtavuuk-
sia voidaan myos vertailla. Kahdesta dérellisesté joukosta mahtavampi on se,

!Galileo Galilei (1564 — 1642), italialainen fyysikko ja matemaatikko.
2Georg Cantor (1845 — 1918), saksalainen matemaatikko.
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jossa on enemman alkioita. Adrettomien joukkojen vertailuun riittaa aluk-
si se, ettd jos A sisdltyy B:hen, niin A:n mahtavuus on enintdén yhtdsuuri
kuin B:n mahtavuus, ja jos nama joukot eivit ole yhta mahtavia, niin B on
mahtavampi kuin A. Yleisempi maédritelma on liitteessa.

Kokonaisluvuista

On selvdd, ettd numeroituvan joukon jokainen osajoukko on numeroituva,
mutta miten adreton joukko A osoitetaan numeroituvaksi? Monissa tapauk-
sissa on yksinkertaisinta osoittaa, ettd joukon alkioista voidaan muodostaa
luettelo, josta koko joukko voidaan periaatteessa luetella yksi alkio kerral-
laan. Téalloin joukon jokaiseen alkioon voidaan liittaa jarjestysluku joukosta
Z,, mika madarittelee parittaisen vastaavuuden. Esimerkiksi kokonaisluvut
voidaan luetella jonona 0, 1, —1, 2, —2, 3, —3, 4, ..., joten Z on nume-
roituva. Parittaisen vastaavuuden méarittava funktio on liitteessa.

Alkuluvuista

Alkuluvut ovat ykkostéd suurempia kokonaislukuja, joiden ainoat positiiviset
tekijat ovat 1 ja luku itse. Esimerkiksi 2, 3 ja 5 ovat alkulukuja, mutta 10
on yhdistetty luku, silla se on lukujen 2 ja 5 tulo. Lukiossa todistetaan arit-
metitkan peruslause, jonka mukaan jokainen ykkosta suurempi kokonaisluku
voidaan tekijoiden jarjestysté vaille yksikasitteisesti kirjoittaa alkulukujen
tekijat ovat 2 ja b5, eika sita siis voida kirjoittaa tuloksi, jonka tekijana on
esimerkiksi 3.

Merkitadn P:lla alkulukujen joukkoa. Kukaan ei toistaiseksi ole keksinyt
mitdan yksinkertaista funktiota f : Z, — P, joka osoittaisi P:n darettomak-
si. Silti P on ddretén. Eukleides! todisti tdméan jo 2300 vuotta sitten. Hianen
ajatuskulkuaan pidetaén yleisesti yhtend matematiikan historian kauneim-
mista:

Olkoot py, po, ... p, darellinen joukko alkulukuja. Talloin luku

m=1+pip... pu

ei ole jaollinen yhdellakaan niisté, silla jokaisesta jakolaskusta m : p,
jaa jakojaannokseksi ykkonen. Koska m kuitenkin voidaan esittda al-
kulukujen tulona, on olemassa muitakin alkulukuja kuin nuo mainitut.
Siis mikadn adrellinen alkulukujoukko ei sisélla kaikkia alkulukuja.

'Bukleides (325 — 265 eaa.), kreikkalainen matemaatikko.
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Rationaaliluvuista

Rationaalilukujen peruslaskutoimitukset antavat tulokseksi aina rationaali-
luvun, eli rationaalilukujen joukko @Q on suljettu naiden toimitusten suhteen.
Jos valitaan mielivaltaisesti kaksi rationaalilukua, niin niiden keskiarvo on
myos rationaaliluku, ja se sijaitsee valittujen lukujen vélissa. Téaten kahden
mielivaltaisesti valitun rationaaliluvun vélissd on ddreton madra rationaali-
lukuja. Siksi on varsin yllattavaa, ettd rationaalilukujen joukko Q on kuiten-
kin "vain” numeroituvasti dareton. Tamén vaitteen todistamiseksi osoitetaan
aluksi, ettd positiivisista rationaaliluvuista voidaan muodostaa luettelo. To-
distus perustuu kaavioon

1/1—2/1 3/1—4/1 5/1—6/1 ..
“ S v S
1/2 2/2 3/2 4/2 5/2 6/2 ...

N Y Y AN
1/3 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3...

v S/
1/4 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 ...
N 4
1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 6/5 ...
v

1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 ...

josta nuolia seuraamalla saadaan jono

172 1 1 2 3’4 3

) 29 37 2 59y et

Jokainen positiivinen rationaaliluku esiintyy siina aarettoméan monta kertaa.
Jattamaélla alusta lahtien pois jokainen jo esiintynyt luku saadaan uusi jono

11 3 2 1 1
17 27 27 3 3) 4, 35, 3 40 5 5a et
jossa jokainen positiivinen rationaaliluku esiintyy vain kerran. Siis luettelo

1 1 1 1
07 17 _17 27 _27 27 7 9y 35 T 3 37 =3 ...

siséltad jokaisen rationaaliluvun. Artikkelissa [3] ja teoksessa [4] esitetddn
muitakin menetelmia positiivisten rationaalilukujen luetteloimiseksi.

Rationaaliluvut sijaitsevat lukusuoralla "tiheédsti”, mutta silti ne voidaan
peittda janoilla, joiden yhteenlaskettu pituus on pienempi kuin minké ta-
hansa ennalta valitun janan pituus. Téma hdmmaéstyttava tulos todistetaan
liitteessa.
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Reaaliluvuista
Reaalilukujen joukko
R = {rationaaliluvut , irrationaaliluvut}.

Reaaliluvut voidaan esittaa paattymattomina desimaalilukuina. Talloin so-
vitaan, ettd darettoman moneen yhdeksikkdoon padattyva luku esitetdan ku-
ten 2,3999... = 2,4000.... Tassa ei tehdd mitdan virhetta, silla jos x =
2,3999.. ., niin 100z = 239,999... ja 10z = 23,999..., josta vahentamalla

90z = 216. Siis = 2 = 2.4000. . ..

Jokaista reaalilukua vastaa lukusuoran piste, ja kaéntaen jokaista lu-
kusuoran pistettd vastaa reaaliluku. Luvut ja lukusuoran pisteet voidaan
siis samastaa. Ehdon a < x < b toteuttavien lukujen = joukko on avoin vdlz
a:sta b:hen, ja se merkitdan |a,b|. Suljettu vdli [a,b] sisdltaa ehdon a < x <b
toteuttavat luvut.

Olkoot a,b € R ja a < b. Liitteessa todistetaan, ettd vilin Ja,b| ja
lukusuoran luvut voidaan asettaa pareittain vastaavuuteen. Reaalilukujen
joukko R on siis yhtda mahtava jokaisen avoimen valin kanssa. Toisin sanoen,
suoran ja janan pisteiden joukot ovat yhtd mahtavia.

Rationaalilukuja on siis numeroituva méara, ja edellisen mukaan ne "me-
nevit varsin pieneen tilaan” lukusuoralla. Koska reaaliluvut kuitenkin tayt-
tavat koko lukusuoran, voidaan ajatella, ettd reaalilukuja on enemmaéan kuin
numeroituva maara. Liitteessa todistetaankin, ettd nailla joukoilla todella on
eri mahtavuus, jolloin, koska Q siséltyy R:d4n, R:n mahtavuus on suurem-
pi kuin Q:n mahtavuus. Reaalilukuja sanotaan olevan ylinumeroituva méa-
ré. Reaalilukujen joukko edustaa taten rationaalilukujen joukkoa suurempaa
aarettomyytta.

Suuremmista darettomyyksista

Cantor osoitti, ettd on olemassa numeroituvasti ddreton maéra toinen tois-
taan mahtavampia aarettomié joukkoja. Taman véitteen selvittamiseen tar-
vitaan hieman apukésitteita.

Olkoon A mika tahansa joukko. Jos kaikki B:n alkiot ovat myds A:n
alkioita, niin B on A:n osajoukko, mikd merkitdin B C A. Joukko on aina
itsensa osajoukko. Tyhjéssi joukossa ) ei ole yhtaan alkiota, ja se on jokaisen
joukon osajoukko. Jos A:n alkiot ovat a ja b, siis A = {a, b}, niin A:n kaikki
osajoukot ovat 0, {a}, {b} ja A. Joukon A osajoukkojen muodostama joukko
on A:n potenssijoukko P (A). Siis

P (A) = {@, {a}, {b), A}.
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Tyhjan joukon potenssijoukossa on vain tyhja joukko. Yksialkioisen jou-
kon potenssijoukossa on kaksi alkiota, nimittain tyhja joukko ja joukko itse.
Kaksialkioisen joukon potenssijoukossa on 4 = 2% alkiota. Jos mihin tahansa
aarelliseen joukkoon lisataan yksi alkio, niin osajoukkojen maéra kaksinker-
taistuu, silla uuden joukon osajoukkoja ovat kaikki vanhan joukon osajoukot
sekd ndma vanhat osajoukot, joihin on liitetty alkuperaiseen joukkoon liitet-
ty alkio. Taten m-alkioisen joukon X, potenssijoukossa on 2" alkiota. Kos-
ka n < 2" kaikilla n = 0,1,2,3,... , on potenssijoukon P (X,) mahtavuus
suurempi kuin X,,:n mahtavuus. Cantor pédatteli, etta adrettomille joukoille
tilanne on samanlainen. Liitteessa on eras versio hanen todistuksestaan.

Siis esimerkiksi P (R) on joukkoa R mahtavampi, P (P (R)) on mahta-
vampi kuin P (R), P (P (P (R))) on mahtavampi kuin P (P (R)), jne. ... Néin
saadaan numeroituvasti adreton maara toinen toistaan mahtavampia jouk-
koja. Hilbert! piti Cantorin eliméntydta yhtend ihmisen dlyllisen toiminnan
kauneimmista saavutuksista. Cantor valitettavasti sai arvostusta osakseen
liian myohéaan, ja han kuoli mielisairaalassa. Hénen tyostadn ja elamastiaan
kerrotaan teoksissa [1], [2] ja nettiosoitteessa [5].

Kontinuumihypoteesista

Cantor esitti hypoteesin, jonka mukaan ei ole olemassa joukkoa, jonka mahta-
vuus olisi suurempi kuin kokonaislukujen joukon, mutta pienempi kuin reaali-
lukujen joukon. Gédel? ja Cohen® ovat osoittaneet, ettd tétd hypoteesia ei voi
todistaa oikeaksi eika vaaraksi matematiikassa yleisesti hyviksytyn joukko-
opin puitteissa. Tahén erittain syvalliseen ongelmaan voi kunnolla perehtyé
ainoastaan erikoistumalla yliopisto-opinnoissa matemaattiseen logiikkaan.

Sormista ja varpaista

Palataan alussa esitettyyn ongelmaan. Olkoon S sormien ja V' varpaiden
joukko sellaisella henkil6lla, jolla mainitut ruumiinosat ovat tallella. Naiden
joukkojen valistd vastaavuutta esittivid funktioita f : S — V ilmeisesti
on olemassa, ja ne lienee mukavinta esittad taulukkoina, joissa kerrotaan,
miké varvas vastaa mitakin sormea. Tanne asti jaksaneella lukijalla ei liene
vaikeuksia ymmartaa, miksi niitd on 3628800 kappaletta!

!David Hilbert (1862 — 1943), saksalainen matemaatikko.
2Kurt Godel (1906 — 1987), itévaltalais-yhdysvaltalainen loogikko ja matemaatikko.
3Paul Cohen (1934 — 2007), yhdysvaltalainen matemaatikko.
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Liite
Funktioista

Olkoot A ja B ei-tyhjid joukkoja ja f : A — B funktio. Funktion mééritel-
mén mukaan f saa jokaisella A:n alkiolla x yksikasitteisesti madratyn arvon
y = f(x) joukossa B. Joukko A on funktion mddrittelyjoukko ja B on sen
maalijoukko. Jos y = f(z), niin sanotaan myos, ettd y on xn kuva ja x on
y:n alkukuva, ja etta x kuvautuu y:lle.

Funktion méaritelman mukaan kaikilla maalijoukon alkioilla y € B ei
tarvitse olla alkukuvaa joukossa A, ja joillakin maalijoukon alkioilla saattaa
olla useita alkukuvia. Jos kuitenkin jokaisella y € B on yksikéasitteisesti
maaratty alkukuva x € A, niin funktiota sanotaan bijektioksi. Jokaisella
bijektiolla f : A — B on kddnteisfunktio g : B — A, joka on myos bijektio.
Luonnollisesti f on télloin g:n kaanteisfunktio. Funktion f kaénteisfunktio,
jos se on olemassa, 10ytyy ehtoa

"y=f(x) josjavainjos x=g(y)"
soveltamalla. My6s yhtélot g (f(x)) = x ja f (g(y)) = y ovat talloin voimassa
kaikilla z € A jay € B.

Ainoastaan bijektiot f : A — B kelpaavat A:n ja B:n alkioiden lukuméa-
rien vertailuun. Kirjoituksen alussa maariteltiin, milloin kaksi joukkoa ovat
yhta mahtavia. Maéritelma voidaan nyt tasmentda muotoon:

Joukot A ja B ovat yhtd mahtavia, jos on olemassa bijektio f : A — B.
Myos darettomien joukkojen mahtavuuksien vertailua voidaan tasmentéa:

Jos A ja B ovat ddrettomid joukkoja, ja jos A on yhtd mahtava B:n
erddan osajoukon kanssa, niin A on enintddn yhtd mahtava kuin B. Jos
lisiksi A:lla ja B:lld on eri mahtavuus, niin B on mahtavampi kuin A.

Teoksessa [4] on syvillisempéd tietoa funktioista, bijektioista ja joukkojen
mahtavuuksien vertailusta.

Tutkitaan Galilein ihmetteleméd esimerkkia hieman tasmaéallisemmin. Ol-
koon 27, parillisten, siis kahdella jaollisten, positiivisten kokonaislukujen
joukko. Funktio f:Z; — 2Z,, y = f(x) = 2x on bijektio, koska

1° jos y on 2Z,:n luku, niin se on kahdella jaollinen, ja on siis olemassa
positiivinen £ niin, ettd y = 2k. Luku k£ € Z, on y:n alkukuva, silla
f(k) = 2k = y. Siis, jokaisella y € 2Z, on alkukuva joukossa Z .
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2° millddn y € 2Z, ei ole kahta eri alkukuvaa Z, :ssa, silla jos f(z1) =y
ja f(x2) =y, niin f(x;) = f(z2) eli 221 = 2z, mistd seuraa x; = 7.
Jokaisen y:n alkukuva on siis yksikésitteisesti maaratty.

Tamén funktion kdanteisfunktio on g : 2Z, — Z,, x = g(y) = %y

Kokonaisluvuista
Kokonaislukujen joukko Z on numeroituva, silléd funktio

f(z+1) kuanz=1,3,5,...

[y 2 f() =
(2—2x) kunx=24,6,...

1

2
on bijektio. Vaitteen todistamiseksi osoitetaan, etté jokaisella kokonaisluvul-
la on yksikasitteisesti méaaratty alkukuva joukossa Z.,, ts. osoitetaan, etté
yhtélolla f(z) = m on kaikilla m € Z yksikésitteisesti méérétty positiivinen
kokonaislukuratkaisu. Jos m > 1, niin yhtalolla

fl@) = 3(@z+1) =m
on yksikésitteinen ratkaisu z = 2m — 1 € Z,. Jos m < 0, niin yhtalolla

flz) = 3(2-2) =m
on yksikasitteinen ratkaisu x =2 — 2m € Z,. Siis f on bijektio.

Luonnollisesti bijektioita f : Z, — Z on &arettoman monta, eli ko-
konaisluvut voidaan aédrettomén monella eri tavalla luetella jonossa. Myos
luonnollisten lukujen joukko N = {0,1,2,...} on yhtd mahtava kuin Z,
silla

f:7Z, - N, f(z) =2 -1

on bijektio.

Rationaaliluvuista

Todistetaan, ettd rationaaliluvut voidaan lukusuoralla peittda janoilla, joi-
den yhteenlaskettu pituus on pienempi kuin mika tahansa ennalta valittu
positiivinen luku e. Todistus perustuu lukiossa opittavaan geometriseen sar-
jaan
2 3 4
L+3+ @+ + G+ ... =2

Jattamalla siitda kaksi ensimméista termié pois saadaan

G+ 0GP+ 3+ ... =

)

N[ —=
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ja edelleen, jos € on positiivinen luku, niin

BPe+ @+ Blet = e

N[ =

Koska rationaaliluvut voidaan luetella jonossa, voidaan (%)%-pituinen jana
sijoittaa lukusuoralle niin, ettd jonon ensimmaéinen rationaaliluku on janan
keskipisteesséd. Jonossa toisena olevan luvun paélle voidaan samalla tavalla
asettaa jana, jonka pituus on (%)38. Kun néin jatketaan loputtomiin, tulevat
kaikki rationaaliluvut peitetyiksi janoilla, joiden yhteenlaskettu pituus on

3Pe+ (BPe+B)e+...=le<e

Yksi tdmén tuloksen seuraus on, ettd lukusuoralla ei ole vélid Ja, b, jonka
kaikki luvut olisivat rationaalisia, silld rationaaliluvuthan voidaan peittaa ja-
noilla, joiden yhteenlaskettu pituus on pienempi kuin esimerkiksi %(b —a).
Lukusuoran jokaisella avoimella valilla on siis irrationaalulukuja. Jokaisel-
la avoimella vililla on myo6s rationaalilukuja, silla irrationaaliluvulle saadaan
mielivaltaisen tarkka ala- ja ylalikiarvo korvaamalla sen jaksoton desimaalijo-
no tietysté kohdasta alkaen nollilla ja yhdeksikoilld. Yliopistomatematiikassa
todistetaan tdsméllisemmin, ettd jokaisella avoimella valilla on darettomén
monta rationaali- ja irrationaalilukua.

Reaaliluvuista

Olkoot a ja b reaalilukuja, ja a < b. Funktio
f:](l,b[—> R7 f(.T) = (a’_x)il o (Jz_b)il
on derivoituva valilla Ja,b[. Se on bijektio, silla

1° sen derivaatta f’(z) = (a —2)™2 + (2 — b)~? on positiivinen kaikilla
x €la, b, joten f on aidosti kasvava. Jokaisella y € R on siis enintdan
yksi alkukuva vélilld Ja , b[.

2° funktio saa kaikki reaaliarvot, koska se on jatkuva, f(x) — —oo, kun
r — a+ ja f(z) — oo, kun z — b—. Jokaisella y € R on siis vahintdén
yksi alkukuva vélilld ]a,b|.

Kohtien 1° ja 2° perusteella jokaisella y € R on tasmaélleen yksi alkukuva
valilld Ja, b[. Reaalilukujen joukko R on siis yhtd mahtava jokaisen avoimen
vélin kanssa.
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Funktion kuvaajalla on pystysuorat asymptootit z = a ja z = b. Kun
muuttuja x kulkee yli vélin |a,b[ vasemmalta oikealle, kulkee kuvapiste y-
akselilla —oo:sta oo:ddn palaamatta kertaakaan alaspéain.

(z,y)

Fo-f-----------

Tr =

Seuraavassa on erds versio Cantorin diagonaalimenetelmdstd, jolla han
todisti R:n ylinumeroituvaksi.

Koska R ja |0, 1] ovat yhtd mahtavia, riittd4 todistaa viite mainitun
vélin luvuille. Tehdaén vastaoletus, jonka mukaan nollan ja ykkosen
valissa olevia reaalilukuja on numeroituva maara. Talloin niiden desi-
maaliesitykset voidaan esittda luettelona

rn = 0, ai] a2 A13Q14 - - -
ro = 0,a91 a2 a3 a2 ...
rs = 0, 31 32 33 A34 - - .
rqy = 0, g1 Qg2 A43 A44 - - -
rs =

Maaritelladn luku t = 0, tot3t4 ... niin, ettéd
jos a,, # 2, niin t, = 2 ja jos a,, = 2, niin t, = 3

kaikilla 2 € Z. Talloin ¢ ei ole mikaén luvuista r,, mika on ristiriidassa
sen kanssa, etta luettelossa on kaikki nollan ja ykkosen valissa olevat
reaaliluvut. Ristiriita osoittaa, ettd reaalilukuja ei voi luetella. Joukko
R ei siis ole numeroituva, ja koska se sisaltda numeroituvan joukon Q,
on R:n mahtavuus suurempi kuin Q:n mahtavuus.
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Suuremmista direttomyyksista

Edella todettiin, etta n-alkioisen joukon X, mahtavuus on pienempi kuin
potenssijoukon P (X,,) mahtavuus, eli bijektiota f : X,, — P (X,), joka
merkitsisi kaikki X,:n osajoukot X, :n alkioilla, ei ole olemassa. Cantor oi-
valsi, ettd tama asia on joukon alkioiden lukuméaarasta riippumaton, eli jos
X on mika tahansa joukko, niin P (X) on sitd mahtavampi. Seuraavassa on
havainnollinen versio Cantorin todistuksesta:

Olkoon X (# () joukko. Tehd&én vastaoletus, jonka mukaan on ole-
massa bijektio f : X — P (X). Talloin jokaista + € X:n vastaa yk-
sikdsitteisesti madratty X:n osajoukko A,, ja kdantden, jos valitaan
mikéd tahansa X:n osajoukko, niin on olemassa yksikésitteisesti méaa-
ratty merkkialkio 7 € X niin, ettd valittu osajoukko on A,. Olkoon 1
joukon X ja j9 tyhjan joukon merkkialkio. Osalle X:n osajoukoista on
voimassa 1 € A, ja osalle taas 7 ¢ A,. Jos 1 € A,, niin ajatellaan merk-
kialkio » vihreaksi, ja painvastaisessa tapauksessa punaiseksi. Kaikki
X:n alkiot siis jakautuvat vihreiden joukkoon V' ja punaisten joukkoon
P. Nama joukot eivit ole tyhjié, silla ainakin 1 € V ja j0 € P. Min-
k& vérinen on joukon P merkkialkio? Jos tdmé alkio on punainen, niin
sen pitaisi olla joukossa V' ja siis vihreda, mika on mahdottomuus. Jos
P:n merkkialkio on vihreé, niin silloin tamé merkkialkio on joukossa
P ja on variltdan punainen, mika niin’ikdan on mahdottomuus. Risti-
riita osoittaa vastaoletuksen epdtodeksi, joten potenssijoukolla P (X)
ja X:lI& on eri mahtavuus. Koska X selvésti on yhtd mahtava X:m yk-
sialkioisista osajoukoista muodostuvan P (X):n osajoukon kanssa, on
P (X):m mahtavuus suurempi kuin X:n mahtavuus.

Kiitan dosentti Jorma Merikoskea tatd kirjoitusta oleellisesti parantaneista
ja tasmentdaneistd kommenteista.
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