Desimaaliluvut, mité ne oikeastaan ovat?

Matti Lehtinen

Desimaaliluvut ovat niin jokapéivéisiéd ja niilla laskemiseen niin totuttu,
ettei yleensd tule miettineeksi, mité ne oikeastaan ovat. Joskus kauan sitten,
kun yleisemmin ajateltiin, ettd asioita tulee voida nimittda suomen kielelld,
kaytossa oli desimaaliluvun rinnalla nimitys kymmenmurtoluku. Vaikka de-
simaaliluvuilla laskeminen on yleensd mukavampaa kuin murtoluvuilla, niin
totuus on, ettd desimaaliluvut ovat murtolukuja, erds murtolukujen laji, ja
desimaaliluvuilla laskemisen sddnnét ja ominaisuudet perustuvat murtoluku-
jen vastaaviin sdéantoihin ja ominaisuuksiin.

Luvut ovat varmaan alkuaan syntyneet tarpeesta ilmaista lukumé&araé.
Jotain on kolme, jotain seitsemén, jotain 100 kappaletta. Mutta maailmassa
on paljon sellaisiakin, joissa jokin mé&éard on osa jotain suurempaa kokonai-
suutta. Puoli pizzaa, neljannestunti. Osan kokoa on luonteva ilmaista luvulla,
joka kertoo, kuinka monta samankokoista osaa tarvitaan yhden kokonaisen
saamiseksi. Kaksi puolikaspizzaa on koko pizza, nelji neljannestuntia on ko-
ko tunti. Muinaiset egyptildiset, ensimmaéiset laskennon kehittéjit, ajatteli-
vat vain téllaisilla osilla. Jos heidén olisi pitdnyt ilmoittaa méaéra, jonka me
ajattelemme kahdeksi kolmasosaksi, he puhuivat puolikkaasta ja kuudesosas-
ta.

Me ymmaéarramme enemmén kuin nelja tuhatta vuotta sitten eldneet hie-
roglyfien kirjoittajat. Olemme kehittdneet késitteen murtoluku. Maéra, jos-
sa on kaksi viidettd osaa ei tuota ongelmia. Merkitsemme sitd murtoluvul-

la —. Ja kun kirjoitamme - ajattelemme, ettd meilld on kolme kertaa se

méarad, jota tarvittaisiin seitsemén tdyden kokonaisuuden saavuttamiseksi.
Osaamme laskeakin murtoluvuilla. Esimerkiksi kaksi viidettd osaa ja kol-
me seitseméttd osaa on yhteenséd sama kuin 14 kolmaskymmenesviidesosaa
lisittyna viidellatoista kolmaskymmenesviidesosalla ja siis sama kuin 29/35,
29 kolmaskymmenesviidesosaa.

Edellinen esimerkkikin osoittaa, ettd murtoluvuilla laskeminen saattaa
olla hiukan hankalaa. Vaikeus syntyy yleensi siitd, ettd kun kokonaisuutta
jaetaan eri lailla osiin ja osia on eri mééarat, niin nédiden osien késittely yh-
dessé onnistuu vain, kun kokonaisuus jaetaan silla tavalla vield pienempiin



osiin, ettd néitd pienempid osia tarvitaan jokin tasaméara synnyttdméaan mo-
lemmat isommat murto-osat. Pitdd 16ytdaa se yhteinen nimittéja.

Keskiajan lopulta ldhtien lukumé&éraa ilmaisevia kokonaislukuja on lénsi-
mailla kirjoitettu ns. arabialaisin tai intialaisin numeroin. Ne ovat ne taval-
liset numerot, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, joita kidyttden voidaan kirjoittaa
kaikki kokonaisluvut. Kun lukuja on dédrettomén paljon mutta merkkeja vain
kymmenen, tarvitaan informaation vilittdmiseen jokin lisikeino. Se on ns.
paikkajirjestelmd. Numeromerkki tarkoittaa eri asioita sen mukaan, missé
paikassa luvun ilmaisemiseen kéytettédvad numerojonoa se sijaitsee. Nume-
ro 3 tarkoittaa luvussa 32 kolmea kymmenté, luvussa 13 kolmea ja luvus-
sa 339 kolmea sataa ja kolmea kymmenta. Paikkajérjestelmé on oikeastaan
erdanlaista pikakirjoitusta. Tarkemmin kirjoitettuna 399 = 3-10-10+9-10+9
ja 1234 = 1-10-10-104-2-10-10+3-10+4. Olennaista téssa on lukujarjestelmén
kantaluku 10. Mik&édn ehdoton pakko ei méa&raa juuri lukua 10 tdhén erikois-
asemaan, mutta ihmisen sormien lukumééra on ollut niin tarked laskemisen
apu, ettd tdhdn on vaistamatta paadytty.

Kymmenjérjestelmé ei ole pelkistddn tapa merkitd lukuméaaria kymme-
nen merkin avulla, vaan myos kokoelma laskemistapoja eli laskualgoritmeja.
Yhteenlasku muistinumeroineen, vihennyslasku ”lainaamisineen”, kertolas-
ku, jota varten on tarpeen hallita kertotaulu, toimivat omilla tavoillaan.

On ehka hiukan yllattavia, ettd vasta 1500-luvulla huomattiin, etta kym-
menjirjestelmé kelpaa myo6s kokonaisuuden osien ilmaisemiseen. Syntyivit
desimaaliluvut. Desimaaliluvulla ilmaistaan, kuinka monta kymmenesosaa,
sadasosaa, tuhannesosaa jne. jokin osa pitdd sisdlladn. Ja sen sijaan, etté

kirjoitettaisiin vaikkapa kaksi kymmenesosaa muodossa —, sovitaan mer-

kinnésta 0,2. Vastaavasti kolmen sadasosan merkkiné kaytetdan murtoluvun

100 sijasta merkintdd 0,03. Ndin kymmenjéirjestelmén merkintédidea siirtyy
myo6s kokonaisuuden osaa osoittaviin lukuihin:

1 2 3 4
0,1234 = — .
123 10+10-10+10-10-10+10-10-10-10

— Desimaalilukuja on aikoinaan nimitetty kymmenmurtoluvuiks: ja niiden
murtolukuluonne on kuulunut siitd, miten ne luettiin d&neen: 2,4 ei ollut
"kaksi pilkku neljd”, vaan ”kaksi kokonaista neljé kymmenesosaa”.
Desimaalilukujen ”suuri juttu” on oikeastaan se, ettd murtolukujen hiu-
kan ongelmalliset laskuominaisuudet jadvat pois, ja tilalle tulevat aivan sa-
mat keinot, joita kiytetddn kokonaisluvuilla laskettaessa. Taméahén ei ole
itsestadn selvdd, mutta se on perusteltavissa. Olennaista on, ettd yhteisen
nimittdjan 16ytdminen on helppoa. Jos halutaan laskea 0,3 4+ 0,6, niin kyse

on oikeastaan yhteenlaskusta 0 + 0" Kymmenesosia on yhteensé yhdeksén,
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9
joten tulos on 0= 0,9. Jos halutaan laskea 0,57 + 0,69, niin lasku on oi-
keastaan

5,7 ,6,9 1 16
10 100 10 100 10 100
_10+1+10+6_1 1 10 6

10 00 10100 100
—1+1+1+ 0 —1+2+ 0 =1,26
- 10 10 100 10 100 77

Mutta kaytdnnossd ei tarvitse ajatella murtolukuja. Samaan oikeaan tu-
lokseen padstidan, jos lasketaan, vaikkapa allekkain, sadasosat yhteen. Kun
7+ 9 = 16, sadasosia on yli yhdeksén. Sadasosista siirretddan 10 muistinu-
merona kymmenesosiin, joita on siis 5 4+ 6 + 1 = 12 kappaletta. Kun kym-
menesosia on yli yhdeksén, niisté kertyy yksi kokonainen, ja kymmenesosien
puolelle jaa kaksi. Tulos on siis 1,26.

Viahennyslaskussa syntyy pieni ongelma aina, kun ”pienemmaésta vihen-
netddn isompi”. Kokonaisluvuilla allekkain laskettaessa asia hoidetaan ”lai-
naamalla”. Kun lasketaan 42 — 25, toimitaan itse asiassa néin: 42 — 27 =
30+12—-20—-7=30—-20+12 -7 = 10+ 5 = 15. Lainaamisen tekniikka
toimii aivan samoin desimaaliluvuilla:

5 3 2 5 4 10 3 2 5
J— 2 = — - Thn T TN 100
003 =02 =196"700 " 10 700 10 100 100 10 100

2 10+3-5 2 8 _ 098
10" 10 ~10 T10 P

Tama pitkéllinen murtolukulasku toteutuu tietysti allekkain laskettaessa niin,
ettd b:std "lainataan” 1 niin, ettd vihennettéavissi sadasosia tulee olemaan 13
3:n sijasta, 13:sta vihennetéddn 5 ja saadaan 8 sadasosaa, ja ”lainaamisen”
jilkeen jédneistd neljastd kymmenesosasta vahennetdin kaksi kymmenetté
osaa.

Miksi desimaalilukujen kertolaskukin sujuu allekkain suunnilleen samoin
kuin kokonaislukujen? Tutkitaan tatékin esimerkin avulla laskemalla 0,32 -
0,67. Kyse on itse asiassa laskutoimituksesta

3 2 6 7 _3 6 3 7 2 6 2 7
(m*mﬁ(ﬁ+mﬂ—ﬁrﬁ+ﬁi@+mam+mama

B 18 21 12 14 1 8 33 14

= —+ + + +m+m+m

100 ' 1000 ' 1000 ' 10000 10

_1+8+3+3+1 4 111+4+4
n 1000 10000

10 100 T 100 T 1000 T 1000 T 10000 — 10 T 100
—1+1+1+4+4—2+1+4+4—02144
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Jos vertaat tata tavalliseen allekkain kertomiseen huomaat, ettd kymmenes-
osat, sadasosat jne. ilmestyvat omiin sarakkeisiinsa ja "muistinumerot” syn-
tyvat tilanteista, joissa jotakin téllaista osaa kertyy enemmaén kuin yhdeksén
kappaletta.

Kéytannon laskuohje, "kerro desimaaliluvut ikdén kuin ne olisivat koko-
naislukuja, mutta sijoita tuloon desimaalipilkku niin, ettéd tulossa olevien de-
simaalien lukuméaéréksi tulee kertojan ja kerrottavan desimaalien lukuméérien
summa’ tulee my6s esimerkissimme ymérrettaviksi. Kun kummassakin lu-
vussa on kaksi desimaalia, on kummassakin luvussa mukana sadasosia. Ker-

tolasku L . i antaa tulokseksi 1 = 1 .
100 100 100-100 10000

pienimmaksi osaksi jokin méara kymmenestuhannesosia, mika merkitsee sité,
ettéd tulossa on oltava neljé eli kaksi + kaksi desimaalia. Sen perustelu, etté
samanlainen tilanne vallitsee aina, vaatii taustakseen potenssilaskun alkeet,
ja sivuutetaan tassa.

Desimaaliluvuilla on haittapuolensa. Kaikkien kokonaisuuden osien ilmai-
seminen niiden avulla ei ole aivan yksinkertaista. Mitd on vaikkapa kolmas-

Tuloon saadaan siten

osa. Se on enemmén kuin 0,3 = —, mutta vihemmén kuin 0,4 (koska 3-0,3 =

09<1ja3-04=12>1.Seonenemméin kuin 0,33 mutta vihemmén kuin
0,34 (koska 30,33 = 0,99 < 1ja3-0,34 = 1,02 > 1). Se on jotain, joka
on suurempi kuin 0,333...33, mutta pienempi kuin 0,333...34, otetaanpa
lukuun miten paljon desimaaleja tahansa. On tullut tavaksi merkité téllaisia
lukuja 0,333 ... ajatuksella, ettd desimaaleja on luvussa ddrettéoman paljon,
loputtomasti. Sen ymmaéartaminen, mitd tdmé lopulta tarkoittaa, vaatii hiu-
kan mutkikkaampia matemaattisia késitteitd, nimittdin ns. padttymattomat
sarjat.

Kaytdnnosséa desimaaliluku syntyy usein jakolaskun tuloksena, ihan vaik-
ka jakokulmassa. Jakokulmassa jaon vaiheet voi kuitenkin kirjoittaa ihan nor-

maaleina laskumerkintoind. Ajatellaan vaikka jakoa —. Koska 10 = 7 + 3,

10 3 3 30 1 28+2 1 1 2 1
2142 Mutta S = 2 = L 4.~ 4+ 2. De
7 tg Mutta o =g T 07 10 °

simaalimerkintdsopimuksen mukaan siis — = 1,4 + AT Voidaan jatkaa:
2 1 20 1 14+6 1 1 6 1 6 6 10
—— == ——=2.—+4—.— = (0,024 =-=-1100. Siis — =
710 7 100 7 100 100 7100 T TT T

10
1,42+ -3 1100. Seuraava vaihe johtaisi tulokseen - = 1,428 +47-11000, sita

10 5 1 10
t tuloksiin — = 1,4285+—- ja — = 1,42857+17- )
seur'aa'va uloksiin = =1 +7 10000 ja— =1 8 ‘+ 100000
sessi ei padty. Mutta viimeinen vaihe johtaa takaisin alkutilanteeseen ”jaa 10

Pro-



7:114”. Seuraus on ettd samat jakotulokset toistuvat samassa jarjestyksessa.

1
70 — 1,428571428571 ...

Kokeile jakokulmassa! Niin kay aina, kun jakaja on kokonaisluku: joko ja-
ko menee tasan, niin kuin esimerkiksi jaossa — = 0,375 tai samat numerot

seuraavat toisiaan samassa jérjestyksessd, loputtomasti. Jalkimmaéaisessa ta-
pauksessa puhutaan jaksollisesta desimaaliluvusta. Sitten kun aikanaan tu-
tustut késitteeseen geometrinen sarja tulet huomaamaan, ettéd jokainen jak-
sollinen desimaaliluku esittdd jotain murtolukua tai kokonaisluvun ja mur-
toluvun summaa eli rationaalilukua. Kysymys sellaisten desimaalilukujen
olemuksesta, joissa desimaalit seuraavat toisiaan loputtomassa jaksottomas-
sa, epasadannollisessd jonossa, on kiehtova. Siihenkin tutustut toivottavasti
mychemmin.



