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Gaussin jalanjiljissa

Gauss! on kaikkien aikojen suurimpia matemaatikoita. Hinestid kerrotaan
seuraavaa tarinaa tai jotain sen muunnelmaa, mutta tarinan todenperiisyys
on epavarma. Gauss sai yhdeksdnvuotiaana opettajaltaan tehtavéksi laskea
yvhteen kokonaisluvut yhdesta sataan. Han suoritti laskun vélittomaésti pads-
sédn ja kirjoitti tuloksen 5050 rihvelitauluunsa? opettajan suureksi hAimmés-
tykseksi. Miten hén menetteli? Luultavasti hdn huomasi, etté jos luvut laske-
taan yhteen ensin pareittain 1+ 100 = 101, 2+99 = 101, ..., 50+ 51 = 101,
niin jokaisen parin summa on 101, ja néitd pareja on 50 kappaletta. Siis ky-
sytty summa on 50 - 101 = 5050. Tama sinénsd helppo, mutta lapselta aivan
allistyttava suoritus oli mahdollinen siksi, ettd yhteenlaskettavia oli parilli-
nen madra. Gauss olisi epéilemétta selvinnyt myos parittomasta méarésta.
Tutkimme tétd ongelmaa hieman yleisemmaélld tasolla laskemalla kokonais-
lukujen summan yhdesté n:4én, missd n on miké tahansa positiivinen koko-
naisluku. Merkitsemélla ¢,,:114 tatd summaa, kirjoittamalla se kahteen kertaan
vastakkaisiin suuntiin

th=n+n—-1)+ ... +2+ 1, th=14+2+ ...+ (n—-1) +n,
ja laskemalla luvut yhteen pareittain vasemmalta oikealle, saadaan

2t, = (n+1) + (n+1) + ...+ (n+1) = n(n+1),

- 7

n kpl

josta edelleen
tn = in(n+1).

Kuvio havainnollistaa menettelyd. Suorakulmion ala on n(n + 1), ja porras-

n+1

viiva jakaa sen kahteen yhtdsuureen osaan.

! Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), saksalainen matemaatikko.
2Googlaa rihvelitaulu.
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Nyt voit jatkaa Gaussin jalanjiljissd! Alla olevat tehtavit ratkeavat fskeisia
ajatuksia soveltamalla.

1. Miké on n:s parillinen positiivinen luku? Laske n:n ensimmiisen parilli-
sen positiivisen luvun summa. Havainnollista summaa edellisen kuvion
tapaan.

2. Miki on n:s pariton positiivinen luku? Laske n:n ensimméisen paritto-
man positiivisen luvun summa.

3. Kuviossa on havainnollistettu kolme ensimmaéista kolmiolukua.

e o o e o o
1 3 6

Piirrd kolme seuraavaa kolmiolukua. Selvitd niiden muodostumisperi-
aate, eli miten annetusta kolmioluvusta saadaan kitevésti seuraava kol-
mioluku. Maarita n:s kolmioluku.

4. Myos nelicluvut 1, 4, 9, ... voidaan havainnollistaa kuvioilla.

(<]
(<]
(<]
©ce @ o
(<]

Jos punaisten (tummempien) pallojen esittimé nelidluku on n?, niin

@ @ ¢ @ O
@ @ @ @ O
@ @ @ @ O
@ @ @ @ O
O O 0O O O

miki on seuraava nelidluku, ja montako valkoista palloa on n?:een on

lisdttava sen saamiseksi? Kirjoita vastaus yhtéloksi. Mitéd yhteistd ne-
lioluvuilla on kakkostehtavin kanssa?

ETEX 2/11



http://solmu.math.helsinki.fi/ {100210 G}

9.

. MAHrItE ¢,_1 ja tpq1, kun ¢, = sn(n + 1).

. Olkoot m ja n (m < n) positiivisia kokonaislukuja. Johda kaava sum-

malle
s=m+ (m+1)+(m+2)+ ...+ (n—-1) + n.

Onko kaavasi voimassa, jos m = n?

Varsinaisiksit murtoluvuiksi kutsutaan murtolukuja, joiden osoittaja ja
nimittaja ovat positiivisia ja osoittaja on pienempi kuin nimittdja. Ol-
koon n > 2 kokonaisluku. Kuinka monta sellaista varsinaista murto-
lukua on, joiden nimittédja on enintdén n? Laske kaikkien néiden mur-
tolukujen summa ja keskiarvo. Pystytko arvaamaan keskiarvon ennen
kuin lasket sen? P#éttele tuloksen perusteella, mikéa voisi olla kaikkien
varsinaisten murtolukujen keskiarvo.

. Olkoot a seké d reaalilukuja ja n positiivinen kokonaisluku. Mééaritel-

ldan luvut aq, as, ..., a, seuraavasti:
ay = a,
a = a-—+ d,
a3 = a+ 2d,
as = a+ 3d,

a, = a+(n—1)d.

Todista, etta

a; + an
sn:a1+a2+...+an:nT.
Mééritd lukujonon (a,) n:s termi, kun jono muodostuu seuraavasti:
a;y = 17
as = 2+ 3,
ag = 44546,
ar = T+8+9+ 10,
a, = 7177

BTEX

3/11



http://solmu.math.helsinki.fi/ {100210 G}

Geometrinen summa

Kauan sitten erés hallitsija ihastui shakkipeliin niin, ettd héan lupasi sen kek-
sijélle palkinnoksi mité tahansa, mitd tdmé vain ymmartaisi pyytad. Keksijéa
ilmoitti haluavansa vehnén jyvid jokaiselle pelilaudan ruudulle seuraavasti:
yksi jyvéd ensimmaiselle ruudulle, kaksi jyvaa toiselle, nelja jyvaa kolman-
nelle, kahdeksan jyvéa neljannelle, jne.. Kertomuksen mukaan hallitsija piti
néin vahéaistd pyyntoa rikkauttaan halventavana ja loukkaantui, mutta oliko
pyynto vahédinen? Kuinka monta jyvaé keksija pyysi?

Jyvien médrdan voi laskea néppéilemélld laskinta, mutta se ei ole tyyli-
kés ratkaisu. Seuraava tehtéivikokonaisuus johdattaa tulokseen, jonka avulla
tallaiset ongelmat ratkeavat elegantisti. Esitietoina tarvitaan kerto- ja jako-
laskun yhteyden ymmaéartaminen seké taito kertoa polynomi polynomilla.

10. Suorita kertolaskut
1—-2)(1+z), I—-2)(1l+z+2?) ja (I—z)(1+2z+2*+2°).
11. Piittele edellisen perusteella tai laske
1—2)1+z+2>+2° +2* +2° +2° + 27).
12. Piittele edellisten perusteella tulo

l—z)1+z+2®+.. . +2" 2 +2" ).

13. Oletetaan, ettid x # 1. Miten summa

l+az+22+. . 42" 242"t
voidaan kirjoittaa lyhyemmin?

14. Laske summa
1424224 .. 42n 2 pont

15. Yhdessd vehnikilossa on arviolta 30000 jyv#id ja vehnin porssihinta
on 300€ tonnilta. Kuinka paljon johdannossa mééritelty vehnaméara
maksaisi porssissd? Suomen valtion vuosibudjetti on noin 43 miljardia
euroa. Kuinka monen vuosibudjetin arvoinen tdmé& vehnédmééra on?
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16.

17.

18.

19.

Talletetaan erdén vuoden alusta alkaen vuosittain 2500 € séaastotilille,
jonka vuosikorko oli 4,0 %. Kuinka paljon tililld on rahaa, kun ensim-
maisen erdn tallettamisesta oli kulunut 15 vuotta ja viimeisin sédéstoeré
on juuri talletettu? Korko lisdtdéan padomaan aina vuoden lopulla.

Ohje: Tehtdvan rakenne tulee selvemmaksi, jos unohdetaan hetkeksi
konkreettiset lukuarvot. Merkitdan a = 2500€, ¢ = 1,04 ja n = 15.
Lasketaan erikseen kunkin talletuserén suuruus, ja lasketaan ne yhteen
lopuksi. Viimeisena talletettu erd ei ole ehtinut kasvaa korkoa ollen-
kaan, joten se on a. Toiseksi viimeisené talletettu erd on kasvanut kor-
koa vuoden, eli sen suuruus on aq. Kolmanneksi viimeisené talletettu
erd, on kasvanut korkoa 2 vuotta, joten sen suuruus on q - (aq) = ag*.
Néin jatkamalla kidydédan 1api kaikki talletuserdat. Mika on ensimméise-
né talletetun erdn suuruus? Muodosta nyt kaikkien talletuserien sum-
ma, sijoita sithen lukuarvot ja laske lopputulos laskimella.

Pankkilaina, jonka suuruus on 100000 € , maksetaan takaisin kuukausit-
taisissa tasaerissé, joka sisdltdd kuoletuksen ja kuukauden koron. Lai-
nan vuosikorko on 4,00 %, ja kuukauden korko on siiti kahdestoistaosa.
Takaisinmaksuaika on 10 vuotta lainan nostamishetkesté, ja ensimmaéi-
nen tasaerd maksetaan kuukauden kuluttua lainan nostamisesta. Laske
tasaerdn suuruus.

Ohje: Ota kayttoon sopivat kirjainmerkinnét kuten edellisessé tehté-
vissi. Voit ajatella seuraavasti: 1° Annetaan velan kasvaa korkoa korol-
le n kuukautta. Korko liitetdédn velan méardan kuukausittain. 2° Avaat
sdastotilin, jonka korko on sama kuin lainan korko. Talletat sinne kuu-
kausittain tasaerédn a. Korko lisdtddn pddomaan niin’ikddan kuukausit-
tain. Ensimméisen sdéstoerdn talletat kuukauden kuluttua lainan nos-
tamisesta. Tasan n:n kuukauden kuluttua lainan nostamisesta talletat
viimeisen erén, jolloin tililld on oltava rahaa tédsmélleen se méara, jolla
voit kuitata velan korkoineen. 3° Laadi yhtélo, ja ratkaise siitd kysyt-
ty tasaerd a. Operoimalla yksinomaan kirjainsymboleilla saat samalla
hyodyllisen laskukaavan, jonka avulla hallitset tasaerélainat.

Laske summa
I+i+ @)+ + )2+

Tutki laskinta kédyttden, mitd tapahtuu luvulle (%)”, kun n kasvaa hy-
vin suureksi. Pédttele tuloksen ja edellisen tehtdvan perusteella pdadt-
tymdttoman sarjan summa

1+3+G)P+@°+G) +...

N =
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20. Tutki laskinta kiyttien, milld z:n arvoilla luvulle " kiiy n:n kasvaessa
samoin kuin luvulle (%)" Laske niille z:n arvoille méaritelty paatty-
méattoman sarjan summa

l+ax+22+23+24+... .

21. Jaksollisia desimaalilukuja voidaan kisitelld padttyméittomini sarjoina
edellisten tehtdvien tapaan. Kirjoita luku 0,222 ... paattymattoméksi
sarjaksi ja muunna se sitten edellisté tehtavaé soveltaen murtoluvuksi.
Ohje: Mika luku téssé vastaa edellisen tehtdvin lukua x?

22. Muunna murtoluvuiksi desimaaliluvut

= 0,999...
b = 1,353535...
c = 2,1357357357...

23. Kreikkalaisen Zenonin® kuuluisin paradoksi koskee Akilleuksen ja Kilpi-
konnan kilpajuoksua. Esitdimme sen nykyaikaisia mittayksikoita kayt-
tden. Akilleus juoksee 10 metrié ja Kilpikonna yhden metrin sekunnis-
sa. Kilpikonna saa kymmenen metrid etumatkaa. Zenon viitti (pilke
silmidkulmassaan), ettd Akilleus ei saa Kilpikonnaa kiinni, ja perusteli
sen seuraavasti: Kun A. on juossut 10 metrid, on K. edennyt metrin,
kun A. on juossut metrin, on K. edennyt 10 senttid, kun A. on juossut
10 senttid, on K. edennyt yhden sentin, jne.. Néin jatketaan loputto-
miin, eikd Akilleus saa koskaan Kilpikonnaa kiinni! Osoita, ettd Akilleus
kuitenkin tavoittaa Kilpikonnan a) laskemalla kiinni saamiseen kuluva
aika tavallisena matka-aika-laskuna, b) seuraamalla Zenonin paattelya
ja laskemalla yhteen kaikki Akilleuksen kulkemat matkat Kilpikonnan
tavoittamiseksi.

3Zenon Elealainen, n. 490 — 425, kreikkalainen matemaatikko.
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Induktio

Edellisessé osiossa ndimme melko vakuuttavasti, ettd jos x # 1, niin

"o
l+z+a?+ ... +a" 24t =2 T (1)
l‘_

Viitetta ei kuitenkaan voi sanoa matemaattiseksi totuudeksi ennen kuin se
on perusteltu niin ehdottomasti, ettd epiilykselle ei jaa pienintdkdén sijaa.
Kokeilu osoitti, ettd (1) on tosi, kun n = 1, 2, 3 ja 7, mutta meilld ei ole
takeita, toimiiko (1) tapauksessa n = 8. Joku viitselids voi suorittaa kerto-
laskun ja todeta, ettd (1) on voimassa, mutta talloin tapaus n = 9 ja siita
eteenpéin jadvat kuitenkin avoimiksi. Vaikka laskisimme kertolaskuja yksi
kerrallaan kuinka pitkélle tahansa, niin aina on kuitenkin ddrettoméan monta
n:n arvoa tarkistamatta. Miten todistetaan, etté (1) on voimassa kaikilla n:n
positiivisilla kokonaislukuarvoilla? Voimme menetelld seuraavasti:

Vaihe 1. Edellisen osion ykkostehtévin perusteella (1) todellakin on tosi n:mn
arvoilla 1, 2 ja 3.

Vaihe 2. Yhteenlaskettavien lukumééré n esiintyy (1):n oikealla puolella ai-
noastaan z:n eksponenttina. Osoitetaan, ettd jos n:n termin summa voidaan
laskea niin kuin (1) osoittaa, niin (n+ 1) termin summalle saadaan saman-
lainen lauseke, jossa yhteenlaskettavien lukuméard n + 1 esiintyy samassa
paikassa x:n eksponenttina. Siis, jos (1) on voimassa, niin

" —1

l4+z+2+ .. +2" 242" = ,

x—1

ja talloin
" =1
l+o+2’+ .. 42" 242" 42" = T+t =
n yhteenla‘rskettavaa v

=1  aMx—1) 2" =142 —g" "1
-1 r—1 r—1 x—1

Vaihe 3. Edellinen tulos tarkoittaa sité, ettd jos véite on tosi arvolla n, niin
se on tosi myos arvolla n 4+ 1. Tamén perusteella voimme péaételld: Koska
véite on tosi arvolla n = 3, niin se on tosi arvolla n = 3+ 1 = 4. Koska viite
nyt tiedetddn todeksi arvolla n = 4, niin se on tosi myos arvollan =4+ 1 =
5. Nain voidaan jatkaa &ddrettomén pitkélle, joten véite on tosi kaikilla n:n
arvoilla.
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Vaiheiden 1.-3. kautta kulkevaa todistusta kutsutaan matemaattiseksi in-
duktioksi tai lyhyemmin induktioksi. Gaussin jalanjilkid seuratessasi niit,
miten n:n ensimmaéisen positiivisten kokonaisluvun ja n:n ensimméisen parit-
toman luvun summat lasketaan. Nyt voit induktiota harjoitellaksesi todistaa
nama viitteet.

24. Todista, etti
1+3+54+...+2n—1) = n?

kaikillan =1,2,3,....
25. Todista, ettd
1424+...+(n—=1)+n = in(n+1)
kaikillan =1,2,3,....
26. Todista, ettd
P+22+...+(n—17°+n" = n(n+1)(2n+1)
kaikillan =1,2,3,....
27. Todista, etté
P4+2°+. . +(n—1024+n" = (1+2+...4+n)
kaikillan =1,2,3,....
28. Todista, etti

LS SIS S SRR
1-2 23 3.4 7 (n—-1n n

kaikillan =1,2,3,....

29. Todista, ettd n-kulmion (sisd)kulmien summa on (n — 2) - 180°.

30. Joukko-opissa sovitaan, ettd jokainen joukko on itsensi osajoukko, ja
ettd tyhja joukko () on jokaisen joukon osajoukko. Esimerkiksi 2-alkioisen
joukon A = {a, b} kaikki osajoukot ovat @), {a}, {b} ja A. Todista, etti
n-alkioisella joukolla on 2" osajoukkoa.
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Lopuksi

Matematiikka tieteend ja koulumatematiikka ovat suurelta osin eri asioita.
Koulumatematiikan tehtdvinéd on totuttaa oppilas vahitellen oikean mate-
matiikan edellyttdmién eksaktiin ajatteluun. Samalla on kuitenkin varmis-
tettava tiettyjen kaytannollisten laskutaitojen kehittyminen. Monet mate-
matiikan késitteet opitaan koulussa pelkéstdédn intuitiivisen mielikuvan va-
rassa ja usein nédkochavaintoon perustuen. Esimerkiksi reaaliluvut méaritel-
ldan padttyméattomingd desimaalilukuina, ja niitd havainnollistetaan lukusuo-
ran pisteiné. Edelld ndhty induktio ja siithen perustuvat todistustehtavit ovat
kuitenkin aivan eksaktia tieteellistéi matematiikkaa. Peano! médritteli 1800-
luvulla aksiomaattisesti luonnollisten lukujen joukon N = {0, 1,2, ...}. Tama
tarkoittaa sité, ettd nditd lukuja koskevan teorian pohjaksi valittiin muutama
selviond pidetty lause, aksiooma, joihin tukeutuen kaikki luonnollisia luku-
ja koskevat vaittamét pyritdan todistamaan joko tosiksi tai epédtosiksi. Ak-
sioomissa, joita itsedén ei todisteta, tiivistyy ihmiskunnan tuhansien vuosien
kokemus néistd luvuista ja niilld laskemisesta. Peanon asettamia aksioomia
ovat mm.

1° Jokaisella luonnollisella luvulla a on seuraaja a’, joka on luonnollinen

luku.

2° On olemassa luonnollinen luku 0, joka ei ole minké&én luonnollisen luvun
seuraaja.

Aksioomien pohjalta méaaritellain jokapéiviisessd kdytannon elaméssa valt-
taméattomat késitteet, kuten laskutoimitukset, kymmenjérjestelmé, numero-
merkit yms.. Ndiden méérittelyjen jéalkeen luvun a seuraajaa merkitdén tie-
tenkin a + 1. Peanon aksioomiin kuuluu my6s induktioaksiooma:

3° Jos luonnollisista luvuista koostuva joukko A sisdltda luvun 0 ja kaik-
kien alkioidensa seuraajat, niin A = N.

Juuri tatd me kiaytdmme induktiotodistuksessa. Kun todistamme, ettd véite
0+1+2+...+(n—1)+n = sn(n+1) (1)
on tosi kaikilla n € N, todistamme nimenomaan sen, ettd joukko
A = {luonnolliset luvut n, joille (1) on tosi}

siséltad nollan ja kaikkien alkioidensa seuraajat. Induktiotodistuksia on teh-
ty ainakin 1600-luvulta alkaen. Peano siis kiteytti jo vallinneen kiytdnnon
aksioomaksi.

!Giuseppe Peano (1858 — 1932), italialainen matemaatikko.
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Geometrisia summia tutkiessamme jouduimme pohtimaan, mitd tapah-
tuu luvulle (%)”, kun n kasvaa. Induktiollakaan emme saa todistettua, etté se
ldhestyy nollaa. Tamé tulos voidaan todistaa vasta pitkén matematiikan sy-
ventavalla kurssilla tai yliopistossa. Todistusta varten on aluksi méariteltavé,
mitd luvun kasvamisella ja nollaa ldhestymiselld tarkoitetaan. Ennen kaikkea,
on maéadriteltdva tarkasti, mitd reaaliluvut ovat. Intuitiivinen, paattymétto-
miin desimaalilukuihin perustuva késitys niisté riittda arkipédivan sovelluksis-
sa ja soveltavissa tieteissdkin, mutta matematiikassa tarvitaan tédsmallisempi
maédritelmé. Nykyaikainen késitys reaaliluvuista muotoutui vasta 1800-luvun
puolenvilin jilkeen, vaikka matematiikkaa oli harrastettu jo tuhansia vuosia.
Téamé, Peanon tyo luonnollisten lukujen méarittelemiseksi, ja monet muut
asiat matematiikan historiassa osoittavat, ettd matematiikka on ehtymaton
luovan ajattelun ldhde. Monille jo kauan itsestéddn selvind pidetyille késitteil-
le 16ytyy toisinaan jokin uusi ja yllattava ndkokulma. Vanha tunnettu asia
osoittautuu usein erikoistapaukseksi jostakin yleisemmaésta totuudesta.

Jos olet selvinnyt suurimmasta osasta edelld olevia tehtédvié, ja ymmér-
tdnyt niiden johdannoissa esitetyt ajatukset, omaat jo lukion oppimé&draé
syvemmén kasityksen naisté asioista. Esimerkiksi induktio ei kuulu nykylu-
kion oppiméaarain. Matematiikan harrastajat opettelevat sen itsekseen kuka
mistdkin ldhteestéd. Yliopisto-opinnoissa se viimeistddn tulee tutuksi. Mate-
matiikka ei ole yksinomaan laskemista, vaan ennen kaikkea ajattelemista.
Kayténnon laskutaito on matemaatikolle sama kuin instrumentin hallinta
muusikolle. Et kykene esittdmédn sédvelteosta, jos et hallitse instrumenttia-
si. Et voi muotoilla matemaattisia ajatuksiasi muidenkin ymmaérrettavéaksi,
jos et hallitse matematiikan kirjoitustapaa. Ajatukset on osattava muuntaa
lausekkeiksi, yhtéaloiksi ja epédyhtéloiksi. Ndiden asioiden oppiminen vaatii
aikaa, keskittymistd ja toisinaan kovaakin puurtamista. Matematiikalla ja
musiikilla on kuitenkin se ero, ettd matematiikassa kerran kunnolla opittu
asiakokonaisuus jai pysyvéksi henkiseksi pddomaksi. Se ei katoa muistista.
Jos sen sijaan viulisti jattaa jokapéivéisen asteikkoharjoittelun kerran véliin,
niin hén kuulee itse soittonsa epdpuhtaudet. Jos hédn on harjoittelematta
kaksi pdivéd, niin muutkin kuulevat.

Tamén tehtdviakokonaisuuden suoritettuasi olet hyvilla alulla matema-
tiikan taidoissa ja voit kédyttdd niitd huviksi ja hyddyksi. Matematiikka on
kouluaineen liséksi erinomainen harrastus. Selkedd ajattelua ja matematii-
kan perustietoja ja -taitoja tarvitaan niin tyo- kuin muussakin eldméssa. Lu-
kion pitkdn matematiikan oppimééran suorittaminen edellyttéaé keskittynyt-
td tyontekoa. Sen kunnollinen suorittaminen takaa todellisen kelpoisuuden
matematiikan tai sitd sivuavan alan opiskeluun yliopistossa tai teknillisessé
korkeakoulussa.
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Vastauksia
1. n(n+1).
2. Ks. tehtéava 24.
3. t,=10,ts = 15, ts = 21 ja t, = t, 1 +n.
4. n*+2n+1 = (n+1)%
5. tho1 = 3n(n—1) jat,s = 2(n+1)(n+2).
6. s=1(n+m)(n—m+1). Kaava on voimassa my&s, jos m = n.
7. Keskiarvo on %
9. a, =3n(n*+1).
10. 1 —2% 1 —2%jal— a2
11. 1 — 28
12. 1 — 2™
13. =&
14. 2" -1
15. Noin 1,8 - 10 € a 4300 Suomen valtion vuosibudjettia.
16. 54561,33 €.
17. Kuukausierd on 101245 €.
18. 2 — ()"
19. 2.
20. Jos —1 < z < 1, niin summa on (1 —z)~%
21. 2.
22. CLZl,b:%JaC—%.
23. Akilleus tavoittaa Kilpikonnan % sekunnissa.
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