J. Pahikkala

Kontraharmonisesta keskiarvosta jdgifagoraan luvuista

Erilaisia lukujen keskiarvoja on useifa tunnetuimmat ovat tavallinen @ritmeettinen keskiarvo
ja keskiverto elgeometrinen keskiarvikeskiarvoja tunsi jo vanhalla ajaltgthagoralaigen
koulukunta, Pythagoras ja hSnen seuraajansa.

Pythagoraan kerrotaan omaksuneen Babyloniasta noiden kahden edellS mainitun lisSksi my3s
kahden luvura ja b harmonisen keskiarvoBab : (a +b) . NSitS kolmea keskiarvoa kutsuu

saksalaien, SaarbrYckenissS toimiva matematiikan historian tutkija Hischer [4] klassisiksi
babylonialaisiksi keskiarvoiksNiiden lisSksi on pSSteltSvissS pythagoralaisilla olleen perSti
seitsemSn muuta kahden luvun keskiarvoa, mainitsee Hischer [4] nojautuerird2] ja Boyerin
[1] historiateoksiin. Pythagoralaistenhdeopiss kuvataan ([1], [2], [4])a:n jab:n erilaiset
keskiarvotm seuraavaan tapaan verrannoilla, esimerkkeinS geometrinen, harmoninen ja
kontraharmoninen keskiarvo
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Kontraharmonisen keskiarvon lausekkeeksi saadaan verrannosta ratkaisemalla
2 2
_a +b
a+b
TSmSn mallin mukaan voidaan mSSritellS mySs useamman positiiviserajutajna,
kontraharmoninen keg¢vo 0samSSrSnS

Kontraharmonisen keskiarvon nimi (toisinaantiharmoninen keskiarygohtunee siitS, ettS sen ja
harmonisen keskiarvon pythagoralaisissa mSSrittelevissS vessanowat oikeat puolet
pSinvastaiset, toistensa kSSnteisarvot. Nimi esiintyy jo klassisessa dOAlembertin ja DiderotOn
ensyklopediassa [3téntreharmonique ilmaistaan lukujem, mjab olevankontraharmonisessa
suhteessa

Vertailuja

Kahden positiivsen luvun kontraharmoninen keskiarvo on aina pienemmSn ja suuremman luvun
vSlissS. TSmS nShdSSn seuraavasti (oletetalan

a:a2+ab' a? +b? | ab+b? b
a+b =~ a+b = a+b




Jos verrataan positiivilukujen kontraharmonisghgrmonisen keskiarvon suuruutta, todetaan
niiden erotus
a’ +b’ | 2ab _ (a! b)*
a+tb a+b atb
aina epSnegatiiviseksi, joten kontraharmoninen keskiarvo on vShintSSn yhtSsuuri kuin harmonine
Kontraharmoninen keskiarvo onKiryvin Guuri keskiarvoO, vShintSSn yhtSsuuri kuin suurin
babylonialaisista keskiarvoista eli aritmeettinen keskiarvo ja jopa ainakstlisen keskiarvon

J(@®+b?):2 suuruinen. VSittSmien todenperSisyys kSy ilmi identiteeteistS
, 2
a’+b® a+b_(a!b)’ é/12+b2,$2| vla® +0* % _(a®+b?)(a! b)’
atb =~ 2  2@+h)’ g?a+b # N 2 2(a+b)?

Kokonaislukuiset kontraharmoniset keskiarvot

Kahden positiivisen kokonaisluvunja v kontraharmoninen keskiarvo

2 + 2
1) c=C(u,v) = ury
u+tv .
voi sekin olla kokonaisluku, esimerkiksi luvuilla 2 ja 6 se on 5, mutta niin ikSSn luvuilla 3 ja 6:
2°+6° _@_5_£_32+62
2+6 8 9 3+6

Seuraavassa taulukossa on lisSS esimerkkejS:

u/ 2|33 |4 |4 |5|5|6 |6 |6 |6 |7 |7 |8 |8 8 9 19 |19
V|6]6]15/12|28|20/45]12|18|30|66|42|91|24|56|120|18|45|72
C|5/5/13]10|25|17]41]10|15]/26|61|37[85/20]50]113]15|39|65

Kahden yhtésguren kokonaisluvun kontraharmoninen keskiarvo on tietysti kokonaisluku, mitS
tapausta nimitStriviaaliksi. Tutkiesani eitriviaaleja mahdollisuuksia tein kiinnostavia havaintoja,
joita kirjaan seuraaviin lauseisiin. NiissS owat ja ¢ aina positiivisia kokonaislukuja.

Lause 1. Jokaista kokonaislukua > 2 kohden on olemassa ainakin kaksi suurangrvoas siten,
ettSC(u,Vv) on kokonaisluku.

Todistus Arvot v=(u-1u jav=(2u! Du kelpaavat aina identiteettien

2 4 _ 2 2 _ 2
) u”+(u-1ju)y” _ Wl 22, u®+((2u-1)u)
u+((u-2u) u+((2u-1)u)
perusteella, ja ehtiteettien oikeat puolet ovat erisuuret aina, kunl. Arvo u =2 on poikkeus,
sillS suuremmista luvuista vain 6:n ja sen kontraharmoninen keskiarvo on kokonaisluku.

=2u’l 2u+1

YhtSISiden (2) antaman arvo on aina:n moniketa, mutta kahden kokonaisluvun
kontraharmoninen keskiarvo voi olla kokonaisluku muulloinkin; esim. tapauk8€K3al15) = 13.
Aina on kuitenkin voimassa

Lause 2. Jos lokonaislukujenu ja v kontraharmoninendskiarvo on kokonaisluku, niin luvuilla on
yhteisiS tekijsitS.



Todistus Olettakaamme positiiviset kokonaisluwuja v, joiden suurin yhteinen tekijS (syt) on vain
1. Nyt on oltava mySs syt + v,uv) =1, koska muutoin olisivat + v ja uv jaollisia jollain
alkuluvullap, ja niin my3s ainakin toinen tulanv tekijsistS. Silloinu +v:n Jaolllsuudestep IS
seuraisi sek8:n ettSv:n jaollisuus p: IS, jotenu:n jav:n suurin yhteinen tekijS olisikin vShint§n
vastoin oletustamme. NiinpS on voimassa
(3) syt-v,uv) =1.
Oletamme nyt lisSksi, ettS kontraharmoninen keski@iwov) on kokonaisluku eli ettS

u®>+v2 =(w+v)? ! 2uy
on jaollinenu +v:lIS. SiitS pSStellSSn myszn olevan tSIIS summalla jaollinen, mutta (3):n
nojalla on vain tulon ensimmSinen tekijS 2 jaollinen summata , jonka arvo on vShintS3n
Sen perusteella on vain mahdollisuus v = 1. JohtopSStsksenS on siis, ettS vain Okaikkein
triviaaleinO tapaus = v =1 mahdollistaa todistuksen ISht3oletukser(syt) = 1.

Lause 3. Josu on pariton alkuluku jaC(u,Vv) on kokonaisluku, niin vSIttSmSttS on
4 jokov=(u! Du tai v=(2u! Du.

Todistus Olkoonu positiivinen pariton alkuluku. Lauseem arvot (4) kSyvSt kaajen (2)
mukaan aina. MitS tulee mahdollisiin muikin arvoihin, niiden tSytyy lauseen 2 nojalla olla
alkuluvunu monikertoja:v = nu (n on kokonaisluku). TSIISin on

_ u® +v? B (n® +Du
u+v n+l1
siis kokonaisluku, joten on kaksi mahdollisuuttane- L ja n +1 | n® +1.

EdellisessS tapauksessa 1= ku saadaan
_(n*+Du _ (K*u?! 2ku+2)u
n+1 ku
joka on kokonaisluku vaik:n arvoilla 1 ja 2, vastaten siis arvoja (4).

=k 2u+2
k

JSIkimmSisessS tapauksessa on olemassa positiivinen afiubka jakaa sek§+1:n ettS
n? +1:n, muttein:SS. SiitS seuraa yhtSh+1= (n+1)? — 2n perusteella, etf$| 2n ja siis
vSIttSmStts = 2. MikSli olisi lisSksi
A+l ja 4|n° +1,

niin voitaisiin kirjoittaan+1 = 4m, josta seuraisi mahdottomuus

n?+1=(4m#21)>+1=16m> #8m+2" 2! 0 (mod 4).
Siis on oltava sytf+1, n* +1) = 2. Mutta koska on toisaalia+1! 3 jan+1 | n® +1, niin
syt(n+1, n? +1) > 3. Syntynyt ristiriita osoittaa, ettei jSIkimmSinen tapaus voi esiintyS.

Lause 4. Jos (u,,v,c) on yhtSI3n (1) efriviaali ratkaisu, jossal, < c< Vv, niin on ana olemassa
toinenkin eitriviaali ratkaisu(u,,v,c), missSu, < c. SitS vastoin ei yksi ratkaigu, v,,c), jossa
u < c < v, salli koskaan toista ratkaisiya,v,,C) .

Todistus 1;. YhtSI$ (1) voidaan kirjoittaa muotoon
(4) u?—cu+(v>—cv) =0,
josta saadaan juuret



5) U= ct\/c2 I 4(v® ! cv)
= 2 ,

jolloin (4):n diskriminantti on epSnegatiivinen reaalijenu; olemassaolon vuoksi. Jos se olisikin
nolla eli jos olisi voimassa yhtSK/? —4cv—c? = 0, tSstS seuraigille irrationaalinen arvo

+(1+ \/E)c. NiinpS diskriminantti on positiivinen, ja miinusvaihtoehdolla saatava (4):n pgnem
juuri voidaan laventaa muotoon

clVc® 1 4v?i +4cv _ ¢! (c?! 4v° +4cv) 2(v! ¢y
2 2(c+\/c2 I 4v? +4cv) c+/c?! 42 +4cv’

jossa osoittajakin on positiivinen. YhtSI3lIS on siis aina kaksi erisuurta positiivijulttzska
toinen juuri @,) on kokonaisluku, on toisenkin oltava, sik&konaislukujen summa ja erotus (5):n
oikean puolen osoittajassa ovat kumpikin yhtSaikaisesti parillisia lukuja. NSin on pSStelty
olemassaolo.

2i. Ratkaistaessa (1) vastaavasti suukeguhteen todetaan pienempi juuri
c—+/c? —4u’ +4cu _ 2(u—cu
2 c+~/c2 —4u? +4cu
negatiivisen osoittajan tShden negatiiviseksi, joten positiivista ei ole eikS yhtSI3IIS (1) ole kuin
yksi ettriviaali ratkaisu.

Kokonaislukuisilla kontraharmonisilla keskiaritaion ylISttSvS yhteyythagoraan lukuihireli
kokonaislukuisiin lukukolmikoihin, jotka voivat esiintyS suorakulmaisen kolmion sivujen
pituuksina:

Lause 5. Kukin kahden erisuuren kokonaisluvun kokonaisluvkyingn kontraharmoninen keskiarvo on
jonkin Pythagraan lukukolmikon hypotenuusan pituus ja kSSntSen.

Todistus 1j. Olkoon (a,b,c) mielivaltainen Pythagoraan lukukolmikko, siis endont+ b* = ¢’
tSyttSvS kolmen positiivisen kokonaisluvun yhdelmS. Pythagoraan kolmikkoasanotaa
primitiiviseksi jos sen lukujen suurin yhteinen tekijS on 1. Jos kolmikko on primitiivinen, niin
toinen luvuistaa ja b on parillinen sekS toinen gzon parittomia; jos kolmikko ei ole primitiivinen,
niin tilanne on samoin taikka kaikki kolme lukuaapyarillisia (ks. [6] 462). Tarkastelkaamme
positiivisia rationaalilukuja
ctb+a c+b! a
u=——, vi=———,
2 2
Koska osoittajat + b + a ovat Sskeisen nojalla aina parillisianniijav ovat kokonaislukuja.
Havaitsemme oikeaksi mySs ehdarv =c+b. Laskelmasta

, _C*+b’>+a’+2ab+2bc+2ca+c® +b* +a’ —2ab+2bc—2ca _
= . =
_2¢?+2(a®+b%)+4bc _ Ac? +4bc

. - 4 4

pSSttelemme luvunolevan erisuuruisten kokonaislukujefa v kontraharmonine keskiarvo.

u>+v

=(c+b)c=(u+v)c

2j. Olkoonc positiivisten kokonaislukujen ja v kontraharmoninen keskiarvo (1) ja esi< v .
Koskau+v | u®>+v’> =(u+Vv)>! 2uv, on oltavau +v | 2uv. Positiiviset kokonaisluvut



2 2
v.lu 2uv
b._

a=vliu= , :
u+v utv

toteuttavat silloin ehdon

(v uA)’+(2uv)®  ut+2utvi vt Gut Ve i#z
(U+v)?  (U+v)2 Bpu+v o

joten (a,b,c) on Pythagoraan lukukolmikko.

a’+b*= =c?,
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