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Esipuhe

Lukion pitkddn matematiikkaan kuuluvat vektoriopin ja analyysin alkeet,
mutta sitd, mihin niitd tarvitaan, ei juurikaan késitelld. Opiskelijan on vain
luotettava siihen, ettd niiden hyodyllisyys selvidé jatko-opinnoissa.

Fysiikka ja tdhtitiede ovat historiallisesti olleet matematiikan térkeim-
mét sovellusalat. Ne ovat edelleen téirkeitéd, vaikka matematiikkaa nykyisin
sovelletaan muuallekin aiempaa paljon laajemmin ja monipuolisemmin. Eri-
tyisesti vektorioppi ja analyysi ovat syntyneet enimmékseen juuri fysiikan ja
tahtitieteen tarpeista, joten niiden motivaatiota valaisee hyvin, kun tutkitaan
niiden kayttod fysiikassa. Télloin jo lukiossa voidaan perehtyd matematiikan
todelliseen soveltamiseen.

Tamé kirja perustuu matematiikan koulukohtaisen syventdvan kurssin
materiaaliin, jota on parikymmenté vuotta kaytetty Méntdn lukiossa. Sité
voitaneen kayttaa syventaviani materiaalina myos fysiikan opetuksessa. Kos-
ka kirjan laajuus vastaa vain yhta syventdvéa kurssia, késittelemme ainoas-
taan muutamia valittuja kohtia matemaattisesta fysiikasta ja sen tarvitse-
masta matematiikasta.

Ensimmaisesséd luvussa pyrimme mahdollisimman suppeaan asiasiséltoon
eli rajoitumme siihen oppiainekseen, joita tarvitsemme jatkossa.

Tamén luvun alkuosassa késittelemme differentiaaliyhtéloitd. Ratkaisem-
me ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtél6itd muuttujat erottamalla ja
integroivalla tekijalla. Toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloistd meille riit-
tad tarkastella niitd, jotka voidaan palauttaa niin ratkeaviin ensimméisen
kertaluvun yhtaloihin.

Loppuosassa laajennamme differentiaalilaskentaa reaalimuuttujan vekto-
riarvoisille funktioille ja (kaksikomponenttisen) vektorimuuttujan reaaliarvoi-
sille funktioille. Oikeastaan meidén pitéisi laajentaa myos integraalilasken-
taa, silld tarkastellessamme tyotd (osaluku 2.3) tarvitsemme periaatteessa
kédyraintegraalia. Tyydymme kuitenkin kevyeen ja havainnolliseen esitykseen,
jossa "integroidaan pitkin janaa’.

Toisessa luvussa tutkimme sovelluksia mekaniikkaan. Muotoilemme me-
kaniikan peruslait ja -periaatteet siten, ettd voimme tarkastella kidyraviivai-
siakin liikkeitd. Késittelemme niitd melko perusteellisesti (osaluvut 2.2-3)
samoin kuin Keplerin lakeja ja Newtonin gravitaatiolakia (osaluku 2.6).

Kolmannessa luvussa tutustumme hieman aaltoliikeoppiin ja termody-
namiikkaan. Johdamme aaltoyhtélon (osaluku 3.1) mallintamalla véréhtele-
véa kieltd. Edelleen johdamme kaasulain (osaluku 3.2) ja adiabaattisen pro-
sessin kaasuyhtélon (osaluku 3.3). Jalkimmaéisessd johdossa tarvitsemamme
kédyraintegraalin maaritelmén ja ominaisuudet esitdmme harjoitustehtéavissa.
Lopuksi laskemme sovelluksena #énen nopeuden (osaluku 3.4). Osaluvut 3.3
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ja 3.4 eivit kuulu varsinaiseen kurssiin, ja siksi ne on merkitty tdhdella.

Numeroltaan alleviivatut tehtéavét liittyvéit kurssin teoriaan. Ne olemme
tarkoittaneet késiteltdviksi oppitunneilla. Téhdella merkityt tehtévat ja asiat
voidaan jattéad sellaisten opiskelijoiden oman harrastuksen varaan, jotka etsi-
vit haasteita. [lman lisimerkintdé olevat tehtédvét sopivat kotitehtédviksikin.
(Tahdelld merkittyjen osalukujen 3.3 ja 3.4 tehtavissd emme kéyta néita mer-
kintoja.) Kaikkien tehtavien tdydelliset ratkaisut ovat meiltd saatavissa. Nii-
den pyytéjan taytyy kuitenkin vakuuttaa, ettei hén ole opiskelijana kurssilla,
jossa kaytetddn tata kirjaa.

Kirjallisuusluettelossa saattaa ihmetyttda se, ettd useimmat kirjat ovat
kymmenié vuosia vanhoja. Luettelon ensisijainen tarkoitus on noudattaa hy-
vad tieteellistd tapaa, jonka mukaan kirjoittajan on mainittava kayttaménsé
lahteet. Emme siis ole yrittdneet tehdé kattavaa luetteloa nykyisin suositel-
tavasta kirjallisuudesta, mutta mainitsemamme kirjat ovat edelleenkin suo-
siteltavia.

Olemme kéyttineet IXTEX-nimistd matemaattista tekstinkésittelyjarjes-
telméd, joka on vapaasti saatavissa netistd. Kuviot on piirtdnyt Markku Hal-
metoja IXTEX:in MetaPost-ohjelmalla. Poikkeuksena on sivun 2 kuvio, jonka
on piirtdnyt Jarmo Niemeld, mista kiitdmme hénté.

Otamme mielellimme vastaan virheiden korjauksia ja muita kommentteja
sekd kehitysehdotuksia. Jos tamé& kirja osoittautuu kayttokelpoiseksi, niin
julkaisemme myohemmin siitd parannetun ja ehké laajennetunkin version.
Séhkopostiosoitteemme ovat etunimi.sukunimi@uta.fi.

Toivomme, ettéd sovellusndkokulman ymmértaminen jo lukiossa lisdéd ma-
temaattisesti lahjakkaan oppilaan kiinnostusta matematiikkaan ja motivoi
hénté opiskelemaan ja kertaamaan muitakin matematiikan lukiokursseja niin,
ettd han saavuttaa todellisen korkeakoulukelpoisuuden.

Tampereella kesdkuussa 2009

Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski

Kiitdn Suomen tietokirjailijat ry:td saamastani apurahasta.

Jorma Merikoski

Korjattu ja péaivitetty huhtikuussa 2011.
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1.1 Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtalo

1 Differentiaalilaskentaa

Tarkastelemme aluksi differentiaaliyhtaloitd, joiden avulla voidaan mallintaa
lilkettd ja muita muutoksia. Jotta voisimme yleistdd suoraviivaisen liikkeen
mekaniikan koskemaan muitakin liikkeitéd, kéasittelemme sen jélkeen vekto-
riarvoisia funktioita ja tarkastelemme kayrid napakoordinaatistossa.

1.1 Ensimmaéiisen kertaluvun differentiaaliyhtilo

Ensimmdisen kertaluvun (tavallinen) differentiaaliyhtilé muodostuu (reaa-
li)muuttujasta z, timéin tuntemattomasta (reaali)funktiosta y ja tdmén funk-
tion derivaatasta y'. ("Tavallinen” tarkoittaa, ettd muuttujia on vain yksi.
"Ensimmaisen kertaluvun” tarkoittaa, ettei ensimméista kertalukua korkeam-
pia derivaattoja esiinny.) Téllaisen differentiaaliyhtélon yleinen muoto on

v = fz,y), (1)

missd [ on tunnettu kahden muuttujan funktio. Funktio y = ¢(x) on dif-
ferentiaaliyhtélon (1) ratkaisu, jos se on erdalld vélilla I derivoituva ja jos
¢ (x) = f(z,¢(x)) kaikilla z € I. Muuttuja x tai funktio y voivat puut-
tua, jolloin kyseessd on yksinkertaisempi differentiaaliyhtdlo ¢ = f(x) tai
y' = f(y). Néista edellisen ratkaiseminen on tuttu integroimisteht&va.
Differentiaaliyhtélon (1) yleinen ratkaisu sisdltda mielivaltaisen vakion c.
Antamalla c:lle eri arvoja saadaan tamén yhtalon yksityisratkaisuja. Yleinen
ratkaisu on usein myos taydellinen ratkaisu, miké tarkoittaa, etté yhtdlon (1)
kaikki ratkaisut sisdltyvét yleiseen ratkaisuun. Yhtalolld saattaa kuitenkin
olla erikoisratkaisuja, joita ei saada yleisestd ratkaisusta milldén c:n arvolla.

Esim. 1 Differentiaaliyhtélon 3y’ = 2z — 1 yleinen (ja my6s tédydellinen)
ratkaisu on

y:/(2x—1)dx:m2—x+c,

misséd ¢ on mielivaltainen vakio. Se saadaan yksikésitteiseksi asettamalla muo-
toa y(a) = b oleva alkuehto. Esimerkiksi alkuehdon y(2) = 1 toteuttava yksi-
tyisratkaisu on y = 2% — 2 — 1.

Esim. 2 a) Osoita, ettd differentiaaliyhtdlon y' = —zy yleinen ratkaisu on
y = ce2". b) Mirité alkuehdon y(0) = 2 toteuttava yksityisratkaisu.

a) Funktiolle ¢(z) = ce2*" on

mista vaitos seuraa.




1.1 Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtalo

b) Koska ¢(0) = ¢, yhtélostd ¢(0) = 2 saadaan ¢ = 2. Kysytty yksityisrat-
1

kaisu on siis y = 2e™ 27
Esim. 3 Minki differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu on y = ca??

Jos y = cx?, niin ¥ = 2cz. Eliminoimalla c¢:n (jolloin téytyy olettaa, etti

¢ # 0) saamme differentiaaliyhtélon

) _ 2y
y ==
x
Koska oikea puoli ei ole méaritelty, kun x = 0, tdmé yhtdlé on parempi

kirjoittaa muotoon xy’ = 2y.

Derivaatan geometrinen merkitys on tangentin kulmakerroin. Tarkaste-
lemme nyt differentiaaliyhtélon geometrista merkitystéd. Sitd varten maérit-
telemme vitva-alkion liittdmalla toisiinsa pisteen ja suunnan. Jos pisteeseen
(x,y) liitetddn suunta s, niin saadaan viiva-alkio (z,y, s). Differentiaaliyhté-
1on ¢ = f(x,y) suuntakenttd koostuu kaikista niistd viiva-alkioista (z,vy, s),
joilla piste (z,y) kuuluu funktion f méérittelyjoukkoon ja s = f(x,y) eli
viiva-alkion suunta on pisteen (z,y) kautta kulkevan yksityisratkaisun ku-
vaajan eli integraalikdyrdn tangentin suunta.

Differentiaaliyhtéalon geometrinen merkitys on siis suuntakenttéa. Integraa-
likdyria voidaan hahmottaa suuntakentdn avulla ratkaisematta differentiaa-
liyht&loa.

Esim. 2, jatkoa Kuviossa on differentiaaliyhtdlon ' = —xy suuntakentin
ylempéin puolitasoon kuuluva osa. Esimerkiksi pisteeseen (1, 1) liittyy suun-
ta —45°, koska f(1,1) = —1-1 = —1 = tan(—45°). Liséksi kuviossa on
alkuehdon y(0) = 2 toteuttavan yksityisratkaisun kuvaaja eli pisteen (0, 2)
kautta kulkeva integraalikdyrd. Se on hahmotettu kayttaméatta hyvéksi té-

mén funktion lauseketta y = 26727,

0/ / /3t N Vv b
I/ 7/ + N N 0 L)
Y Y ERVARS > S N\ U U U
[/ SNV N L)
/S S ~ NN\ VNN
/S S S U\ R VRN




1.2 Eksponentiaalinen muutos

1.2 Eksponentiaalinen muutos

Radioaktiivinen isotooppi hajoaa siten, ettd pienelld aikavalilla [¢,¢ + At]
hajoava méadrd on likimain verrannollinen aikavélin pituuteen ja aikavélin
alussa olleeseen aineen méaarddn. Jos siis m(t) on méira hetkelld ¢ ja m(0) =
Mg, niin

m(t) — m(t + At) =~ Am(t)At
sitd tarkemmin mitéd pienempi At on. Vakio A > 0 on verrannollisuuskerroin.
Kirjoittamalla yht&lén muotoon

m(t + At) — m(t)
At

ja antamalla At — 0 saamme differentiaaliyhtélon

~ —Am(t)

dm
E = —)\m
eli
m/(t) = —Am(t) (1)

alkuehdolla m(0) = my. Ratkaisemme sen kolmella tavalla.

Tapa 1. Palautamme tehtévén integroimiseksi. Koska m(t) > 0, sillé voidaan
jakaa, joten

eli

d
pp nm(t) A

Téastéd saamme integroimalla
Inm(t) = -\t + k.

Syy, miksi merkitsemme integroimisvakiota c:n sijasta k:lla, selvidd pian. Lo-
garitmin méaaritelmén mukaan on nyt

m(t) = e M+ = ghg=M,

k

Merkitsemélla ¢ = e¥ saamme lopulta

m(t) = ce™.

Téssé ¢ on eksponenttifunktion arvona positiivinen.
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Jos unohdamme tehtavin fysikaalisen taustan ja tarkastelemme pelkkia
differentiaaliyhtild# (1), niin sen yleinen ratkaisu on m(t) = ce™, missi c on
mielivaltainen vakio. Negatiiviset c:n arvot tulevat mukaan, koska integroin-
nin tulos on nyt In|m(t)| = —At + k. (Miten jatketaan?) Yksityisratkaisu
m(t) = 0 on huomattava erikseen, ja sitd vastaa vakio ¢ = 0.

Tapa 2. Muodostamme sellaisen yhtipitdvan differentiaaliyhtélon, jossa vaa-
ditaan, ettéd erdan funktion derivaatta on nolla. Kirjoitamme differentiaaliyh-
talon (1) aluksi muotoon

m'(t) + dm(t) = 0. (2)

Kertomalla sen integroivalla tekijilli e saamme (koska kertoja on nollasta
eroava) yhtapitivin differentiaaliyhtalon

eMm/ (t) + AeMm(t) = 0.

Koska d
&(e)‘tm(t)) = e Mm/(t) + AeMm(t),
saamme (2):n kanssa yhtapitdvasti
d
< (1)) =0,
josta integroimalla
eMm(t) = c
ja edelleen
m(t) = ce ™.

Lineaarinen ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélé on muotoa

Y +plx)y = f(x),

missd p ja f ovat tunnettuja funktioita. Se voidaan aina ratkaista integroivalla
tekijalla. (Tapaus, jossa p(z) on vakio, ks. teht. 2.)

Tapa 3. Erotamme muuttujat. Kirjoitamme differentiaaliyhtélon (1) sitéd edel-
taneeseen muotoon
am_ .\
7 =
Integroitaessa sijoituksella olemme kisitelleet "differentiaaleja” ikdédnkuin ne
olisivat lukuja. Téatd kyseenalaiselta tuntuvaa temppua voidaan puolustaa




1.2 Eksponentiaalinen muutos

sanomalla, ettd tulos on aina tarkistettavissa, minké jédlkeen on melko yh-
dentekevid, miten se on saatu. Sama pétee nytkin, joten operoimme “diffe-
rentiaaleilla” dm ja dt. Kertomalla dt¢:1l4 ja jakamalla m:1l4 saamme

d
SNt
m
josta integroimalla
/ dm _ ) / dt
m
eli
Inm=—-X+k.

Jatkamme kuten tavassa 1.
Jokainen muotoa ¢(y)y' () = f(x) oleva differentiaaliyhtélé voidaan rat-
kaista muuttujat erottamalla.

Olemme nyt 16ytéaneet kolmella tavalla differentiaaliyhtélon m/(t) = —Am(t)
yleisen (ja myds téydellisen) ratkaisun m(t) = ce™*. Meidén on vield miiri-
tettéava alkuehdon m(0) = myg toteuttava yksityisratkaisu. Sijoittamalla ylei-
seen ratkaisuun ¢ = 0 saamme m(0) = ¢, joten kysytty yksityisratkaisu on
m(t) = moe .

Olkoon T isotoopin puoliintumisaika. Voimme esittdd kertoimen A sen
avulla. Nimittédin

m(T) = moe " = imy,
josta
—\T' = ln% =—1In2,

ja siis

In2

A= —.

T

Néin ollen -
m(t) = moe™ T ¢t =mg(e"?) T = me2™T

Radioaktiivinen hajoaminen on eksponentiaalista vihenemisti. Vastaa-
vasti eksponentiaalisessa kasvussa suureen [isdys pienelld aikavililla on liki-
main verrannollinen suureen kokoon aikavilin alussa ja aikavélin pituuteen.
Télloin saamme differentiaaliyhtalon m/(t) = Am(t), missd A > 0, alkuehdol-
la m(0) = my. (Anna esimerkki eksponentiaalisesta kasvusta.)




1.2 Eksponentiaalinen muutos

Harjoitustehtavia

1.

%)

Todista: a) Differentiaaliyhtélon

dy
- — _9
dx i

yleinen ratkaisu on y = ce ™", b) Tason jokaisen pisteen kautta kulkee

tasmélleen yksi tdmén differentiaaliyhtélon integraalikayra.

. Lineaarinen vakiokertoiminen ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyh-

talo on muotoa
Y +ay = f(x),

missd a on vakio ja f tunnettu funktio. Johda sen ratkaisukaava.

. Ratkaise differentiaaliyhtdlo a) ¢’ +y = e, b) ¢/ + 2zxy = e’

. Olkoon f derivoituva funktio, f(0) =1 ja f'(x) < f(z) kaikilla = > 0.

Osoita, ettd f(x) < e” kaikilla x > 0.

. Miten yhdistetyn funktion derivoimissdanto liittyy differentiaaliyhtélon

ratkaisemiseen muuttujat erottamalla?

. Maaritd differentiaaliyhtdlon 3y%y’ = 1 se ratkaisu, jonka kuvaaja kul-

kee pisteen (1,2) kautta.

Padoma kg sijoitetaan niin, ettd p % vuotuinen korko lisidtddn siihen
jatkuvasti. Laske pddoma ¢ vuoden kuluttua a) ajattelemalla ensiksi,
ettd korko lisdtddn padomaan n kertaa vuodessa, ja antamalla sitten
n — 00, b) johtamalla aluksi pddoman kasvua kuvaava differentiaa-
liyht&lo.

. Mink& kéyrén mielivaltaisen pisteen (x,y) kautta kulkeva tangentti on

kohtisuorassa pisteen (y, x) paikkavektoria vastaan?

. a) Ratkaise differentiaaliyhtilo ¢’ = 1/|y|. b) Osoita, etté silld on eri-

koisratkaisu, jota ei saada yleisesté ratkaisusta millaédn c:n arvolla.
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10.

11.

12.

13.

x14.

Yhdisteesté A muodostuu suurempia molekyyleja reaktioyhtélon
A + A — A2

osoittamalla tavalla. T&lloin A:n konsentraation ¢ viheneminen ajan ¢
mukana noudattaa differentiaaliyhtaloa

de
== k2
a
missé k(> 0) on vakio. Ratkaise tdma differentiaaliyhtilo alkuehdolla
c(0) = co.

Jadkuution sulamisnopeus on tietyssé ulkoilman lampotilassa verran-
nollinen kuution pinta-alaan. Kuinka kauan sulaminen kestéd, kun en-
simmaéisen tunnin aikana kuutiosta sulaa neljannes? Oletetaan, etté
kuutio sailyttdd muotonsa sulaessaan.

Newtonin! jddhtymislain mukaan kappale jaihtyy nopeudella, joka on
pienellé aikavililla likimain verrannollinen kappaleen ja ilman lampé6ti-
laeroon seké aikavélin pituuteen. Olkoon T kappaleen alkuldampdétila ja
To ilman lampétila. a) Olkoon T'(t) kappaleen ldmpoétila ajanhetkelld ¢.
Mité differentiaaliyhtélod se noudattaa? b) Ratkaise tdméa differentiaa-
liyhtélo. ¢) Mitéd on lisdksi tiedettévi, jotta ratkaisua voitaisiin kéyt-
taa sellaisen kuolleena 16ydetyn henkilon kuolinhetken méarittamiseen,
jonka ruumis on vield ulkoilmaa lampimampi?

Astiassa on méird a (litraa) liuosta, jossa on mg (kg) suolaa ja loput
vettd. Hetkelld ¢ = 0 sinne aletaan lisétéd vettd nopeudella [ (litraa mi-
nuutissa) ja samalla aletaan poistaa liuosta samalla nopeudella. Olete-
taan, ettd liuos pysyy koko ajan homogeenisena. Laske astiassa olevan
suolan mééra ajan ¢ (minuuttia) kuluttua.

Saippuapallo upotetaan vesiastiaan, jossa se liuetessaan siilyttda muo-
tonsa. Pallon tilavuus upotushetkelld on Vj). Pienellé aikavililla liukene-
va saippuamaédré on verrannollinen pallon senhetkiseen pinta-alaan ja
kiadntden verrannollinen liuenneen saippuan méadrdain. a) Olkoon V()
pallon tilavuus ajan t kuluttua. Mita differentiaaliyhtéalod se noudat-
taa? b) Ratkaise tdmé differentiaaliyhtdlo. c¢) Missa ajassa tédsmélleen
puolet saippuasta on liuennut, kun viidesosa siitd on liuennut tunnissa?

Tsaac Newton (1643-1727), englantilainen fyysikko ja matemaatikko.
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x15 (Poissonin' prosessi). Tarkastellaan erdifisti isotoopista siteilyilmaisi-
meen tulevien hiukkasten lukumaééras aikavalilla, joka on erittéin paljon
lyhempi kuin puoliintumisaika. Olkoon P, (t) todennikoisyys sille, etté
aikavalilla [0,¢] mittariin tulee n osumaa. Oletetaan, ettd tdmé toden-
nékoisyys on sama muillekin ¢:n pituisille aikavéleille ja ettd seuraavat
ehdot ovat voimassa.

(1) Erillisilla aikavileilld tulevien osumien lukuméérét ovat toisistaan
riippumattomia satunnaismuuttujia.

(2) Todennikoisyys sille, ettéd pienelld aikavililla tulee tdsmaélleen yksi
osuma, on likima#rin verrannollinen aikavilin pituuteen.

(3) Todennékoisyys sille, ettd pienelld aikavélilld tulee enemmén kuin
yksi osuma, on "hévidvén pieni”, joten se voidaan olettaa nollaksi.

Maéritd P,(t). Ohje: Késittele aluksi tapaukset n =0, n =1 jan = 2.

*16. Tarkastellaan sellaista tietyn suoran suhteen symmetristéa kaarevaa pei-
lipintaa, joka heijastaa symmetria-akselin suuntaiset sédteet kulkemaan
akselilla olevan kiintedn (poltto)pisteen kautta. Osoita, ettd kyseinen
pinta on pyordhdysparaboloidi (joka syntyy paraabelin pyordhtiessa
akselinsa ympéri). Ohjeita: Valitse symmetria-akseliksi y-akseli ja polt-
topisteeksi origo. Tuleva ja heijastuva sdde muodostavat yhtésuuret
kulmat heijastuspisteeseen asetetun pinnan normaalin kanssa. Johda
differentiaaliyhtélo sille funktiolle, jonka kuvaaja on kyseisen pinnan ja
xy-tason leikkauskéyra.

1.3 Toisen kertaluvun differentiaaliyht&lo
Toisen kertaluvun (tavallinen) differentiaaliyhtilé on muotoa

y' = flz,y,v),

missé f on tunnettu kolmen muuttujan funktio. Sen yleinen ratkaisu siséaltai
kaksi integroimisvakiota, joita merkitsemme kirjaimilla ¢ ja d. Meille riittavit
seuraavissa esimerkeissi mainitut differentiaaliyhtélot.

Esim. 1 Differentiaaliyhtélon y” = 0 yleinen (ja myos tdydellinen) ratkaisu
on y = cx +d.

Esim. 2 Tarkastelemme differentiaaliyhtdloa y” +ay’ = 0, missd vakio a # 0.
Sijoittamalla z = 3’ saamme z:lle ensimméisen kertaluvun differentiaaliyh-
talon 2’ + az = 0, jonka voimme ratkaista kuten luvussa 1.2. Sen jdlkeen
ratkaisemme differentiaaliyhtélon ¢y’ = z suoraan integroimalla.

1Siméon Denis Poisson (1781-1840), ranskalainen matemaatikko.




1.3 Toisen kertaluvun differentiaaliyhtélo

Esim. 3 Differentiaaliyhtélén y” + w?y = 0, missi vakio w # 0, yleinen (ja
my6s tdydellinen) ratkaisu on

y = ccoswr + dsinwz  (teht. 18).

Esim. 4 Differentiaaliyhtélén y” — w?y = 0, missi vakio w # 0, yleinen (ja
myo0s taydellinen) ratkaisu on

y = ce“" +de™™" (teht. 19).

Esim. 5 Tarkastelemme lopuksi differentiaaliyhtilod y” + ay = b, missé
a(# 0) ja b ovat vakioita. Sijoitamme

Z:y—a.

Koska
P taz=y"+aly-2) =y +ay—b=b-0b=0,

saamme z:lle differentiaaliyhtélon z” + az = 0. Jos a > 0, niin jatkamme
kuten esimerkissd 3. Jos taas a < 0, niin jatkamme kuten esimerkissa 4.

Harjoitustehtavia

17. Toisen kertaluvun lineaarinen homogeeninen differentiaaliyhtdlé on muo-
toa

Y +p(x)y + q(z) =0,

missd p ja ¢ ovat tunnettuja funktioita. Todista: Jos ¢; ja ¢ ovat
ovat tdmén differentiaaliyhtdlon ratkaisuja, niin myo6s niiden jokainen
lineaarikombinaatio

y = cpi(x) + da(x),

missé ¢ ja d ovat mielivaltaisia vakioita, on sen ratkaisu.

18. a) Kertaa tai opiskele uutena asiana (ks. esim. [5], s. 161) arkussinin
mééritelméd. b) Johda arkussinin derivoimissaanto ja siitd saatava in-
tegroimissiiintd. ¢) Osoita, etté differentiaaliyhtils y” + w?y = 0, mis-
si vakio w # 0, saadaan integroivalla tekijilld 2y muotoon (y')? =
k* — w?y?, missd k > 0 on mielivaltainen vakio. d) Ratkaise c-kohdassa
saatu differentiaaliyhtéls. e) Pééttele téstéd esimerkin 3 tulos.




1.4 Vektorifunktioista

19. a) Kertaa tai opiskele uutena asiana (ks. esim. [5], teht. 88) hyperbe-
lisinin sinh ja ja hyperbelikosinin cosh mééritelmét. b) Johda néiden
funktioiden derivoimissddnnot. ¢) Kertaa tai opiskele uutena asiana (ks.
esim. [5], teht. 318) areahyperbelisinin arsinh ja -kosinin arcosh méé-
ritelmét ja johda nididen funktioiden lausekkeet. d) Johda c-kohdassa
mainittujen funktioiden derivoimissadnnot ja niistd saatavat integroi-
missiinnot. e) Osoita, etté differentiaaliyhtils y” — w?y = 0 saadaan
integroivalla tekijilld 2y muotoon (y')? = £k% + w?y?, missi k > 0 on
mielivaltainen vakio. f) Ratkaise e-kohdassa saatu differentiaaliyhtalo.
g) Péittele tdstd esimerkin 4 tulos.

20. Ratkaise differentiaaliyhtdlo y” + ay’ = a, missd a on vakio.

1.4 Vektorifunktioista

Kertaamme aluksi avaruuden suoran (ja jattamélld z-koordinaatin pois tason
suoran) yhtalon esittdmisen vektori- ja parametrimuodossa.

Tarkastelemme suoraa [, joka kulkee pisteen F, kautta ja jonka suunta-
vektori on s. (Kirjoitettaessa koneella on parasta merkitd vektoreita liha-
voinnilla, kun taas kirjoitettaessa késin voidaan kayttaa tuttua ylaviivaa tai
oikeastaan mieluummin alaviivaa.) Olkoon P suoran [ mielivaltainen piste,
ja olkoot paikkavektorit r = OP jary = O—P_S. Talloin suoran [ vektorimuo-
toinen yhtalo on

r =rg+1s,

missd parametri ¢ saa kaikki reaaliarvot.

O

Merkitsemme vektoria r = xi+yj+ zk kirjoittamalla lyhyestir = (z, v, 2).
Vastaavasti merkitsemme ro = (2o, Yo, 20) ja 8 = (Sz, Sy, 5,). Télloin suoran
vektorimuotoinen yhtalo on

(xuyaz) = (xOJy()?ZO) + t(Sxa Sy, 52)7

10



1.4 Vektorifunktioista

josta vertaamalla koordinaatteja saamme suoran [ parametrimuotoisen yhté-
16n (tai oikeastaan "parametrimuotoisen yhtaloryhmén”) eli parametriesityk-
sen

T =xg+ 1Sz, Y=y t1tsy,, z==z9+1s..

Avaruuden yleisen kdyran «y (ja jattdmalla z-koordinaatin pois tason ylei-
sen kdyrdn) parametriesitys on muotoa

r=[f(t), y=g(t), z=nh(),

missd f, g ja h ovat tietylld valilla méaariteltyja funktioita. Talloin kayréan
v vektorimuotoinen yhtélé on r(t) = (f(t), g(t), h(t)). Kuitenkin on yleensé
mukavampi kdyttad parametriesitysta

r=uat), y=y), z==2(t

ja vektorimuotoista yhtaloa r(t) = (z(t), y(t), z(t)). Talloin menetelldén hie-
man epéakorrektisti, koska esimerkiksi yhtélossd @ = x(t) kirjaimella x on
kaksi merkitysté: oikealla puolella se tarkoittaa funktiota ja vasemmalla té-
mén funktion arvoa.

Jokaisella tasokayrilla y = f(x) on parametriesitys

Esim. 1 Paraabelilla y = 22 on parametriesitys
r=t, y= t?
ja siis vektorimuotoinen yhtalo
r(t) = (t,t%),

missi ¢t saa kaikki reaaliarvot. Talld paraabelilla on muitakin (mutta edel-
liseen verrattuna hyodyttomid) parametriesityksid, kuten esimerkiksi z =
3,y =15 (Miksi z = t?, y = t* ei kelpaa?)

Parametriesityksestd saadaan kédyrille muotoa F(z,y) = 0 oleva yhtilo
eliminoimalla parametri, miké&li se onnistuu.

11



1.4 Vektorifunktioista

Esim. 2 Tarkastelemme kdyraa -, jonka parametriesitys on
r =rcost, y=rsint.

Téssd vakio r > 0, ja parametri ¢ kdy lapi vélin [0, 27[. Neligimalla naméa
yhtlot ja laskemalla tulokset yhteen saamme 22 + y? = r2. Siis kiyrdn v jo-
kainen piste on ympyrilld 22 4y? = r2. Kéfinteisesti tdmin ympyrin jokainen
piste on kéyralld v (miksi?). Siis v on tdm& ympyra.

Reaalimuuttujan vektoriarvoisen funktion eli lyhemmin wektorifunktion
madrittelyjoukko on R tai jokin sen (epétyhji) osajoukko ja maalijoukko on
R3 tai R?. Tarkastelemme vektorifunktiota

Mééarittelemme sen raja-arvon ja jatkuvuuden komponenttifunktioiden vas-
taavien késitteiden avulla. Siis

li t)= (1l t), li t), li t

lim r(t) = (Jim 2(¢), lim y(¢), lim 2(2)),

mikéli komponenttifunktioiden raja-arvot ovat olemassa. Jos komponentti-
funktiot ovat derivoituvia, niin maéarittelemme vektorifunktion derivaatan

Ar Ax Ay Az
/ . : — - . ] - 1 _ e / ! !
r'(t) = AI}HO At (Aliglo At’ Al}srilo At’ AI}:IBO At) (@(®), (1), 2(1))-

Vektorifunktion derivaatta on siis vektori.

Voidaan todistaa, ettéd r'(tg) on kiyran x = x(t),y = y(t), 2 = z(t) pisteen
x =x(ty),y = y(to), z = z(ty) kautta kulkevan tangentin suuntainen. (Miten
avaruuskdyran tangentti méaaritelladn?) Rajoitumme kuitenkin seuraavissa
esimerkeissé tarkastelemaan tilannetta tasossa.

Esim. 1, jatkoa Huomasimme edelld, ettd paraabelin y = 22 vektorimuo-
toinen yhtild on r(t) = (¢,1?). Siis derivaattavektori r'(t) = (1, 2t). Toisaalta
paraabelin y = 2% pisteen (¢,¢?) kautta kulkevan tangentin kulmakerroin on
2t, joten r'(t) on todellakin tdmén tangentin suuntainen.

Esim. 2, jatkoa Huomasimme edelld my6s, ettd ympyrin a2 + y? = r?

parametrimuotoinen yhtilé on x = rcost, y = rsint, joten tdmén ympy-
ran vektorimuotoinen yhtéloé on r(t) = (rcost, rsint). Derivaattavektori
r'(t) = (—rsint, rcost) on kohtisuorassa vektoria r(t) vastaan, silld ska-
laaritulo 1/(¢) - r(t) = r*(—sint) cost + r? costsint = 0. Toisaalta ympyréin

12



1.4 Vektorifunktioista

tangentti on kohtisuorassa sivuamispisteen kautta kulkevaa sddettéd vastaan,
joten derivaattavektori ja tangentti ovat yhdensuuntaisia.

Olemme integraalilaskennassa huomanneet, ettd on havainnollista (mutta
epatasmaéllistd) tulkita pinta-ala A "Adrettomén monen ddrettémén pienen
pinta-alkion” dA summaksi. Tulkitsemme nyt vastaavasti, ettd kdyréankaaren
pituus s on "ddrettomén monen Addrettomén pienen kaarialkion” ds summa.

Tarkastelemme kédyran

pisteiden P = (z(t+ At), y(t+ At), z(t+ At)) ja Q = (z(t), y(t), z(t)) valisen
kaaren pituutta As. Kun |Az| on pieni, on

As ~ |QP| = /(Ax)2 + (Ay)2 + (Az)2.

I
I
I
|
:
Az Lol T

- -

|A |
Ayl

As Az\> Ay 2 Az\°

— =) F=) + (=)

At At At At
Antamalla At — 0 saamme

= VI O + 70,

<

Taten

joten kaarialkio

ds = /@' ()2 + ¢/ (t)2 + 2/ (t)2dt = |7/ (t)| dt.

Pisteiden (z(t1),y(t1), 2(t1)) ja (x(t2),y(t2), 2(t2)) vilisen kayrénkaaren pi-
tuus on siis

5= /: ds = /: VIR () + 2R dt = / * o) de

t1
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1.4 Vektorifunktioista

Olkoon f vililla [a, b] derivoituva funktio. Koska tasokédyrilla y = f(x)
on parametriesitys x = t, y = f(t), kiyrankaaren pituus talla valilld on

s_/abmdx.

Esim. 3 Johdamme r-séiteisen ympyran (kehén) pituuden kaavan. Ympyran
2% + y? = r? ylemméin puoliympyrin yhtilo on y = v/r? — 22, ja funktiolle
f(z) =+r?—2a%on

Siis kysytty pituus

" / d
324/0 V14 fl(x)2de =4 / —xQ ngin.
<

%), jolloin v7? — 2% = rcost ja dr =

Sijoittamalla = = rsint (0 < ¢
rcostdt, saamme

/T dz _/grcostdt_/gdt_
0 ’["2—1‘2_ 0 TCOSt - 0 a

joten
s=4r- T_ 27r.
2
Harjoitustehtavia
21. Laske ellipsin
2?2y
— _|_ b_2 =1

rajoittaman alueen pinta—ala. Ohje. Kayta ellipsin parametriesitysté
r=acost,y=>bsint (0 <t < 2m).

22. Olkoot u = f(t) ja v = g(t) skalaarimuuttujan t vektorifunktioita, ja
olkoon y = h(t) sen skalaarifunktio. Osoita, etté funktio a) hf, b) f-g,
c) f x g voidaan derivoida tavallisen tulon derivoimissdannon kaltaisella
saannolla.

23. Ympyrid 2% + (y — r)? = r? lihtee vierimiiéin pitkin z-akselia. a) Johda
sen sykloidin yhtalo, jonka ympyrdn alunperin origossa ollut piste P
piirtdd. Ohje: Valitse parametriksi ympyrédn alimman pisteen ja P:n
vilistd kaarta vastaava keskuskulma. b) Kuinka pitkdn kaaren P on
muodostanut sen palatessa (ensimméisen kerran) x-akselille? ¢) Laske
tdmén kaaren ja x-akselin rajoittaman alueen pinta-ala.

24. Laske kéiyrén a) y = coshz, b) y = %x% kaaren pituus vélilla [0, ¢].
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1.5 Kahden muuttujan funktioista

1.5 Kahden muuttujan funktioista

Olkoon M joukon R? (epiityhji) osajoukko. Jos jokaista lukuparia (z,y) € M
vastaa yksikésitteinen reaaliluku z = f(x,y), niin f on muuttujien x ja y
funktio. Téll4 funktiolla on siis kaksi muuttujaa. Funktion f méérittelyjoukko
on M ja arvojoukko koostuu luvuista z = f(x,y).

Funktion f kuvaaja koostuu avaruuden R? niistd pisteistd (z,y, 2), joille
z = f(x,y). Jos f on tarpeeksi "sdannoéllinen”, niin sen kuvaaja on “pinta’.
Maarittelyjoukko M on tdmén pinnan projektio xy-tasolla. Pintaa voidaan
hahmottaa funktion sama-arvokdyrilld eli niilld zy-tason kéyrilla, joilla f
saa saman vakioarvon. Sama-arvokdyrin yleinen yhtélo on siis f(z,y) = c.
Kartan korkeuskayrit ovat funktion f(x,y) = ”sen paikan korkeus, jonka
koordinaatit ovat = ja y” sama-arvokéyrié.

Esim. 1 Funktion f(z,y) = ax + by + ¢ kuvaaja on taso. Sama-arvokayrit
ovat (miksi?) suoran az + by = 0 suuntaisia zy-tason suoria, jos luvuista a ja
b ainakin toinen eroaa nollasta. (Mitd voidaan sanoa tapauksesta a = b = 07)

Esim. 2 Funktion f(x,y) = 2% + y*> + 3 kuvaaja on pyérihdysparaboloi-
di, jonka huippu on (0,0, 3). Sama-arvokayrit ovat origokeskisid ympyroita
(miksi?).

Miéérittelemme funktion z = f(x,y) osittaisderivaatan f, pitamalld y:ta
vakiona ja derivoimalla z:n suhteen. Vastaavasti méérittelemme osittaisde-
rivaatan f,. (Usein kiytetddn merkint6ja f; ja f,, mutta pilkut ovat tissd

turhaa painolastia.) Siis

h _
o) = i PEERDZTED) g ) ) -

Osittaisderivaatta f,(x,y) ilmoittaa f:n kasvunopeuden z-akselin suunnassa,
kun y on kiinnitetty. Vastaavasti f,(x,y) ilmoittaa f:n kasvunopeuden y-
akselin suunnissa, kun x on kiinnitetty. Merkintd f, luetaan: "f:n derivaatta
x:n suhteen” ja f, vastaavasti. Vaihtoehtoiset merkinnét ovat

or . os

or oy’
jajos z = f(x,y), niin myos

or oy

Merkinta % luetaan: ”d f d x” ja muut vastaavasti.
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1.5 Kahden muuttujan funktioista

Osittaisderivaattoja lasketaan tavallisilla derivoimiskaavoilla, jolloin sitd
muuttujaa, jonka suhteen ei derivoida, pidetédén vakiona.

Funktion z = f(z,y) toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat

2 2

foe = % = % : derivoidaan f, x:n suhteen,
2 2

fow = g—yJ; = g—yz : derivoidaan f, y:n suhteen,
0*f 0%z

Ty 990z~ 9y0n erivoidaan f, y:n suhteen

2 2
fo = ai:gy = (‘fxﬁzy : derivoidaan f, x:n suhteen.

Korkeamman kertaluvun osittaisderivaatat méaritellaan vastaavasti.

Esim. 3 Jos f(z,y) = zsinzy, niin

fe(z,y) = sinzy+ xycoszy,
fylz,y) = a*cosay,

foa(®,y) = 2ycosazy — xy’sinxy,

fyy(xay> = —ZESSin:Ey,

ey (T, = 2wcoswy — x°ysin xy,

foy(zy) = 2 y — a’ysinzy
(z,y) = 2xcosxy— xysinxzy.

fya(@,y) 2 2y si

Koska téssé esimerkissd on f,, = fyz, herdéd kysymys, onko tdmé tulos
yleisestikin voimassa eli onko "sekaderivaatta” riippumaton derivoimisjérjes-
tyksestd. Voidaan todistaa, ettd vastaus on myonteinen, jos kaikki toisen
kertaluvun osittaisderivaatat f,, fyy, foy ja fyz Ovat jatkuvia. Mutta miten
madritellddn kahden muuttujan funktion jatkuvuus? Tyydymme havainnol-
liseen mutta epatasmaélliseen maaritelméaan.

Funktio z = f(z,y) on jatkuva pisteessi (zo,vo), jos f(z,y) — f(zo, o),
kun (x,y) — (xo,yo) pitkin mitd tahansa kayréa.

Toisin kuin yhden muuttujan funktion tapauksessa, kahden muuttujan
funktion f derivoituvuudesta (miké tarkoittaa osittaisderivaattojen f, ja f,
olemassaoloa) ei seuraa jatkuvuus (teht. 27). Nimittédin pelkkd f,m ja f,m
olemassaolo on heikko ominaisuus, koska silld hallitaan f:n kayttdytyminen
vain - ja y-akselien suunnissa.

Kaikki edelld sanottu voidaan yleistdd koskemaan sellaisiakin funktioita,
joissa muuttujia on kolme tai enemmén.
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1.5 Kahden muuttujan funktioista

Osittaisdifferentiaaliyhtalo sisdltaa osittaisderivaattoja.

Esim. 4 Osittaisdifferentiaalihtalon
Pz
oxdy

yleinen ratkaisu on z = ay + b tai z = cx + d, missid a, b, ¢ ja d ovat
mielivaltaisia vakioita.

Esim. 5 Laplacen' osittaisdifferentiaaliyhtilin
02z 0%z

o2 T =Y

ratkaisut ovat harmonisia funktioita. Esimerkiksi funktio 2 = 2? — y* on
harmoninen (miksi?).

Harjoitustehtavia

25. a) Muodosta yhtilon z? = 2 + y? midirittelemien funktioiden z =
f(z,y) ja z = g(z,y) lausekkeet. b) Piirrd nédiden funktioiden kuvaa-
jat. Ohje b-kohtaan: Maaritd sama-arvokéyrat sekd kuvaajien ja koor-
dinaattitasojen leikkausk&yrét.

26. Muodosta funktion f(z,y) = e® — xy? ensimmiisen ja toisen kertalu-
vun osittaisderivaatat.

27. Anna esimerkki kahden muuttujan funktiosta, joka on origossa derivoi-
tuva mutta epajatkuva.

28. Osoita, ettéd funktiolla

2?2 — o2

$2+y27

[, y) = (z,y) # (0,0),

ei ole raja-arvoa origossa. Toisin sanoen muodosta kaksi sellaista kéy-
rad, joita pitkin origoa ldhestyttiessd saadaan eri raja-arvot.

29. Osoita, ettd funktio a) z = sinhysinz, b) z = In (22 + y?) toteuttaa
Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtélon.

'Pierre-Simon Laplace (1749-1827), ranskalainen matemaatikko.
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1.6 Napakoordinaatisto

1.6 Napakoordinaatisto

Napakoordinaatiston muodostavat origo O ja O:sta alkava puolisuora [, joka
on napakoordinaatiston akseli. Pisteen P esitys napakoordinaateissa on [r, 0],
missd r = OP eli P:n etdisyys origosta ja vathekulma 6 on se suunnattu
kulma, jonka alkukylki on [ ja loppukylki on puolisuora OP. Tavallisesti
sovimme, ettd 0 < 0 < 27. Origolle on r = 0 ja 6 maaritteleméaton.

Sijoitamme napakoordinaatiston suorakulmaiseen koordinaatistoon siten,
ettd origot yhtyvét ja akseli yhtyy positiiviseen x-akseliin. Télloin pisteen
P suorakulmaisten koordinaattien (z,y) ja napakoordinaattien [r, 6] vélilla
vallitsevat muunnoskaavat (perustele)

xr=rcosf, y=rsinf

ja toisin péin
T:\/$2+y27 tanﬁzg.
x

Viimeinen kaava ei madrad vaihekulmaa yksikésitteisesti (miksei?), joten 6 on
valittava oikeasta neljainneksesta. Lisdksi on huomattava, ettd tapaus x = 0
taytyy késitelld erikseen (miksi ja miten?).

Suorakulmaisessa koordinaatistossa yhtalon y = yo (vakio) kuvaaja on z-
akselin suuntainen suora, ja yhtélon r = xy kuvaaja on y-akselin suuntainen
suora. Napakoordinaatistossa yhtélon r» = ry kuvaaja on ympyri 22 + % =
r2, jos ro > 0, ja origo, jos g = 0. Yhtélén 6 = 6, kuvaaja on ylempéin
puolitasoon kuuluva suoran y = x tan 6y osa, jos 0 <y < § tai § < 6y <,
ja alempaan puolitasoon kuuluva osa, jos m < 6y < 35 tai 35 < 0y < 2.
(Mité voidaan sanoa tapauksista 6y = 0, 5, m,3%57)

Napakoordinaatiston kdyran yhtalo esitetdén tavallisesti muodossa r =
f(0), missa f on jatkuva funktio. Mukavampi mutta hieman epékorrekti mer-

kintd on r = r(0). Siitd saadaan kéyrille parametriesitys
r=r(f)cosl, y=r(0)sinb,
missé siis parametrina on vaihekulma 6.

Esim. 1 Tarkastelemme suoraa ax + by = ¢ napakoordinaatistossa. Oletam-
me, ettd a,b,c # 0. Sijoittamalla x = rcos#, y = rsinf suoran yhtiloon ja
ratkaisemalla sen r:n suhteen saamme varsin mutkikkaan yhtélon
c
r= —.
acosf + bsinf

(Totea piirtamélla kuvio, ettd 6 ei kdy lapi koko vélid [0, 27| vaan vain sen
erdédn osavélin.) Jos suoraa on vélttdmétta tarkasteltava napakoordinaatis-
tossa, niin on parempi esittdd sen yht#lo muodossa rcos (0 —w) = p, mika
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1.6 Napakoordinaatisto

sekin on mutkikkaampi kuin yhtélo suorakulmaisessa koordinaatistossa. Tés-
sé (cosw,sinw) on suoran normaalivektori ja p on origon etéisyys suorasta.
(Totea tdméa piirtamalld kuvio ja tutki, mink& vélin arvot 6 saa.)

Esim. 2 Arkhimedeen' spiraalin yhtilo on r = 46, missi 0 saa kaikki reaa-
liarvot ja etumerkki valitaan niin, ettd » > 0. Kuviossa on —27 < 0 < 2.

Millainen kuvio saadaan arvoilla —47 < 6 < 477

Laskemme nyt sen alueen pinta-alan A, jota rajoittavat kdyra r = r(6),
missd 01 < 6 < 65, ja ne origosta alkavat puolisuorat, jotka vastaavat vaihe-
kulmia 6)1 ja 92.

(0 + Af)

Tarkastelemme aluksi sen kolmioon pinta-alaa A A, jonka sivuina ovat pisteité
[r(0),0] ja [r(6+ AB), 6 + Af] vastaavat paikkavektorit sekd ndiden pisteiden
vélinen kédyrdnkaari. Jos |Af| on pieni, niin kidyrédnkaari voidaan likimain
korvata néiden pisteiden yhdysjanalla, joten kolmion alan sinikaavan mukaan

AA =~ Sr(0)r(0 + Af)sin Af
ja edelleen

AA sin Af

A AG
Annamme Af — 0, jolloin r(6 + Ag) — r(0) (miksi?) ja ¥22¢ — 1 (miksi?).
Néin saamme

~ 1r(0)r(6 + Af)

A 1,002
W sr(0)r(0) -1 = 5r(0)7,

! Arkhimedes (287 eKr.—212 eKr.), kreikkalainen matemaatikko.
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1.6 Napakoordinaatisto

joten pinta-alkio

dA = 1r(0)%d,

)

92 02
A:/ dA:%/ r(6)2d0.
91 61

Esim. 3 Laskemme Cartesiuksen' lehden x3 — 3axy + v = 0 rajoittaman
alueen pinta-alan. Téssé vakio a > 0.
Sijoittamalla © = r cosf, y = rsin f saamme

ja kysytty pinta-ala

73(cos® § + sin® 0) — 3r?acosfsinh = 0,

josta
3acosfsinf

r=—
cos3 f + sin® 0
Siis pinta-alkio

dA:1r2d0:9—a2 COS@silr'lQ3 2 :9_a2 tan9300829 2d€:
2 2 \cos?0 +sin” 6 2 | (14 tan®0)cos? 6
9a? tan ¢ 2 9a®>  tan’0 1 40 — 9a? tan? 0 (1 + tan? 6)
2 [ (1+ tan®0)cosb 2 (1 4 tan®@)” cos? 6 2 (1 + tan® @)’
AR 3 —3azy+y* =0
\\\\ ol ///,
- AN 7 a

Kayré leikkaa itsensé origossa ja vain siinéd (miksi?), mikd tapahtuu vaihekul-
milla § = 0 ja 6 = 7 (miksi?). Lisdksi kéyrd on symmetrinen suoran y = x
suhteen (miksi?), joten saamme kysytyn pinta-alan A kertomalla kahdella

sen alueen pinta-alan, jota rajoittavat suora y = z ja tdméa kéayra. Néin ollen

i 1 tan?6 (1 + tan®6
A:2/4dA:9a2/4 an O+ tan 0) 4
0 0 (1 + tan®6)

'René Descartes (1596-1650), ranskalainen filosofi ja matemaatikko.
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1.6 Napakoordinaatisto

Sijoittamalla tan § = ¢, jolloin (1 4 tan?#)d# = dt, saamme

/ltan20(1+tan29)d0_/1 t2dt /1 3t2dt __/1 11
0 (1+ tan®0)? o (1+13)° o (1+13) , 1+ 6

joten

W=
Wl

Harjoitustehtavia

30. a) Kertaa ellipsin, hyperbelin ja paraabelin uraominaisuudet. b) Mik-
si naitd kayrid kutsutaan kartioleikkauksiksi? ¢) Myos ellipsilld ja hy-
perbelilld on polttopisteeseen ja johtosuoraan perustuva uraominaisuus
(ks. esim. [7], s. 71, 78), jolloin kartioleikkauksille saadaan seuraava yh-
teinen uraominaisuus. Kartioleikkaus on niiden pisteiden ura, joiden
polttopisteestd () ja johtosuorasta | mitattujen etdisyyksien suhde on
vakio. Tamaé vakiosuhde on kartioleikkauksen eksentrisyys €. Kyseessé
on paraabeli, kun ¢ = 1, ellipsi, kun £ < 1, ja hyperbeli, kun ¢ > 1.
Johda ellipsin yht&lo, kun e = %, = (1,0) jal on suora z = 4. d) Joh-
da paraabelin yhtilo, kun @ on origo ja [ on suora x = —1. e) Johda
hyperbelin yhtélo, kun e = 2, @ = (4,0) ja [ on suora x = 1.

31. Piirra laskimella kayra
1 2 2
a)r 1+ cosf’ ) 2+ cosf’ c)r 2+ 3cosd
Milta kartioleikkauksilta ne néayttavat?
32. Johda kartioleikkauksille yhteinen yhtélé napakoordinaatistossa. Oh-
jeita: Sijoita polttopiste origoon ja johtosuora kohtisuoraan napakoor-

dinaatiston akselia vastaan. Merkitse johtosuoran etédisyytta origosta
s:114 ja kartioleikkauksen eksentrisyytta e:lla.

33. a) Osoita, ettéd kiyrin r = r(0) "kaarialkio”

ds = /7(0)% +1(6)2d6.

b) Laske Pascalin' simpukan r = 1 + cos § muodostaman umpinaisen
kaaren i) pituus, ii) rajoittaman alueen pinta-ala.

c) Laske i) sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat napakoordinaatiston
akseli ja Arkhimedeen spiraalin (esim. 2) vilid 0 < 6 < 27 vastaava
kaari, ii) tdmén kaaren pituus.

!Blaise Pascal (1623-1662), ranskalainen matemaatikko ja filosofi.
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1.7 Differentiaaliyhtaloryhmista

1.7 Differentiaaliyhtédloryhmista

Differentiaaliyhtdloryhmdssd on yleenséd yhtd monta yhtdloa ja tuntematonta
funktiota. Téllaisia yhtéaloryhmié voidaan ratkaista tavanomaista eliminoin-
tia muistuttavalla menetelmalla.

Esim. 1 Valtiot X ja Y valmistautuvat sotaan toisiaan vastaan. Kummankin
maan sotilasmenoja lisdtdan nopeudella, joka on verrannollinen vastapuolen
sotilasmenoihin. Tutkimme, miten ndmé& menot kehittyvét ajan mukana.

Olkoot ajanhetkelld ¢ X:n sotilasmenot x(t) ja Y:n menot y(t). Olkoon
edelleen X:n menojen kasvun verrannollisuuskerroin a(> 0) ja Y:n (> 0).
Talloin on voimassa differentiaaliyhtalopari

¥ =ay, v =pw.

Edellisesta yhtalosta saamme x” = ay/, joten jalkimméaisen yhtdlon perus-
teella 2" = afz. Tamén differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu on (esim. 1.3.4)

z = ceVoPt 4 de VBt

missé vakiot ¢ ja d madraytyvat arvoille 2(0) ja y(0) asetetuista alkuehdoista.
Koska 2’ = ay, on edelleen

v % - é (ev/aBeV — dy/afie V") = \/g (cev™ — eVt

Suurilla t:n arvoilla on

é ceVaBt
(0%

z eVt oy

(miksi?), joten kummankin valtion sotilasmenot kasvavat suunnilleen ekspo-
nentiaalisesti. Tamén mallin mukainen toiminta johtaa siis sellaiseen varus-
telukierteeseen, jota mink&idn maan talous ei ajan mittaan kesta.

Olkoon differentiaaliyhtaloparilla ' = f(x,y,t), ¥ = g(z,y,t) ratkaisu
x = x(t), y = y(t). Se kidyri, jolla on tdmé parametriesitys, on differen-
tiaaliyhtaloparin faasikdyrd. Kolmen differentiaaliyhtélon ja kolmen tunte-
mattoman funktion ryhmén faasikdyrd mééritelladn vastaavasti avaruuden
kidyrand. Faasikdyrdn tangenttivektorit "ndhdéan” yhtaloryhmésté sitd rat-
kaisematta.
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1.7 Differentiaaliyhtaloryhmista

Esim. 2 Ratkaisemme differentiaaliyhtéléparin
¥+y=0, ¢y —-z2=0

alkuehdoilla z(0) = 1, y(0) = 0. Edellisesté yhtdlosta saamme 2" + ' = 0,
joten jalkimméisen yhtdlon perusteella 2” + x = 0. Tamén differentiaa-
liyhtélon yleinen ratkaisu on (esim. 1.3.3) # = ccost + dsint. Edelleen
y = —a' = csint — dcost. Koska x(0) = ¢ ja y(0) = —d, on alkuehtojen
perusteella ¢ = 1 ja d = 0. Siis kysytty ratkaisu on x = cost, y = sint, ja
vastaava faasikdyréd on origokeskinen yksikkoympyra.

Harjoitustehtavia

34. Saarella on petoja ja saaliseldimié. Saaliit syovét vain ruohoa, jota saa-
rella riittda. Pedot sy6viét vain saaliita. Pienelld aikavililld petojen ja
saaliiden lukuméérdt muuttuvat likimain seuraavasti. Petoja syntyy
médrd, joka on verrannollinen petojen ja saaliiden méariin aikavélin
alussa seké aikavilin pituuteen. Petoja kuolee méaré, joka on verran-
nollinen petojen médrdaan aikavélin alussa ja aikavélin pituuteen. Saa-
liita syntyy mééra, joka on verrannollinen saaliiden méériaén aikavélin
alussa ja aikavilin pituuteen. Saaliita kuolee méard, joka on verran-
nollinen saaliiden ja petojen méériin aikavélin alussa seké aikavélin pi-
tuuteen. Muodosta se differentiaaliyhtalopari, jota petojen ja saaliiden
lukumaédrat ajan funktiona noudattavat.

35. Todista: a) Differentiaaliyhtaloryhmén
¥=y—z2 y=z—x Z=x-y

faasikédyrit ovat yhdensuuntaisissa tasoissa. (Faasikédyrid on olemassa,
silla tdmé ryhmé voidaan ratkaista. Ratkaisumenetelmisté ks. esim. [2],
[18], [19].) b) Jokaisen faasikdyrdn jokainen tangentti on kohtisuorassa
sivuamispisteen paikkavektoria vastaan.
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2.1 Nopeus ja kiihtyvyys

2 Mekaniikkaa

Klassinen mekanitkka on oppi liikkeistd ja niiden syista. Sen tarkeimmét osat
ovat statitkka, kinematiikka ja dynamiikka. Statiikassa tutkitaan "liikkumat-
tomuutta” eli tasapainoa. Kinematiikassa tutkitaan “liikkeitd sindnsa” kiin-
nittdmatta huomiota niiden syihin. Dynamiikassa tutkitaan liikkeiden syité.
Koska nopeuden késite on keskeinen kinematiikassa ja dynamiikassa, ndméa
mekaniikan alat ovat merkittéavia differentiaali- ja integraalilaskennan sovel-
luskohteita. Erityisesti differentiaaliyhtéloilla on térked merkitys.

2.1 Nopeus ja kiihtyvyys

Tarkastelemme aluksi kappaletta, joka liikkuu pitkin z-akselia. Puhuessam-
me kappaleesta tms. tarkoitamme usein "massapistettd”. Olkoon = = z(t)
sen paikka ajanhetkella t. Kappaleen keskinopeus aikavalilld [t,t + At] on
erotusosamaara

z(t + At) — x(t)
At

Kappaleen nopeus v = v(t) ajanhetkelld t on tdmén erotusosaméérin raja-
arvo, kun At — 0. Siis

x(t + At) — z(t)

— 1 0
olt) = fim =7 =@
eli
U—d_x
Cde

Kappaleen keskikiihtyvyys aikavdlilld [t,t + At] on "nopeuden muutoksen
keskinopeus” eli erotusosaméaari

v(t + At) —v(t)
At ‘

Kappaleen "nopeuden muutosnopeus” eli kiihtyvyys a = a(t) ajanhetkelld t
on tdmén erotusosamadran raja-arvo, kun At — 0. Siis

v(t + At) —o(t)

. 7 "
L
eli
_dv_dzx
T T e
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2.1 Nopeus ja kiihtyvyys

Nopeutta ja kiihtyvyyttad voidaan pitdd tédssé paitsi skalaareina myos yk-
siulotteisina vektoreina. Niille ei kuitenkaan tarvitse silloin kédyttad vektori-
merkintédd, koska mahdollisia suuntia on vain kaksi, ja vastakkainen suunta
voidaan ilmoittaa miinusmerkill&.

Maaritellaksemme tasossa tai avaruudessa tapahtuvan liikkeen nopeuden
ja kithtyvyyden meidén tarvitsee vain korvata paikkakoordinaatti (tai paik-
kavektori) z(t) paikkavektorilla r(¢). Olkoon siis r = r(t) kappaleen paikka-
vektori ajanhetkelld ¢. Talloin kappaleen keskinopeus aikavélilla [t, ¢ + At]
on

r(t+ At) —r(t)

ja nopeus ajanhetkelld ¢ on

_ o
vit) = AI}:EIO At =)
eli
Cdt

Keskikiihtyvyys aikavélilld [t, ¢ + At] on

v(t + At) — v(t)

ja kiihtyvyys ajanhetkelld t on

_ R i
R
eli
Qv
Code de?

Yhtélostd r = r(t) ndkyy, missa kappale on milldkin ajanhetkelld. Téméan
yhtélon kuvaaja on kappaleen rata. Komponenttimuodosta
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2.1 Nopeus ja kiihtyvyys

on aina radan tangentin suuntainen. Kiihtyvyysvektori
a(t) =v'(t) = r"(t) = («"(1),y"(1), 2"(1)).
Nopeusvektorin pituus
v(t)] = [t ()] = Va' ()2 +y' (1) + 2/ (t)?

on kappaleen ratanopeus eli vauhti. Piddémme kuitenkin luvallisena puhua
nopeudesta silloinkin, kun oikeastaan olisi puhuttava vauhdista.

Esim. 1 Kappale heitetddn korkeudelta h vaakasuoraan nopeudella vy (> 0).
Valitaan xy-koordinaatisto niin, ettd positiivinen y-akseli osoittaa ylospéin
ja heitto tapahtuu pisteesti (0, h) positiivisen z-akselin suuntaan. a) Johda
kappaleen radan yhtélo i) vektori- ja parametrimuodossa, ii) muodossa y =
f(z). b) Mé&arita kappaleen i) nopeus, ii) kiithtyvyys, iii) vauhti annetulla
ajanhetkelld heiton aikana. Ilmanvastusta ei oteta huomioon.

(0, h) y&%"

a) i) Ajan t (> 0) kuluttua heittohetkestd (mutta heiton aikana) kappale on
alkunopeuden takia liikkunut z-akselin suunnassa matkan vyt mutta samal-
la pudonnut matkan %gtz, missd g on painovoiman kiihtyvyys. Kappale on
talloin pisteesséa (vot, h — %gtz). Taytyy olla h — %gt2 > 0, joten

0<t < /—.
g
Siis radan yhtélo on vektorimuodossa
r(t) = (vot, h — $gt?)
ja parametrimuodossa
2(t) = vot, y(t) = h— 39t%,

missé t toteuttaa edelld mainitun epayhtélon.
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2.1 Nopeus ja kiihtyvyys

ii) Koska x = vpt, on t = z /vy, jonka sijoittamalla yhtéloon y = h — %gt2
saamme

missé,

Rata on siis erddn paraabelin kaari, ks. edellisen sivun kuvio.

b) i) Nopeus

eli

ii) Kiihtyvyys

eli

iii) Vauhti
X' (8)] = /w6 + (91)°.

Se on suurimmillaan kun ¢ = \/2h/g, ja sen suurin arvo on

Umax = A/ Vi + 2gh.

Télla vauhdilla kappale torméd maahan.

Harjoitustehtavia

36. Henkilo ldhtee kdveleméin lyhtypylvaédn vierestd suoraan poispéin ta-
saisella nopeudella v. Milld nopeudella héinen varjonsa kasvaa, kun hé-
nen pituutensa on a, lampun korkeus pylvéadssi on b ja a < b?

37. Kappale liikkuu pitkin positiivista x-akselia nopeudella, joka on kéén-
tden verrannollinen kappaleen etéisyyteen origosta. Ajanhetkella ¢t = 0
kappaleen paikka x = 2 ja nopeus v = 1. Maéritd kappaleen paikka
ajan funktiona.
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2.1 Nopeus ja kiihtyvyys

38. Hoylen! tieteisromaanissa [6] Aurinkokuntaa lihestyy suuri kaasupilvi,
joka uhkaa peittdd Auringon ja siten tuhota elamén Maasta. Viimeisen
kuukauden aikana pilven kulmaldpimitan (eli sen kulman, jossa pilvi
ndkyy) oli havaittu kasvaneen 5 %. Talla perusteella tiedemies nimelté
Weichart esittdé seuraavan laskelman.

Olkoon ajanhetkelld ¢ pilven kulmaldpimitta o = «(t) (radiaania) ja
etédisyys meistd e = e(t). Oletetaan, etté pilven halkaisija d ja nopeus v
ovat vakioita. Koska d on paljon pienempi kuin e, yhtalo

o = —
(&

on likim&&rin voimassa. Derivoimalla saadaan

da dde
dt — e2dt’
Koska
de
v=——
dt’
on siis
da d
— = .
dt  e?
Olkoon T se aika, jonka kuluttua pilvi saavuttaa Auringon. T&ll6in
‘o
v

Eliminoimalla v kahdesta edellisesta yhtélosta saadaan
da d

dat el
joten
d dt dt
T=—-—=a—.
e da ada
Kun At = 1 (kuukautta), on Aa = 0,05. Nyt
d At 120
da” Aa 0,050 «

ja edelleen

2
T%oz-—O:20,
Q

joten kysytty aika on noin 20 kuukautta.

Kirjassa Weichart (Hoyle) on tyytyvédinen paittelyynsi, mutta 7" voi-
daan laskea paljon yksinkertaisemmin kayttaméatta derivaattaa. Miten?

'Fred Hoyle (1915-2001), brittildinen téhtitieteilija.
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2.1 Nopeus ja kiihtyvyys

39.

40.

41.

*42.

*x43.

x44.

a) Kertaa kulmanopeuden kisite. b) Origosta alkava puolisuora [, joka
alunperin oli positiivinen x-akseli, kiertyy origon ympéri kulmanopeu-
della w > 0. Samalla kappale, joka alunperin oli origossa, liikkuu [:4&
pitkin tasaisella nopeudella u (I:n suhteen). Laske tdmé&n kappaleen

i) nopeus, ii) kiihtyvyys, iii) vauhti ajan funktiona.

Kappaleen paikkavektori ajan ¢ funktiona on
r(t) = (Rcoswt, Rsinwt, ut) ,

missid R (> 0) w(# 0) ja u (5 0) ovat vakioita. a) Laske tamén kap-
paleen i) nopeus, ii) kiihtyvyys ajan funktiona, iii) radan projektiot
koordinaattitasoissa. b) Miksi kappaleen rata on nimeltdén ruuvivii-
va?

Retkikunta ldhtee vuodenvaihteessa Eteldnavalta ja suuntaa kulkunsa
joka hetki kohti Aurinkoa tasaisella vauhdilla v. Missd se on vuorokau-
den kuluttua? Maan pallonmuotoisuutta ei oteta huomioon eli olete-
taan, ettd Maa on "pannukakku” (Miksi nédin voidaan tehda?)

Polkupyoran renkaan kumiin tarttuu hiekanjyva. Laske sen a) nopeus,
b) kiihtyvyys ajan funktiona, kun pyoréilija ajaa tasaisella nopeudella u
ja renkaan séde on r.

Muurahainen ldhtee kdvelemé&én pitkin yhden metrin pituista kuminau-
haa sen toisesta padstd nopeudella 0,01 m/s (nauhan suhteen). Samalla
nauhaa aletaan venyttdé niin, etta sen pituus kasvaa nopeudella 1 m/s.
a) Minké ajan kuluttua muurahainen péésee perille b) Kuinka pitké
nauha on silloin? Vrt. [5], teht. 170.

Petolintu lentdd 50 m korkeudella ja havaitsee suoraan alapuolellaan
saaliin. Se ldhtee hyokkadamé&in tasaisella vauhdilla v kohti saalista, jo-
ka alkaa paeta nopeudella 10 m/s kohti 100 m pé#ssé olevaa pesdin-
sd. Miké on pienin v, jolla lintu tavoittaa saaliin? Ohje: Sijoita linnun
lahtopaikka origoon ja saalis juoksemaan pisteesta (50,0) alkaen kohti
pisteessi (50,100) sijaitsevaa pesié.
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2.2 Newtonin liikelait. Impulssiperiaate

Klassinen mekaniikka perustuu Newtonin (litke)lakeihin, jotka esitémme pian.
Se ja klassinen sdhkdoppi, jota emme késittele téssi kirjassa, selittavéit hyvin
kaikki "tavanomaista suuruusluokkaa” olevat mekaniikan ja sdhkoopin ilmi6t.
Kuitenkaan klassinen mekaniikka ja séhkooppi eivét selitd kunnolla "erittdain
pientd suuruusluokkaa” olevia atomi- ja hiukkastason ilmioitéd, vaan silloin
tarvitaan kvanttimekaniikkaa. Ne eivat myoskéddn selitd kunnolla erittédin
suurta suuruusluokkaa” olevia tahtitieteen mittakaavassa tapahtuvia ilmioi-
ta, vaan silloin tarvitaan suhteellisuusteoriaa.

Kappale on vapaa, jos se ei ole vuorovaikutuksessa muiden kappaleiden
kanssa. Vapaa kappale jatkaa liikettdén vakionopeudella (eli suoraviivaisesti
ja vakiovauhdilla) tai pysyy liikkkumatta. Tdma on Newtonin ensimmdinen
laki eli jatkavuuden lak:.

Kappaleen litzkemddrd p on massan m ja nopeuden v tulo

p =mv.

Vapaan kappaleen litkemééréd on jatkavuuden lain perusteella vakio. Kappa-
leet muodostavat eristetyn systeemin, jos ne ovat vuorovaikutuksessa vain
toistensa kanssa. Jatkavuuden lain yleistys on litkemddrdn sdilymislaki: Eris-
tetyssé systeemissé kappaleiden litkeméédrien summa on vakio.

Voima muuttaa liikemé#rad. Kappaleeseen vaikuttava voima F on liike-
méaaran p muutosnopeus

dp
F=—.
dt
Jos siis m on vakio, niin
d(mv) dv
F= T ma = ma,

missé a on kiihtyvyys. Tamé on Newtonin toinen laki eli dynamiikan perus-
laki. Voimme esittad sen myos muodossa
d’r
F = m@,
missd r on kappaleen paikkavektori.

Jos tiedetdén, miten F riippuu ajasta, eli jos tunnetaan funktio F = F(t),
niin dynamiikan peruslaista tulee kappaleen liikeyhtdls. Nimittain talloin sen
tietyt alkuehdot toteuttavasta ratkaisusta r = r(¢) niakyy, missd kappale on
milldkin ajanhetkellA.
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Ensimmaéinen laki seuraa toisesta. Jos nimittédin kappale on vapaa, niin
F = 0, jolloin toisen lain mukaan a = 0, ja siis v on vakio. Ensimméinen laki
voitaisiin siis poistaa, mutta historiallisista syistéd niin ei ole tapana tehda.

Kahden kappaleen vilinen vuorovaikutus aiheuttaa niihin (itseisarvoil-
taan) yhtdsuuret ja vastakkaissuuntaiset voimat. Ta4ma on Newtonin kolmas
laki eli vorman ja vastavoiman laks.

Tarkastelemme seuraavaksi kappaletta, johon vaikuttaa vakiovoima F ai-
kavalilla [t,t + At]. Voiman F “kokonaisvaikutus” kappaleeseen eli tamén
voiman impulssi saadaan kertomalla voima aikavilin pituudella

I =FAtL

Olkoon Ap liikemé#drin muutos talla aikavililld. Koska F on vakio, p on
enintdén ensimméisen asteen polynomi ¢:n suhteen (eli p:n komponentit ovat
tallaisia polynomeja). Siksi

Ap
— =F
At
ja edelleen
Ap = FAt.

Merkitsemalld ndméa FAt:n lausekkeet yhtasuuriksi huomaamme, etté on voi-

massa tmpulssiperiaate
I=Ap.

Siis impulssi on sama kuin liikkem&aran muutos.

Merkitsemme vektorisuureiden v, a, p, F ja I itseisarvoja poistamalla li-
havoinnit eli kirjoittamalla v, a, p, F' ja I. Huomautimme jo (s. 26) siité,
ettd puhumme usein nopeudesta vaikka tarkoitamme vauhtia. Samoin pu-
humme usein kiihtyvyydesta, liikemé&édrdstd, voimasta ja impulssista, vaikka
tarkoitamme néiden vektorien itseisarvoja eli kiithtyvyyden ym. "suuruuksia”.

Laajennamme vield impulssin mééritelmén tapaukseen, jossa F ei ole va-
kio (vaan riippuu ¢:std). Olkoon tarkasteltava aikavili [tq,5]. Jos At on pieni,
niin F on aikavalilla [t,¢ + At] likim&érin vakio, jonka impulssi on F(t)At.
Siksi voimme ajatella, ettd F:n impulssi aikavélilla [t1,t5] on kaikkien "im-
pulssialkioiden”

dI = F(¢)dt

"summa” yli vdlin [¢, 5] eli integraali

to to
1= / dl = / Fdt.
t1 t1
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2.2 Newtonin liikelait. Impulssiperiaate

(Maérittelemme vektorifunktion integraalifunktion ja méaérityn integraalin
integroimalla komponenteittain, vrt. vektorifunktion derivaatan méaritelmé
s. 12. Koska kiytdmme derivaatalle enimmiékseeen Leibnizin! merkintii, jos-
sa funktion muuttujaa ei kirjoiteta ndkyviin, on johdonmukaista menetelld
vastaavasti integraalin kohdalla eli jattaa funktion F = F(¢) muuttuja kir-
joittamatta.)

Jos v; kappaleen nopeus ajanhetkelld ¢; ja vy nopeus hetkelld ¢y, niin
voimme kirjoittaa impulssiperiaatteen muotoon

to
/ Fdt = mvy — mvy.

t1

Esim. 1 Galilei® osoitti kokeellisesti, etté kaikki kappaleet putoavat kiihty-
vyydelld ¢ = 9,81 m/s?, kun ilmanvastusta ei oteta huomioon. (Merkinti
g = 9,81m/s? tarkoittaa, ettii kyseessi on gm kolminumeroinen likiarvo.
Menettelemme vastaavasti muuallakin. Siis kdytdmme yhtdsuuruusmerkkié
tarkoittamaan, ettd tulos on oikein siiné olevalla tarkkuudella.) Siis Maa vai-
kuttaa kappaleeseen voimalla, jonka suuruus on G = mg, kun m on kap-
paleen massa. Vastaava vektoriyhtdlo on G = mg, missd kummankin vek-
torin suunta on pystysuoraan alaspain. "Yksiulotteisessa tapauksessa” emme
yleensé lihavoi vektoreita, vaan kirjoitamme tédmén vektoriyhtdlon muodos-
sa G = mg tai G = —mg sen mukaan, kumpi pystysuoran suoran suunta
valitaan positiiviseksi.

Kokeellisesti on todettu, ettd kun putoavan kappaleen nopeus on melko
pieni, ilmanvastus on likiméérin verrannollinen nopeuteen. Suuremmilla no-
peuksilla se on likimé&érin verrannollinen nopeuden korkeampaan potenssiin,
sitd korkeampaan mitd suurempi nopeus on.

Esim. 2 Maarita putoavan kappaleen a) nopeus, b) kulkema matka annetulla
hetkelld putoamisen aikana. Oletetaan, ettd ilmanvastus on verrannollinen
nopeuteen.

a) Olkoon kappaleen massa m ja verrannollisuuskerroin A. Nopeus v ei voi
kasvaa mielivaltaisen suureksi, koska tarpeeksi suurella v:n arvolla ilmanvas-
tus kumoaa kappaleeseen vaikuttavan painovoiman. Siis on olemassa raja-
nopeus w, jota v ei ylitd, ja jolloin ilmanvastus on sama kuin kappaleeseen
vaikuttava painovoima. Toisin sanoen Aw = mg, josta

A="9

w

!Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), saksalainen matemaatikko ja filosofi.
2Galileo Galilei (1564-1642), italialainen fyysikko.
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2.2 Newtonin liikelait. Impulssiperiaate

Rajanopeus w riippuu kappaleen muodosta. Esimerkiksi avautuneelle las-
kuvarjolle se on pienempi kuin pakatulle laskuvarjolle. Rajanopeus voidaan
maéadrittad kokeellisesti tuulitunnelissa.

Suuntaamme z-akselin pystysuoraan alaspéin ja ajattelemme, ettd kap-
pale putoaa sitd pitkin. Valitsemme origoksi sen pisteen, jossa kappale oli
alunperin. Talloin z(0) = 0 ja v(0) = 0.

a(t)f---
x mg

Kappaleeseen vaikuttaa voima

m w—v
F:mg—)\v:mg——‘qv:mg ,
w w

mutta toisaalta dynamiikan peruslain mukaan

dv
F=m—.
"t
Merkitsemélld ndmé F':n lausekkeet yhtasuuriksi ja jakamalla m:l14 saamme
differentiaaliyhtalon

dv  w-—w

a T
josta erottamalla muuttujat

d
LR

w—v W

ja edelleen integroimalla
t
—In(w—v) = g——l—k:,
w

missé k£ on integroimisvakio. Nain ollen

_gt_ _k —at _gt
w—v =e wk:eke w = Ce w’

missi ¢ = e~*. Differentiaaliyhtdlémme yleinen ratkaisu on siis
gt

V=W —ce w.

Alkuehdon v(0) = 0 perusteella ¢ = w, joten

v:w<1—e_%>.
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2.2 Newtonin liikelait. Impulssiperiaate

Todellakin w on rajanopeus, silld v — w, kun ¢t — oo (miksi?). Kuitenkaan ¢
ei voi kasvaa rajattomasti, koska kappale putoaa aikanaan maahan.

b) Kysytty matka

2
x:/w(l—e_%>dt:wt+w—e—ﬁ+0,

g
missé integroimisvakio ¢ maédrdytyy alkuehdosta z(0) = 0. Saamme ¢ =
—w?/g, joten
2
x:wt—w—(l—e_%>.
g

Esim. 3 Raketti, jonka massasta 80 % on polttoainetta, ammutaan suoraan
ylospéin. Polttoaine palaa ja virtaa kaasuna ulos raketista tdméan suhteen
nopeudella v = 2500 m/s. Polttoaine palaa loppuun ajassa T' = 60 s. Laske
raketin nopeus tdmén ajan kuluttua. I[lmanvastusta ei oteta huomioon.

Valitsemme positiiviseksi suunnaksi raketin liikesuunnan. Laskemme aluksi
raketin litkem&édran muutoksen aikavélilld [¢,¢ + At]. Olkoot m ja w raketin
massa ja nopeus hetkelld t, ja olkoot m + Am ja w + Aw ndméi suureet
hetkelld ¢ + At. Koska Am < 0, raketista poistuu massa —Am nopeudella
w — u Maan suhteen. Raketin ja siitd poistuneen osan kokonaisliikem&éré
hetkelld t + At on

(m+ Am)(w 4+ Aw) + (=Am)(w — u) =

mw + mAw + wAm + AmAw — wAm + uAm =
mw + mAw + AmAw + uAm ~ mw + mAw + uAm.

(Miksi AmAw voidaan poistaa?) Hetkelld ¢ tamé liikemé&érd on mw, joten lii-
keméérien erotus on mAw +uAm. Koska téalld aikavililla rakettiin vaikuttaa
voima F' &~ —mg, impulssiperiaatteen mukaan

mAw + ulAm ~ —mgAt

sitd tarkemmin mitd pienempi At on. "Differentiaaleille” on siis voimassa
yhtils

mdw + udm = —mgdt
eli

dw = —u— — gdt.
m
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2.2 Newtonin liikelait. Impulssiperiaate

Olkoon raketin alkuperdinen massa polttoaineineen mg ja kysytty nopeus v.
Aikavililld [0, 7] massa vdhenee mg:sta mg/5:een ja nopeus kasvaa 0:sta
v:hen, joten

mo
v 3 d T
/dw:—u/s—— gdt.
0 mo M 0

Integroimalla saamme

v=ulnd—gT.

Kun vield sijoitamme u = 2500 m/s ja T' = 60 s, tulee vastaukseksi 3400 m/s.

Harjoitustehtavia

45.

46.

*47.

48.
%49.

50.

51.

Kappale heitetddn maanpinnnan tasosta kulmassa « nopeudella vg. Il-
manvastusta ei oteta huomioon. Johda tdmén kappaleen radan yhtalo
valitsemalla koordinaatisto sopivasti. Vrt. esim. 2.1.1.

Ohutta ketjua pidetédén niin, ettd sen toinen pééd on suorana poydalld
kohtisuorassa poyddn reunaa vastaan ja toinen riippuu poydéan ulko-
puolella. Ketjun pituus on a ja riippuvan osan pituus b. Ketju péds-
tetddn liukumaan. Kitkaa ei oteta huomioon. Madrita tdmén ketjun
liukumisnopeus annetulla hetkelld liukumisen aikana.

Ohut ketju ripustetaan kiinnittamélla sen péaét yhté korkealle (niin, etté
kiinnityspisteiden vélimatka on pienempi kuin ketjun pituus). Johda
ketjun muodostaman kédyridnkaaren yhtalo valitsemalla koordinaatisto
sopivasti. Ohje: Ketjun kuhunkin pisteeseen vaikuttaa jannitys, joka on
tahén pisteeseen asetetun tangentin suuntainen.

Kasittele esimerkki 2 vaihtamalla z-akselin suunta.

Kappale heitetddn maanpinnnan tasosta kulmassa « nopeudella vg. Il-
manvastus oletetaan verrannolliseksi nopeuteen verrannollisuuskertoi-
mella A. Valitsemalla zy-koordinaatisto sopivasti johda kappaleen ra-
tana olevan ballistisen kdyrdn yhtélo a) parametrimuodossa x = x(t),
y = y(t), missd ¢t on heittohetkestd kulunut aika, b) muodossay = f(x).
Vrt. esim. 2.1.1 ja teht. 45.

Jatkoa esimerkkiin 3. Laske raketin keskikiihtyvyys laukaisua seuran-
neen ensimmaéisen sekunnin aikana.

Jatkoa esimerkkiin 3. Kuinka suuren osan raketin alkuperdisestd mas-
sasta pitdd olla polttoainetta, jotta raketti pédsisi pois Maan vetovoi-
makentéista? Lahtonopeuden taytyy silloin olla véhintdan 11,2 km/s
(teht. 62 a).
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2.3 Tyo. Energiaperiaate

Tarkastelemme aluksi kappaletta, joka on vaakasuoralla alustalla ja johon vai-
kuttaa alustan suuntainen vakiovoima, suuruudeltaan (eli itseisarvoltaan) F.
Jos kappale liikkuu tdmén voiman suuntaan matkan s, niin voiman F' tekemd
tyo on

W = F's.

Jos taas kappale liikkuu vastakkaiseen suuntaan matkan s, niin W = F's on
votmaa F vastaan tehty tyo. Talloin sanomme, ettd voiman F' tekemé tyo on
sen vastaluku

W = —Fs.

Esim. 1 Kappale nostetaan maan pinnalta korkeudelle h. Siihen vaikutta-
va painovoima G = —mg (miinusmerkki tarvitaan, koska liikkkeen suunta on
ylospéin) on télloin kumottava voimalla F' = mg. Voiman F' tekemé eli voi-
maa G vastaan tehty tyo W = mgh. Voimme ajatella ettd tamé tyo on "varas-
toitunut” kappaleeseen potentaalienergiana U = mgh (maanpinnan suhteen).
Talloin kappaleella on sijaintinsa perusteella kyky tehda tyota U:n verran.

(Oikeastaan kappale ei tee tyotd vaan voima, mutta pidimme luvallisena
kayttad myos tatd havainnollista puhetapaa. Aivan tarkkaan ottaen, koska
voimat ovat vuorovaikutuksia, meidan pitéisi puhua vuorovaikutuksessa ole-
vien kappaleiden yhteisesti muodostaman voimakentén tyostéa. Kuitenkin tés-
sé esimerkissd, kuten muuallakin téssé kirjassa, kappaleen vaikutus Maahan
on merkitykseton, joten voimme jattdd sen huomiotta.)

Tarkastelemme nyt tapausta, jossa voima ja liike voivat olla erisuuntaisia.
Kappale, johon vaikuttaa vakiovoima F (# 0), siirtyy vektorin s (# 0) verran.
Olkoon F:n ja s:n vélinen kulma «. Télloin se voima Fg, joka tekee tyoté
tai jota vastaan tehd&in tyotd, on F:n (vektori)projektio s:n maaraamalla
suoralla. Koska
s |F||s|cosa  F-s

Fs = |F|cosa — -
) 5] |s[? [s[?

S,

on T
-8
F|ls| = = [s|* = |F - s|.
Fuls] = o s = [F s
Téten |F - s| on Fg:n tekemé tyo, jos Fy ja s ovat samansuuntaiset, ja Fg:d4
vastaan tehty tyo, jos ndmé voimat ovat vastakkaissuuntaiset.
Edellinen vaihtoehto tapahtuu, kun 0 < a < 90°, jolloin kyseesséd on Fg:n
tekemd tyo. Télloin F -s > 0, joten |F - s| = F - s. Jélkimmaéinen vaihtoehto

taas tapahtuu, kun 90° < o < 180°, jolloin kyseessd on Fg:44 vastaan tehty
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2.3 Ty6. Energiaperiaate

tyo. Talloin F-s < 0, joten |F-s| = —F -s. Sen vastaluku F -s on F:n tekemé
tyo. Siis kummassakin tapauksessa F - s on F:n tekemi tyo. (Mita voidaan
sanoa tapauksesta o = 90°7)

ST SV

Maarittelemme siis, ettd jos kappale, johon vaikuttaa vakiovoima F, siir-
tyy vektorin s verran, niin voiman F tekemé tyo

W =F"-s.

Taméa méadritelma kattaa myos tapaukset F = 0 ja s = 0, jolloin W = 0.

Laajennamme nyt tyon méaaritelmén tapaukseen, jossa F ei ole vakio
(vaan riippuu kappaleen paikasta, jota edustaa paikkavektori r). Olkoon kap-
pale alunperin paikassa r; ja liikkeen jélkeen paikassa ro, jolloin s = ry —ry.
Jos |Ar| on pieni, niin F on (suunta)janalla [r, r+ Ar| likimdérin vakio, jonka
tekemé tyo kappaleen liikkuessa tdmén janan alkupisteesté loppupisteeseen
on F(r) - Ar. Siksi voimme ajatella, ettd F:n tekemé tyo kappaleeen liikkues-
sa (suunta)janan [rq, ro] alkupisteesté loppupisteeseen on kaikkien "tyoalkioi-
den”

dW =F(r)-dr

"summa” yli janan [ry, ro] eli integraali

ro ro
W = / dW = / F -dr.
ry ry

Katsomme, miten oikeanpuolinen integraali voidaan laskea. Janan [ry, ry] pa-
rametriesitys on r(z) = r; + z(ry —ry), missd parametri z kity lapi vélin [0, 1].

Télloin
/:ZF.dr = /:F(r) -dr = /OIF(r(z)) ~dr(z) =

/01 F(r(z)) -r'(z)dz = /01 F(r(2)) - (rs — 1r1)dz.

Viimeisen integraalin integroitava on kahden vektorin skalalaaritulona ska-
laari, joten kyseesséd on tavallinen yhden reaalimuuttujan reaalifunktion in-
tegraali.
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Palaamme viel& yksiulotteiseen tapaukseen. Oletamme, etti kappaleeseen
vaikuttaa x-akselin kanssa yhdensuuntainen voima F' = F'(z). Kun kappale
lilkkkuu origosta pisteeseen s # 0, huomaamme joko ylld olevan perusteella
(miten?) tai erikseen padttelemalld (miten?), ettd tAmén voiman tekemé tyo

W—/ Fdzx.
0

Esim. 2 Autoa, jonka massa on m, kiihdytetddn suoralla tielld a) tasaisella,
b) mielivaltaisella kiihtyvyydelld levosta nopeuteen v. Kuinka suuren tyon
kithdyttédvé voima tekee?

a) Olkoon auton nopeus u = u(t) ja kiihtyvyys a. Koska kithdyttavé voi-
ma F' = ma, "tyoalkio”
du dx

dz = m—du = mudu,

dW = Fdx = madx =
z =medz =m &

joten kysytty tyo

W:/ dW:/ mudu:/ %muQZ%mUQ.
0 0 0

b) Sill, ettéd a on vakio, ei ole a-kohdassa merkitysta. Nimittdin kaikki laskut
ovat samat silloinkin, kun a = a(t), joten nytkin W = %va. Tama tyo el
siis riipu siitd, milld tavalla autoilija painaa kaasupoljinta.

Voimme ajatella ettéd autoa kiithdyttavin voiman F' tekemé ty6 on "varas-
toitunut” autoon litke-energiaksi T = %mv? T&ll6in autolla on litketilansa
perusteella kyky tehda tyota T:n verran.

Laajennamme nyt esimerkin 2 ndkokulmaa. Tarkastelemme aluksi yksiu-
lotteista tapausta. Olkoon kappale ajanhetkelld t; pisteessd zq, jolloin sen
nopeus on vy. Oletamme, ettd tamé kappale siirtyy pisteeseen x5, jossa se on
ajanhetkelld ¢5, ja sen nopeus on vy. Olkoot v = v(t) ja a = a(t) kappaleen
nopeus ja kiihtyvyys hetkelld t. Voiman F' = F(x) tekemé tyo

€92 T2 T2 d v2 d
W:/ Fdx:/ mad:B:/ m—vdatz/ m—xdv:
o o o dt o dt

V2 V2
_ 1,2 1.2 1 .9  m
/ mudv —/ ymu” = gmuy — gmuy =Ty — 11,
V1 V1

missé T on kappaleen liike-energia pisteessé xq ja T, pisteessé xo. Merkitse-
malla AT =T, — T7 huomaamme, ettd on voimassa energiaperiaate

W = AT.
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2.3 Ty6. Energiaperiaate

Siis litkuttavan voiman tekemaé ty6 on sama kuin liike-energian muutos. Voim-
me kirjoittaa energiaperiaatteen myos muotoon

2

Z2
_ 1,2 1.2
/ Fdx = 5muvy — 5muy

1

ja kolmessa dimensiossa vastaavasti muotoon

ro
/ F-dr = bm|vs]” — Lmfvi].

ry

Vertaa toisiinsa impulssi- ja energiaperiaatetta. Mitad yhtaldisyyksia 16ydét?

Huomasimme esimerkissid 1, ettd jos massaltaan m oleva kappale nos-
tetaan korkeudelle h, niin se saa (maan pinnan suhteen) potentiaaliener-
gian U(h) = mgh. Tutkimme nyt, mitd tapahtuu, kun tdmé kappale pu-
dotetaan tuolta korkeudelta eiké ilmanvastusta oteta huomioon. Kun kappa-
le on pudonnut korkeudelle x (0 < x < h), silld on jéljelld potentiaalienergiaa
U(x) = mgz. Menetetty potentiaalienergia

U(h) — U(z) = mgh — mgx = /hx(—mg)du

muuttuu liike-energiaksi, silld energiaperiaatteen mukaan

/h (—mg)du = tmv® — 0 = 1mo?,

missd v on kappaleen nopeus korkeudella x. Néin ollen mgh — mgzr = %va

eli
1

57711)2 + mgx = mgh,

misté v voidaan ratkaista. (Miké on tulos?) Potentiaali- ja liike-energian sum-
ma siis pysyy vakiona mgh.

Saamme v:n lasketuksi myos kiyttdmétta energiaperiaatetta (miten?).
Télloin voimme havainnollistaa energiaperiaatteen toimivuutta osoittamalla
(miten?), ettd T'(z) + U(x) on vakio.

Tarkastelemme vield potentiaalienergian yleistd maéritelméad. Rajoitum-
me yksiulotteiseen tapaukseen, jossa kappaleeseen vaikuttaa x-akselin kans-
sa yhdensuuntainen voima F' = F(z). Kappaleen potentiaalienergia annetun
pisteen zy suhteen on talloin
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2.3 Ty6. Energiaperiaate

Jos tdma kappale liikkuu pisteestd z; pisteeseen x, niin

Ulws) — Ular) = — / " Plu)du + / Y Plu)du = / F(u)du.

Zo o

Toisaalta energiaperiaatteen mukaan

x1
1,02 1,2
/ F(u)du = gmvy — 5muy = T(z1) — T(22),
2

missé m on kappaleen massa, vy nopeus pisteessé z; ja v nopeus pisteessi xs.
Néin ollen

U(zy) —Ul(zy) =T(x1) — T(x9)

eli
T(z1) + U(xy) = T(x2) + U(xs).

Kappaleen kokonaisenergia on potentiaali- ja liike-energian summa. Olemme
ndin muotoilleet (yhden kappaleen) energiaperiaatteen (yhdessd dimensios-
sa) (mekaanisen) energian sdilymislakina, jonka mukaan kappaleen kokonais-
energia on vakio.

Esim. 3 Suoran ympyriélierion muotoinen séilio, jonka korkeus on h, tayte-
taan nesteelld, jonka massa on m. Kuinka suuri ty6 tehddan?

Olkoon lierion pohjan séde r, tilavuus V ja nesteen tiheys p. Ajattelemme,
ettd tdydessd sdiliossd neste koostuu lierion muotoisista "massa-alkioista”,
joiden korkeus on dx ja tilavuus dV'.

Korkeudella x oleva "massa-alkio” on vaatinut "tyoalkion”
dW = gxdm = grpdV = gxprridas.

Kysytty tyo on niiden "summa” eli integraali

h h h
W = / dW = / grprrider = pwrzg/ xdxr =
0 0 0

h
prrig / 12® = Lmr*h?pg = Lpmr’hgh = LpVgh = Smgh.
0

Sama tyo vaaditaan, kun "massapiste”, jolla on nesteen massa m, noste-
taan lierion painopisteeseen eli pohjaympyroiden keskipisteiden yhdysjanan
keskipisteeseen.
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Esim. 4 Kuten esimerkki 3, mutta siilié on kérjellddan seisova kartio (ei valt-
tamattd ympyrapohjainen), jonka korkeusjana on kohtisuorassa maanpintaa
vastaan ja pohjan pinta-ala on A.

Massa-alkio on muodoltaan lierig, jonka pohjan ala on A(x) ja korkeus dz.
Lierion tilavuus dV = A(x)dz, joten dm = pdV = pA(x)dz, missid p on
veden tiheys. Yhdenmuotoisista kartioista saamme

A(x)
A

AZ

= (%)2, ja edelleen A(x)

Siis tyoalkio

A
dW = gxdm = gzpA(x)dr = gxpﬁxde = gp—aidx,

n2
ja kysytty tyo

" Aty Ay
W:/OdW:gpﬁ/oxdx:gpﬁZh =

}lgpAh2 = %gp (%Ah) h = %ngh = %mgh.

Sama tyo vaaditaan massaltaan m olevan "massapisteen” nostamiseksi teh-
tdvan asennossa olevan kartion painopisteeseen, joka siis on korkeudella %h.
Jos kartio on korkeusjanansa suhteen symmetrinen, niin sen painopiste si-
jaitsee télld janalla ja jakaa sen niin, ettd pohjan puoleisen osan ja huipun
puoleisen osan pituuksien suhde on 1:4. Kuinka paljon energiaa vapautuu,
kun kuvion esittdméssi asennossa oleva téysi kartio kadntyy ylosalaisin kor-
keusjanan keskipisteen kautta asetetun vaakasuoran akselin ympéari?
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2.4 Harmoninen voima

Harjoitustehtavia

52.

%H3.

*H4.

a) Kuinka suuri tyo tehdéén, kun puolipallon muotoinen séilié tayte-
tddn nesteelld, jonka massa on m? b) Maéritd a-kohdan perusteella
r-séteisen puolipallon painopiste.

Madritd (matemaattisen) heilurin heilahdusaika (eli ddriasennosta toi-
seen ja takaisin kuluva aika) energiaperiaatteen avulla. Ohje: Tulok-
sessa olevaa integraalia ei voida laskea tarkasti. Laske tdmé integraali
likiméarin olettamalla heilahduskulma niin pieneksi, ettd se voidaan
korvata integroitavassa nollalla.

a) Sykloidin kaari
x=r(0—sinf),y=r(1 —cosh), 0 <0 < m,

kddnnetadn ylosalaisin. Johda syntyneen kaaren yhtilo. b) Kappale
asetetaan tdmén kaaren mielivaltaiseen (7r,0):sta eroavaan pisteeseen
liuvkumaan pitkin kaarta. Painovoima vaikuttaa negatiivisen y-akselin
suuntaan eiké kitkaa oteta huomioon. Osoita, ettd se aika, jonka ku-
luttua kappale on (7r,0):ssa, ei riipu siitd paikasta, josta liukuminen
alkoi.

2.4 Harmoninen voima

Kappaleeseen vaikuttava voima F' on harmoninen, jos sen suuruus on ver-
rannollinen kappaleen etédisyyteen voiman tasapainopisteestd ja suunta on
tasapainopistetta kohti. Tarkastelemme kappaletta, jonka massa on m ja jo-
ka liikkkuu z-akselilla sellaisen harmonisen voiman vaikutuksesta, jonka tasa-
painopiste on origo. Jos x = z(t) on kappaleen paikka ajanhetkell& ¢, niin
tdmé voima F' = —kz, missd k (> 0) on verrannollisuuskerroin.

x(t2) 0 z(t1)

Dynamiikan peruslakia

d2x
F=m—:
e
soveltamalla saamme harmonisen litkkeen liikeyhtalon
d2x NG A
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2.4 Harmoninen voima

Sen yleinen ratkaisu on (esim. 1.3.3)
xr=ccoswt+dsinwt,

missé
k
w=41/—.
m

Olkoon kappaleen alkuperiinen paikka A (> 0), jolloin meidén on l6ydettéva
alkuehdot x(0) = A ja 2/(0) = 0 toteuttava ratkaisu. Se saadaan valitsemalla

c = Ajad=0 (perustele), joten tdma ratkaisu on

z = Acoswt.

Kappale siis liikkuu jaksollisesti eli vdrdhtelee valilla [—A, A]. Siksi téllainen
kappale on nimeltdan harmoninen vardhtelija. Luku A on varahtelyn ampli-

tuds.

Valitsemme koordinaatiston niin, ettd t-akseli on vaakasuora ja z-akseli
pystysuora. Téll6in funktion x = z(t) kuvaaja on aaltoileva "sinikayrd”. (Mik-

si? Miten sen muoto riippuu w:sta?)

Yhteen edestakaiseen virdhdykseen kuluva jaksonaika T toteuttaa yhté-

16n
wTl =27
(perustele), joten
2
="
w
Jaksonajan kaanteisluku on vardhtelyn taajuus
1 w
f - T - %7
jonka avulla esitettyna
x = Acos 2n ft.

Palaamme vield harmonisen liikeyhtélon yleiseen ratkaisuun
r=ccoswt+dsinwt =dsinwt 4+ ccoswt.

Sijoittamalla
d=Acoswd, c=Asinwd

saamine

r=Asinwtcoswd + Acoswisinwd = Asinw(t + 9).

(Mika merkitys on §:11a?)
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2.4 Harmoninen voima

Esim. 1 Kappale ldhtee ajanhetkelld t = 0 lilkkumaan pisteesté (r,0) pitkin
ympyrid 22 + y? = r? tasaisella vauhdilla positiiviseen kiertosuuntaan niin,
ettd se kiertdd yhden kierroksen ajassa T'. a) Missé kappale on ajanhetkel-
14 7 b) Osoita, ettd sen z-akselilla oleva projektiopiste lilkkuu harmonisesti.
c) Miké on projektiopisteen liikkkeen i) amplitudi, ii) jaksonaika?

((t), 4O~ Ty (1)

<€

~
=

a) Kappaleen ratana olevan ympyrin 22 + y*> = r? yhtilo on parametri-
muodossa x = rcosu, y = rsinu. Koska parametrin « ja ajan ¢ véalilld on
yhtils

27Tt
u=—
T
(miksi?), kysytty piste r = (z,y) on
27rt . 27rt
T =TC0S — = rsin —t.
T Y T

(Osoita, etté |9 | on vakio eli vauhti on todellakin tasaista.)

b) Yht&ls 2 = r cos 25t on muotoa © = A coswt, mistd viitos seuraa. (Myds
kappaleen projektiopiste y-akselilla ja kaikilla muillakin origon kautta kulke-
villa suorilla liitkkuu harmonisesti. Miksi?)

c) i) r, ii) T.

Harjoitustehtéivia

55. Kappale, jonka massa on m, liikkkuu x-akselilla. Siihen vaikuttaa har-
moninen voima, jonka tasapainopiste on origo ja verrannollisuusker-
roin on k. a) Laske ajanhetkelld ¢ kappaleen i) potentiaalienergia (va-
litsemalla origo "nollatasoksi”), ii) liike-energia. b) Totea (laskemalla
potentiaali- ja liike-energian summa), ettd energiaperiaate on voimas-
sa.
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56. Kappale, jonka massa on m, liikkkuu z-akselilla. Siihen vaikuttaa har-
moninen voima, jonka tasapainopiste on origo ja verrannollisuuskerroin
on k. Liséksi kappaleeseen vaikuttaa voima, jonka suunta on liikkeen
suunnan vastainen ja suuruus on verrannollinen kappaleen nopeuteen
verrannollisuuskertoimella A. a) Johda néin syntyvin vaimenevan vd-
rihdyslitkkeen liikeyht&ls. b) Totea, etta kaikilla (positiivisilla) lukupa-
reilla k, A ei kuitenkaan synny vérdhdysliikettd (vaan millainen litke on
vaihtoehtona?). Ohje b-kohtaan: Tarkoituksena ei ole ratkaista saatua
differentiaaliyhtélod (mité ei voida tehdéd tdmén kirjan tiedoilla) vaan
kayttasa "fysikaalista ajattelua”.

2.5 Keskeisvoima

Kappaleeseen vaikuttava keskeisvoima suuntautuu aina tiettyyn pisteeseen
eli voimakeskukseen tai vastakkaiseen suuntaan. Esimerkiksi harmoninen voi-
ma on keskeisvoima, jolloin voimakeskuksena on sen tasapainopiste. Keskeis-
voima aiheuttaa keskeisliikkeen.

Esim. 1 Kappale, jonka massa on m, kiertdé tasaisella vauhdilla v pitkin
r-séiteistd ympyrad. a) Osoita, ettd tamén liikkeen aiheuttaa keskeisvoima,
jonka voimakeskuksena on ympyrén keskipiste. b) Laske tdmén voiman suu-
ruus (ja totea, ettd se on vakio).

a) Valitsemme koordinaatiston niin, ettd ympyrian keskipiste on origona ja
kappale on ajanhetkella ¢ = 0 pisteessi (0,r). Koska v on vakio, myds kul-
manopeus w = v/r on vakio.

Olkoon kiertosuunta positiivinen. Ajanhetkelld ¢ kappaleen paikka

r = (rcoswt, rsinwt) = r(coswt, sinwt),

joten kappaleen nopeus

_dr

== (—wrsinwt, wr coswt) = wr(—sinwt, coswt)

A%

(vrt. esim. 1.4.2) ja kiihtyvyys

dv
_E_<

—w?rcoswt, —w?rsinwt) = —w?r(coswt, sinwt) = —wr.

a
Vektorit a ja r ovat siis vastakkaissuuntaisia. Koska r suuntautuu origosta
poispéin, amn (ja siis koko liikkeen) aiheuttaa origoon suuntautuva keskeis-
voima F = ma = —muw’r.
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2.5 Keskeisvoima

b) 2 2
F = |F| =| - mw’r :mu}T:m—Qrzﬂ
r
\4
vlir
aflr
a
iy
wt

Paittelemme téstd esimerkisté, ettd kappaleen rata on (origokeskinen)
ympyré, jos ja vain jos nopeusvektori v (ja siis myos liikkemé&érdvektori p) on
aina kohtisuorassa paikkavektoria r vastaan. T&lloin kiihtyvyysvektori a (ja
siis my6s voimavektori F) on paikkavektorin r kanssa vastakkaissuntainen.
Alamme nyt tutkia yleistd tapausta, jolloin ndiden vektorien keskin#isisté
suunnista ei oleteta mitéan.

Kappaleen paikkavektorin r ja liikemé&érdavektorin p vektoritulo L =rxp
on kappaleen litkemddramomentti origon suhteen. ("Kappaleen liikemé&éra-
momentin” sijasta pitéisi oikeastaan puhua "liitkeméadrin momentista”.) Kap-
paleen paikkavektorin r ja kappaleeseen vaikuttavan voimavektorin F vekto-
ritulo M = r X F on voiman F momentti origon suhteen.

Liikem&&dramomentin derivaatta on voiman momentti, silla

dL d d d
E:E(rxp):d—z><p+r><d—?:vxp+er:0+er:er.

Nimittdin v || p, joten v x p = 0.

Jos F keskeisvoima, niin r || F, jolloin myds r x F = 0 ja edelleen <& = 0,
Siis L on vakio. Olemme néin osoittaneet, etta keskeisvoiman ¥ vaikutuksesta
litkkuvan kappaleen litkemdadramomentti L voimakeskuksen suhteen on vakio.

Jos L = 0, niin r || p kaikilla ¢:n arvoilla, joten kappale liikkuu voima-
keskuksen kautta kulkevalla suoralla tai pysyy paikallaan. Jos taas L # 0,
niin se on kaikilla ¢:n arvoilla vektorien r = r(t) ja p = p(t) madrdamén
tason normaalivektori. Mutta silloin kaikki ndmé tasot ovat samat, joten lii-
ke tapahtuu tésséd tasossa. Olemme néin osoittaneet, ettd keskeisvoiman F
vartkutuksesta liskkuvan kappaleen rata on joko voirmakeskuksen kautta kulke-
valla suoralla tai tasossa, jonka normaalivektori on L = r x p. (Mité voidaan
sanoa tapauksesta, jossa keskeisvoima on harmoninen?)
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2.5 Keskeisvoima

Oletamme nyt, ettd kappaleeseen vaikuttaa keskeisvoima F ja ettd kap-
paleen paikkavektori r ja liikemé&édriavektori p ovat erisuuntaiset. Télloin liike
tapahtuu tasossa. Kiinnitimme siind napakoordinaatiston, jonka origona on
voimakeskus. Olkoot r = r(t) ja 8 = 0(t) kappaleen napakoordinaatit ajan-
hetkelld t. T&lloin paikkavektori

r=r(t) = (r(t) cosO(t),r(t)sind(t)) = r(t)(cos O(t),sinO(t)) = r(t)e(t),

missi e = e(t) = (cosf(t),sinf(t)), on r:n suuntainen yksikkovektori; siis
r=re.
Noudatamme nyt mekaniikassa yleistd tapaa merkitd derivaattaa ajan
suhteen ylédpisteellé ja toista derivaattaa kahdella ylédpisteelld.
Derivaatta
e = (—sinf(t),cos0(1))0(t) = O()E(¢),

missé yksikkovektori f = f(¢) = (—sin6(t), cos6(t)). Sen derivaatta
f = (—cosf(t), —sin0(t))0(t) = —0(t)e(t),
joten kappaleen nopeusvektori

d(re)

= e + ré = re + rof.
dt

VvV =

Kiihtyvyysvektori

a = fie+ e+ rof + rof + r0f = ie + 70f + +0f + rOf + rf(—fe
= (i —r6®)e+ (20 4 ro)f

on e:n suuntainen, joten ' )
2r0 +rf = 0.

Na&in ollen

%(ﬁé) = 2710 + 120 = r(270 + 1) = 0,

misti seuraa, ettd 720 on vakio; merkitsemme sitéd 2c:1l4.

Tarkastelemamme kappale on ajanhetkelld ¢ pistessé r, jonka napakoor-
dinaatit ovat r = r(t) ja 8 = 0(t). Merkitsemme r(0) = ro, 7(0) = 79 ja
0(0) = y. Sen kuvion pinta-ala, jota rajoittavat paikkavektorit r ja rq seké
kappaleen rata aikavalilla [0,¢], on (s. 19-20)

/9 0 r(u)2du.

A(t) =

N =
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2.5 Keskeisvoima

Derivaatta

CdA dAdd  dA. -
A = — = — — = — = l 2 = l . 2 -
T gl Tl

on siis vakio. Olemme niin osoittancet, etté keskeisliikkeen pintanopeus A on
vakio. Toisin sanoen paikkavektori "maalaa” yhtéa pitkissé ajoissa yhté suuret
pinnat.
Saamme yhtalosti
a=(i—r6e

kithtyvyyden a, kun tunnemme kappaleen liikkeen eli tieddmme, miten r ja 6
riippuvat t:std. Tutkimme nyt, miten saamme kiihtyvyyden, kun tunnemme
vain kappaleen radan (eli tiedimme, miten r riippuu f:sta) mutta emme
kappaleen liikettd (eli emme tied&d, miten r ja @ riippuvat t:std). Yhtéalosta
120 = 2¢ seuraa 6 = 2¢/r? joten

,_dr_drd@_d’r’-_chr d1

"TAt T dedt g0 rzdg . dor

Edelleen
c_odr _df dly 0 d /d1ydo
"t T a\"Cawer) T Cao\aor) @
_2[d<d1>}9__ 9d21—— 20d21__402d21
“lao\ a9 r Yaerr T T CRaeer T T 2 aer
ja
. 4c? 4c2
2
7"0 :TTT:F,

jotka sijoittamalla yht#loon a = (7 — rf%)e saamme Binet'n' yhtdilon

42 rd2 1 1

(@ +r)e
(Se, ettd e riippuu t:sté, ei haittaa, koska tieddmme, ettd e on kappaleen
paikkavektorin suuntainen yksikkovektori. Voitaisiin ajatella, ettd Binet'n
yht#lod pitdisi “sieventdd” sijoittamalla 2¢c = wr?, jolloin c:std padstiisiin
eroon ja sulkulausekkeen kertoimeksi saataisiin yksinkertaisesti —w?r2. Miksi
néin ei kuitenkaan kannata tehdi?)

r2

Harjoitustehtava

57. Kappale liikkuu xy-tasossa niin, ettd ajanhetkelld ¢ (> 0) sen paikka-
vektori r = (a coshwt, bsinhwt), missi a, b ja w ovat vakioita. a) Laske
kappaleen kiihtyvyysvektori. b) Onko kyseessi keskeisliike?

1 Jacques Binet (1786-1856), ranskalainen matemaatikko.
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2.6 Keplerin lait. Newtonin gravitaatiolaki

2.6 Keplerin lait. Newtonin gravitaatiolaki

Huomasimme edelld, ettd keskeisliike, joka ei tapahdu suoralla, tapahtuu
tasossa, ja sen pintanopeus voimakeskuksen suhteen on vakio. Kédnteises-
ti voidaan osoittaa, ettd tasossa tapahtuva liike, jonka pintanopeus tietyn
pisteen suhteen on vakio, on keskeisliike, jonka voimakeskuksena on tamé
piste. Kepler! osoitti Brahen? havaintojen perusteella, etti planeetta liik-
kuu Auringon kautta kulkevassa tasossa (Keplerin nollas laki) niin, etté sen
pintanopeus Auringon suhteen pysyy vakiona (Keplerin toinen laki). Siis pla-
neettaa litkuttaa keskeisvoima, jonka voimakeskuksessa on Aurinko. Kepler
osoitti myos, ettd planeetan rata on ellipsi, jonka toisessa polttopisteessa on
Aurinko (Keplerin ensimmdinen laki). Hén osoitti vield, ettd planeetan kier-
toajan nelié on verrannollinen radan isoakselin puolikkaan kuutioon (Keple-
rin kolmas laki). Koska nollas laki seuraa ensimmaéisestd, se jatetddn usein
pois.

Keplerin lait siis perustuvat kokeellisiin tuloksiin (eli Brahen havaintoi-
hin), mutta kolmas laki voidaan todistaa matemaattisesti ensimmaéisen ja
toisen lain seurauksena (teht. 65b).

Mika voima pitéa planeetan ellipsiradalla? Tamén ongelman ratkaisi New-
ton. Mekin pystymme tekemé&én sen melko helposti Binet’in yhtdlon avulla
(jota ei tunnettu Newtonin aikana).

Tarkastelemme kappaleen K liiketta sellaisen keskeisvoiman alaisena, jon-
ka voimakeskuksessa on "keskuskappale” C. Otamme voimakeskuksen origok-
si. Oletamme, ettd K rata on ellipsi (tai ympyri), ja esitimme sen yhtalon

muodossa »

r= -
1+ ecosf
(teht. 31-32), missd 0 < e < 1. (Ympyrélld € = 0, joten r = p.)
Kirjoitamme radan yhtédlon muotoon

1 1 ¢
— = —+ —cosb.
r p D

Binet'n yhtédlon mukaan K:n kiihtyvyys

B 402<d21 1>e— 4c2< €

+ o414 ¢ 0)
R — ——— | — —cos - — COS e
r2 \de2r r r? D p D
4c? h
= —e = ——=e
pr2 2

! Johannes Kepler (1571-1630), saksalainen tiihtitieteiliji.
2Tyko Brahe (1546-1601), tanskalainen tihtitieteiliji.
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2.6 Keplerin lait. Newtonin gravitaatiolaki

missé

h=—.
p

Siis K:n kithtyvyyden suuruus (tietylla radalla) on kééntden verrannollinen
K:n ja C:n viliseen etdisyyteen r verrannollisuuskertoimella h.

Osoitamme, ettd h ei riipu K:n radasta. Olkoon K:n kiertoaika T, ja
olkoot radan puoliakselit a ja b. Pintanopeus A =¢, ja K:n paikkavektori
"maalaa” ajassa 1" koko ellipsialueen, jonka pinta-ala on mab. Siksi ¢1' = wab,
josta

Koska lisaksi

(teht. 65a), on

4¢*  4Am?a*ba NG

VT T e

Keplerin kolmannen lain mukaan a3/T? on vakio, joten myos h on vakio.
Edelleen

h:

Merkitsemme h = h¢ (koska C' on liikkkeen aiheuttaja), jolloin tdmén voiman
suuruus

Ajattelemme nyt, ettéd jokainen kappale vaikuttaa siitd etaisyydella r ole-
vaan m-massaiseen kappaleeseen suruudeltaan tdméan kaavan mukaisella voi-
malla, kun he:n tilalla on kappaleelle ominainen vakio. Erityisesti K vaikut-
taa C:hen voimalla, jonka suuruus

_ hgM

2 Y

F/

r

missé hx on tietty vakio. Voiman ja vastavoiman lain mukaan F' = F”’, joten
hcm =h KM eli
hi  he

m M

20



2.6 Keplerin lait. Newtonin gravitaatiolaki

Kappaleelle ominaisen h:n suhde kappaleen massaan on siis vakio. Tamén

gravitaatiovakion y arvo on kolmen numeron tarkkuudella 6,67-10~'" Nm? /kg*.

Néin olemme péadtyneet Newtonin gravitaatiolakiin: Kappaleet, joiden
massat ovat M ja m ja joiden vilinen etdisyys on r, vaikuttavat toisiinsa
gravitaatiovoimalla F, jonka suuruus

mM

re -

F=x

Edelleen
mM
F = —")/—28,
r
missé e on vaikuttavasta kappaleesta toiseen kappaleeseen suunnattu yksik-
kovektori.

Tarkastelemme vield kéddnteistd ongelmaa: Jos kappale liikkuu gravitaa-
tiovoiman vaikutuksesta, niin onko sen rata aina ellipsi? Vastaus on kielteinen
(teht. 66a), silld rata voi olla my6s hyperbeli tai paraabeli. Lisdksi kappale
voi "pudota” suoraan keskuskappaleeseen.

Harjoitustehtéivia

58. Irtonaisesta sorasta koostuva pallonmuotoinen asteroidi, jonka tiheys
p = 1000 kg/m3, pyorii akselinsa ympéri suurimmalla mahdollisella kul-
manopeudella. Laske yhteen pyordhdykseen kuluva aika.

59. Kaksoistihden muodostaa kaksi tdhted, jotka kiertdvét niiden yhtei-
sen massakeskipisteen ympéri. Paljain silmin nidkyva Sirius A ja heik-
kovaloinen Sirius B kiertdvét siten, ettd niiden keskimé#rdinen etéi-
syys d = 2,96-10'? m. Mairitd kiertoaika. Sirius A massa on 2,14 ker-
taa ja Sirius B:n massa 0,98 kertaa Auringon massa m = 1,99 - 1030 kg.
Ohje: Oleta (vastoin todellisuutta), ettd rata on ympyra.

60. Miten maapallo voidaan "punnita” eli miten sen massa voidaan maé-
rittdd? Ohje: Oletetaan tunnetuiksi g, v ja maapallon séde.

61. Marsin toisen kuun, Deimoksen, kiertoaika 7" = 1,26 Maan vuorokautta
ja rata on (riittavélla tarkkuudella) ympyré, jonka side R = 23500 km.
Laske Marsin ja Maan massojen suhde. Maan sédde » = 6370 km.

62. a) Toinen kosminen pakonopeus ve on se alkunopeus, joka on ylitetta-
vi, jotta Maasta lihetetty satellitti ei putoa takaisin Maahan eiki jad
kiertdmé&an sitéd. Laske vo. [lmanvastusta ei oteta huomioon. Ohje: Las-
ke aluksi se tyo, joka tdytyy tehdd Maan gravitaatiokenttdéd vastaan
satelliitin kuljettamiseksi "aéarettoméan kauas”.
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2.6 Keplerin lait. Newtonin gravitaatiolaki

63.

64.

65.

b) Ensimmdinen kosminen pakonopeus vy on se alkunopeus, joka on
ylitettava, jotta Maasta lahetetty satelliitti ei putoa takaisin Maahan.
i) Laske v;. Ilmanvastusta ei oteta huomioon. Ohje: Ajattele, etti sa-
telliitti ldheteddn riittdvin korkealta vaakasuoraan”. ii) Osoita, et-
td 207 = v2.

Toukokuussa 2009 lihetettiin Planck!- ja Herschel? -luotaimet kierté-
médn Aurinkoa niin, ettd ne pysyvat Auringon ja Maan kautta kulke-
valla suoralla nédiden suhteen keskiméérin paikallaan ja ovat eri puolella
Maata kuin Aurinko. Tdmé paikka on edullinen, koska sielld on aina
“auringonpimennys” ja koska radan kalibirointi on helppoa. Herschelin
péadpeilin rakentaminen, mika tapahtui Turussa, oli kaikkien aikojen
vaativin avaruuspeilin rakennusprojekti. Kuinka kauas ndmaéa luotaimet
tulevat Maasta? Maan ja Kuun yhteenlaskettu massa m = 6,05-10* kg
ja Auringon massa M = 1,99 - 103 kg. Maan etiisyys Auringosta on
d = 1,49-10% km. (Todellisuudessa d hieman vaihtelee, koska Maan rata
on ellipsi.)

Kuvitellaan, ettd Maa romahtaa mustaksi aukoksi eli puristuu yhdek-
si pisteeksi, jonka massa on Maan massa M = 5,97 - 10** kg. Miké on
tatd pistettd ympéroivan sellaisen pallon sidde, jonka pinnalla toinen
kosminen pakonopeus on valon nopeus? Tulos on Maan Schwarzschil-
din® sdde eli M-massaisen mustan aukon tapahtumahorisontin séde.
Téamén pallon sisdpuolella valokaan ei pédse poistumaan Maan gravi-
taatiokentédstd. (Onneksi "pienen” massan omaavat taivaankappaleet,
kuten esimerkiksi Maa ja Aurinko, eivéit romahtele mustiksi aukoiksi.)

Todista: a) Ellipsin parametri p = b?/a, kun a ja b ovat puoliakse-
lit (a > b). b) Keplerin kolmas laki.

. Kappale K liikkuu keskuskappaleen C aiheuttaman keskeisvoiman alai-

sena "putoamatta” C:hen. a) Osoita, ettd K:n rata on kartioleikkaus.
Ohjeita: Merkitse K:n massaa m:lla, C:n massaa M:1l14, K:n radan pie-
ninté etdisyytta C:sté ro:lla ja K:n vauhtia siind pisteessi vg:lla. Valit-
se napakoordinaatisto niin, ettd C' on origossa ja K:n etiisyys siitd on
pienimmilld&n vaihekulmalla 6 = 0. Sovella gravitaatiolakia ja Binet'n
yhtdloa. b) Kun M ja ry on annettu, milld vo:n arvoilla K rata on
i) ellipsi, ii) paraabeli, iii) hyperbeli? ¢) Kuinka suuri vy on véhintaan
(kun M ja o on annettu)?

I'Max Planck (1858-1947), saksalainen fyysikko.
2William Herschel (1738-1822), saksalais-englantilainen téhtitieteiliji.
3Karl Schwarzschild (1873-1916), saksalainen fyysikko.
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2.6 Keplerin lait. Newtonin gravitaatiolaki

*67. Kuvitellaan, ettd Kuu onnistutaan "pysayttamasan”, jolloin se alkaa "pu-

69.

dota” Maahan. Laske putoamiseen kuluva aika. Kuun etéisyys Maasta
on | = 3,84-10® m. Auringon ja muiden planeettojen gravitaatiovoimia
ei oteta huomioon eikd myoskédn ilmanvastusta.

. Pallopinta S, jonka sidde on r, peitetddn "ddrettoméan ohuella” massa-

kerroksella niin, ettd massaa on kaikkiaan M. Olkoon K kappale, jonka
massa on m ja etdisyys S:n keskipisteesta a. a) Milld gravitaatiovoimal-
la S vaikuttaa K:hon, kun i) a > r,ii) 0 < a < r? b) Paéttele a-kohdan
perusteella, ettéd gravitaatiota koskevissa tarkasteluissa pallonmuotoisia
homogeenisia kappaleita voidaan pitdd "massapisteind”.

Kuvitellaan, ettd kaksi (toisistaan kaukana olevaa) paikkaa voidaan
yvhdistdd Maan sisddn kaivetulla suoralla putkella. Osoita, ettd sin-
ne pudotettu pallo tulee sen toisesta padsta ulos ajassa, joka ei riipu
putken pituudesta. Maa oletetaan homogeeniseksi palloksi, jonka sidde
r = 6370 km. [lmanvastusta ei oteta huomioon.
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3.1 Aaltoyhtélo

3 Aaltoliikeoppia ja termodynamiikkaa

Fysiikassa matematiikkaa voidaan soveltaa paitsi mekaniikkaan myos kaik-
kialle muuallekin. Késittelemme nyt lyhyesti matematiikan soveltamista aal-
toliikeoppiin ja termodynamitkkaan. Nimensd mukaisesti aaltoliikeopissa tut-
kitaan aaltoliikkeitd. Termodynamiikka on "lampdopin teoriaa”. Sitd voidaan
luonnehtia oppina lampdenergian ja muiden energialajien vélisistd suhteista.

3.1 Aaltoyhtils

Tarkastelemme "ddrettoméan ohutta” soittimen kielté, joka on tuettu kahteen
pisteeseen. Kieli poikkeutetaan tasapainoasemastaan (joka on tukipisteiden
yhdysjana), minké jélkeen se padstetaan virdhtelemédn. Oletamme poikkea-
man (ja siis myos vérdhtelyn) niin pieneksi, ettd kielen jénnitysvoima on
kaikissa kielen pisteissé ja kaikkina ajanhetkind sama vakio T'. Liséksi ole-
tamme 7T":n niin suureksi, ettéd kieleen vaikuttava painovoima voidaan jattas
huomiotta. Olkoon p kielen tiheys (eli massa pituusyksikkod kohti). Sijoitam-
me kielen ru-koordinaatistoon niin, ettd toinen tukipiste on origo ja toinen
on positiivisella z-akselilla. Langan tasapainoasema on talloin tukipisteité
yhdistdvé z-akselin jana.

Jos vérdhtely on "pientd”, niin voimme ajatella kielen koostuvan pysty-
suoraan virdhtelevistd "massa-alkioista”. Véardhtelyd kuvaa télloin funktio
u = u(x,t), jonka arvo on kohtaa z vastaavan massa-alkion u-koordinaatti
ajanhetkelld ¢. Kiinnitetylld ajanhetkelld ¢ kieli muodostaa tdmén (vain x:sté
riippuvan) funktion kuvaajan. Valia [z, x + Az] vastaavan kielen osan

u

(kuviossa vahvennettu) kiihtyvyys on tdmé&n osan painopisteen u-koordinaatin
toinen derivaatta ajan suhteen,

a = uy(z + 1Az, 1).
Jos Az on (itseisarvoltaan) pieni, niin

a =~ uy(zx,t),
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3.1 Aaltoyhtélo

ja siis kielen osaan vaikuttaa voima
F =~ pAxuy(z,t).

Osan péihin vaikuttavat (kiinnitetylld) ajanhetkelld ¢ kiyran v = u(x,t) koh-
tiin x ja x + Ax asetettujen tangenttien suuntaiset 7:n suuruiset jannitys-
voimat.

Olkoon « edellisen ja ( jalkimmaéisen tangentin suuntakulma. Koska vé-
rihtely on "pientd”; ovat « ja [ (itseisarvoiltaan) "hyvin pienid”, joten sin o &
tana ja sin § ~ tan 3. Tarkastelemme funktiota h(z) = w(z,t), missé ¢ on
kiinnitetty. Talloin h' = u,, ja siis

sina & tana = h'(r) = ug(x,t), sinf~tanf = h'(x+Az) = u,(v+Ax,t).
Néin ollen
Tsina ~ Tu,(z,t), Tsin B ~ Tu,(z + Ax,t),

joten tarkastelemaamme kielen osaan vaikuttavan voiman wu-akselin suuntai-
nen komponentti

Fx~Tsinf —Tsina~ Tu,(x + Az, t) — Tu,(z,1).

Olemme nyt saaneet F'lle kaksi likiméaariislauseketta. Merkitsemélla ne liki-
main yhtasuuriksi saamme

Tuz(x + Az, t) — Tug(x,t) = pAz uy(x,t)
eli
Uz (z + Az, t) — uy(z,t)
Az

sitd tarkemmin mitd pienempi Az on (itseisarvoltaan). Kun Az — 0, likiar-
voyhtélo muuttuu yhtéaloksi

T

~ puy(x,t)

Tug,(x,t) = puy(z,t)

eli
Pu  p d*u
dxr T ot
Merkitsemélld vield ¢ = T'/p saamme d’Alembertin' aaltoyhtdlin
Pu 1 0%
dxr 2 o2

1Jean d’Alembert (1717-1783), ranskalainen matemaatikko.
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3.1 Aaltoyhtélo

Néemme helposti (teht. 70a), etté jokainen funktio
w= [ —ct)+ glo+ct),

missé f ja g ovat mielivaltaisia kahdesti derivoituvia (yhden muuttujan) funk-
tioita, toteuttaa aaltoyhtélon. Kddnteisesti voidaan osoittaa (mitd emme kui-
tenkaan tee), ettd aaltoyhtdlon jokainen ratkaisu on tdtd muotoa.

Tarkastelemme aluksi ratkaisua u = f(z — ct). Funktio f méardad aallon
muodon, ja muuttuja x — ct méadraéd aallon vaiheen. Aalto "etenee positiivi-
sen z-akselin suuntaan” nopeudella ¢ (ks. myos teht. 70c). Téllainen ratkaisu
ei kuitenkaan kelpaa mallintamaan vardhtelevaa kieltd. Nimittdin téssa koko
x-akseli virdhtelee, kun taas kieli saa vardhdella vain tukipisteiden vilissé.
Siksi ratkaisussa tdytyy olla myos termi g(z + ct), joka méédrdaéd negatiivisen
z-akselin suuntaan nopeudella ¢ etenevan aaltoliikkeen.

Jos ajanhetkelld ¢ = 0 tunnetaan kielen jokaisen pisteen poikkeama ta-
sapainoasemasta ja nopeus (u-akselin suunnassa), niin aaltoyhtélostd voi-
daan periaatteessa laskea jokaisen pisteen myohemmaét vaiheet. Tehtéava-
nd on talloin 16ytééd ratkaisu, joka toteuttaa reunaehdot u(z,0) = f(x) ja
w(z,0) = g(x), missd [ ja g ovat tunnettuja jatkuvia funktioita. Jos kieli
on "adrettomaéan pitka” eli koko x-akseli vardhtelee, niin talld probleemalla on
d’Alembertin klassinen ratkaisu

fle—ct)+ flx+ct) 1 /‘”“

t) = —

r—ct

Usein kéy kuitenkin niin, etté osittaisdifferentiaaliyhtélon yleisesta ratkai-
susta ei saada helposti niita ratkaisuja, jotka toteuttavat annetut reunaeheh-
dot. Siksi lihtokohdaksi ei tavallisesti oteta yleisté ratkaisua vaan reunaehdot
toteuttava funktio, ks. teht. 72.

Harjoitustehtéivia

70. Olkoot f ja g kahdesti derivoituvia funktioita. a) Osoita, etta funktio
u = f(z—ct)+g(x+ct) toteuttaa aaltoyhtélon. b) Kiinnitetddn ¢ > 0.
Mik& yhteys on kédyrien u = f(x) ja u = f(x — ct) valilld? c) Paatttele
b-kohdan tuloksen perusteella, etté aaltoyhtélon ratkaisun u = f(z—ct)
kuvaama aalto etenee positiivisen x-akselin suuntaan nopeudella c.
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3.1 Aaltoyhtélo

71.

73.

Osoita, ettd funktio
fle—ct)+ flx+ct) 1 /”Ct

t) = =

toteuttaa a) aaltoyhtdlon, b) reunachdot u(x,0) = f(x) ja ui(x,0) =
9(@).

. Olkoon virahtelevé kieli tuettu pisteisiin (0,0) ja (m,0). Talloin sen

vérdhtelya kuvaavan aaltoyhtalon

1
Uz (T, ) = gutt(a:,t)
ratkaisun tdaytyy (kaikilla ¢:n arvoilla) toteuttaa reunaehdot
u(0,t) = u(m, t) = 0.

a) Miksi téllaisen ratkaisun madrddmé "aalto ei etene” Kyseessd on
seisova aalto eli aaltoyhtélon stationaarinen ratkaisu. b) Maérita télle
reuna-arvoprobleemalle muotoa

u=X(x)T'(t)
oleva nollafunktiosta eroava ratkaisu, missd X ja T ovat kahdesti deri-
voituvia funktioita. Ohjeita: Nayta aluksi, ettd taytyy olla
X"x) 17171
X(z) T

kaikilla x:114 ja ¢:114. Taten (perustele tarkemmin, miksi) yhtéalon kum-
mallakin puolella on vakiofunktio; olkoon kyseinen vakio p. Alkuperai-
nen osittaisdifferentiaaliyhtaléo muuttuu siis pariksi

X" — NXa T" — ,uc2T

tavallisia differentiaaliyhtil6itd reunaehdoilla X (0) = X (7) = 0. Tutki,
milld p:n arvoilla talla yhtaloparilla on ndmé reunaehdot toteuttavia
nollafunktiosta eroavia ratkaisuja.

Origossa toiminut lammonlahde sammutetaan ajanhetkelld ¢ = 0. Funk-
tio
1 22
u(z,t) =t 2e" 4
ilmoittaa sen aiheuttaman lampétilan pisteessd = ajanhetkelld ¢ (> 0).
Osoita, ettd u toteuttaa ldmpoyhtdlon

ou_ou
or2 ot

o7



3.1 Aaltoyhtélo

*74. Tutkitaan lammon johtumista suorassa ympéristostaan eristetyssé pal-
kissa, jonka jokaisen poikkileikkauksen ala on A. Palkki on tehty mate-
riaalista, jonka limmonjohtavuuskerroin on « (J/mKs), ominaislampo-
kapasiteetti 3 (J/kgK) ja tiheys p (kg/m?). Olkoon palkin symmetria-
akseli z-akseli ja toinen pdi origossa, ja olkoon u = u(z,t) palkin lam-
potila kohdassa = hetkelld t. Kun h > 0 (ja z +h <[, missé [ on palkin
pituus), lasketaan kahdella tavalla palkissa vélilla [z, x 4+ h| tapahtuva
lampomédrian muutos aikavélilla [t, ¢ + At].

Tapa 1. Kyseisen osan massa on p Ah, joten tdmén osan saama lampo-
maaran muutos

AQ = BpAh(u(x,t + At) — u(z,t)).

Tapa 2. Ajatellaan, ettéd tarkasteltava osa koostuu “ohuista seindmis-
ta”, joiden paksuus on Az (< h). Sen lampoméidrin muutos on siihen
kohdassa x4+ h tulevan lampémaéadéran ja siitd kohdassa x poistuvan lam-
pomééran erotus. Seindmén lépi kulkeva lampomééra (positiivinen tai
negatiivinen) on (itseisarvoltaan) verrannollinen seindmén alaan, lam-
potilaeroon seindmén eri puolilla ja aikavélin pituuteen sekéd kadntden
verrannollinen seindméan paksuuteen. Kohdassa x + h olevan seindmén
lépi kulkee télloin ajassa At lampoméadra

u(x + h+ Az, t) — u(z + h,t)
Az

AQ,in ~ aA At

ja vastaavasti kohdassa x

(x + Az, t) — u(z,t)

u
AQ, ~ aA At.
Qr =« N t
Johda télta pohjalta lampdyhtalo
Pu a@u
ox2  ot’

missé a on tietty vakio. Ohjeita: Anna aluksi tavan 2 likim#éaraisyhté-
16issé Az — 0. Sitten merkitse tapojen 1 ja 2 mukaiset lampoméaran
muutokset samoiksi. Lopuksi anna h — 0.
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3.2 Kaasulaki

3.2 Kaasulaki

Tavalliset kaasut noudattavat kohtuullisissa olosuhteissa likimain kaasulakia
eli kaasujen tilayhtdlod
pV =CT,

missi p on kaasun paine, V' tilavuus, T (absoluuttinen) lampétila ja C' on
(kaasusta riippuva) vakio. Historiallisista syistd tdmé yhtalo esitetddn usein
kolmena eri lakina.

Boylen! laki tai Boylen-Mariotten® laki: Jos T on vakio, niin pV on vakio.
Charlesin® laki: Jos V on vakio, niin p/T on vakio.

Gay-Lussacin® laki: Jos p on vakio, niin V/T on vakio.

Johdamme kaasulain kuten Maxwell® ja Boltzmann® tekiviit toisistaan
riippumatta. Oletamme seuraavaa.

1. Kaasumolekyylien yhteenlaskettu tilavuus on "dérettomén pieni” ver-
rattuna kaasun kokonaistilavuuteen. (Jos esimerkiksi kiehumislampdétilassa
oleva vesi muutetaan samanldmpoiseksi normaalipaineiseksi hoyryksi, niin
sen tilavuus kasvaa noin 1600-kertaiseksi.)

2. Molekyylit vuorovaikuttavat toisiinsa vain tormaysten yhteydessé eli
niiden vélinen gravitaatio on "ddrettomén pieni”. Molekyyleihin vaikuttaa
my6s maan gravitaatiokentté, joten niiden radat ovat periaatteessa kartio-
leikkauksia, mutta térméyksid on niin paljon ja niitd tapahtuu niin usein,
ettd radat kaartuvat "ddrettomén vahian”. (Oletamme siis, ettd molekyylit
kulkevat torméysten vililla suoraviivaisesti vakionopeuksilla ja ettd mikaan
liikesuunta ei ole erikoisasemassa.)

3. Molekyylien térméykset toisiinsa ja kaasuséilion seindmiin ovat tédysin
kimmoisia, ja torméykseen kuluva aika on "ddrettomén pieni” pieni verrat-
tuna torméysten viliseen aikaan. (Muuten molekyylien liike-energia havidisi
véhitellen ja niiden liike loppuisi.)

4. Maan gravitaation aiheuttama paine-ero siilion yla- ja alaosan vililla
on "ddrettoman pieni”.

Tarkastelemme a-sdrmaéistd kuutiota, jonka sisélla on N kaasumolekyy-
lid. Oletustemme mukaan ne ovat jakautuneet tasaisesti kuution sisélle, ne
tormailevat kimmoisasti toisiinsa ja kuution sivutahkoihin, niiden radat ovat

'Robert Boyle (1627-1691), irlantilainen luonnonfilosofi.

2Edme Mariotte (1620-1684), ranskalainen fyysikko.

3Jacques Charles (1746-1823), ranskalainen keksij.

4Joseph Gay-Lussac (1778-1850), ranskalainen fyysikko ja kemisti.
5James Clerk Maxwell (1831-1879), skottilainen fyysikko.

SLudvig Boltzmann (1844-1906), itivaltalainen fyysikko.
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3.2 Kaasulaki

murtoviivoja ja niiden aiheuttama paine on kaikkialla sama. Sijoitamme té-
mén kuution xyz-koordinaatistoon niin, ettd yksi kérki tulee origoon ja vas-
takkainen kérki pisteeseen (a, a, a). Valitsemme sivutahkoista yhden, vaikka-
pa pisteiden (a,0,0) ja (a,a,a) kautta kulkevan, ja sitd S:lla.

Y

g i

: —(d,a,a)
e |

I I

I I

I ° I

| v |

I Y I

I I

I |

I Uz L]

| I

IZVZ I

I I

@ I

I I

I ° ' ®
- S R m—
7 7

—
< v At

Olkoon v = (v, vy, v,) molekyylin keskiméériinen nopeus pisteessé (z, v, 2).
Molekyylin térmétesséd S:aan nopeudeksi tulee (—uv,,vy,,v,). Télloin mole-
kyylin liitkem&&dran muutos on 2mu,, missd m on molekyylin massa. Tarkas-
telemme nyt "lyhyttd” aikavilia At. Tdné aikana vain ne molekyylit, joiden
etéisyys S:std on enintddn v, At, voivat torméta S:44n. Koska ne jakautuvat
tasaisesti suorakulmaiseen sdrmicon, jonka sarmét ovat a, a ja v,At, niiden

lukumaéaéara on 2y A A
VAN AN
a“v : NN v .
a a

Puolet niisté liikkuu kohti S:44 ja torméé siithen. Téllaisten molekyylien yh-
teinen litkema&drdn muutos on siis

Olkoon F' se voima, jolla torméaviat molekyylit kaikkiaan vaikuttavat S:4&n.
Sen impulssi on F'At, joten impulssiperiaatteen mukaan

ja siis S:44n kohdistuu paine

P=-—= = —muv = —mu
a? a3 " v

F N , N
%
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3.2 Kaasulaki

missé V' = a” on kuution tilavuus. Olkoon v = |v| = {/v2 + v2 + v? molekyy-
lin keskimédrainen vauhti. Koska mikééan liikesuunta ei ole erityisasemassa,
on v, = v, = v, joten v = v, ja siis
N o,
p = — MU =

3V

va.

[SUI1N)
N |

N
V

Molekyylien keskiméérdinen liike-energia %va on verrannollinen kaasun
absoluuttiseen lampotilaan 7. Tamé kannattaa kirjoittaa muotoon

1,2 __ 3
5 mv” = S kT,

missi Boltzmannin vakio k = 1,380658 - 10~2* J/K. Néin ollen

2
MY _ 2 N3k = NKT.
2 3 2

Siis C' = Nk, ja kaasulaki seuraa.

2

Kaasun ainemddrd on molekyylien lukuméara. Sen yksikko on mooli. Yh-
dessi moolissa kaasua on Avogadron® vakion Ny = 6,02214179-10% (atomien
lukuméérd 12 g:ssa hiili 12:ta) suuruinen méadra molekyyleja. Siis kaasussa,
jonka ainemédrd on n, on N = nNy molekyylia. Talloin

pV = NKT = nNokT = nRT,

missd R = kNy = 8,314510 J/(mol K) on moolinen kaasuvakio. Ndin saamme
kaasulain muotoon

pV =nRT.

Kaasulaki kuvaa hyvin tavallisia kaasuja tavanomaisissa paineissa ja lam-
potiloissa. Johtaessamme sitéd oletimme S:n kuutioksi, mutta S saa olla muo-
doltaan miké tahansa, silld se voidaan tayttdd kuutioilla mielivaltaisen tar-
kasti.

Harjoitustehtavia

75. Mitéa fysikaalista suuretta esittéa lauseke

ymp kRT
b
a) r Y ) M Y

missi v on gravitaatiovakio, m on massa, p on tiheys, r on etéisyys, R on
moolinen kaasuvakio, T" on absoluuttinen lampotila, M on moolimassa
(eli massa moolia kohti) ja x on dimensioton vakio?

! Amedeo Avogadro (1776-1856), italialainen fyysikko.
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76.

78.

79.

*80.

a) Osoita kaasulain perusteella, ettd kaasun tiheys on vakiolampdtilassa
verrannollinen paineeseen.

b) Imassa on 79 % typped Ny ja 21 % happea Os. i) Miten kannat-
taa méaritelld ilman "laskennallinen moolimassa™ ii) Laske se. Typen
atomipaino on 14 ja hapen 16.

. Sylinterissa oleva kaasu laajenee ja tyontad edelladn méntad. Kaasun ti-

lavuus kasvaa arvosta V; arvoon V5. Kitkaa ei oteta huomioon. a) Osoi-
ta, ettd kaasun tekemé tyo
Va

W = pdV.
|41

b) Laske tdmé tyo olettaen, ettd kaasu noudattaa Boylen lakia.

Kuvio esittdd suoran ympyrédpohjaisen lierion muotoista pystysuoran
putken osaa, jonka poikkileikkauksen ala on A ja korkeus Az. Lierion
alapohja on korkeudella x maan pinnasta. Ajatellaan, etté lierion kum-
massakin pohjassa on ohut kalvo. Olkoon p(z) ilman paine ja p(z) il-
man tiheys korkeudella x, ja olkoon T" ilman lampotila. Talloin lieriosséa
olevan ilman massa m =~ p(r)AAx. Koska kalvot pysyviit levossa (voit
kokeilla saippualiuoksella), kohdassa z vallitsee voimien tasapaino.

p(z + Ax)

Az

A
-
1 P\

a) Laadi télla perusteella differentiaaliyhtélo paineelle p = p(x). b) Rat-
kaise se alkuehdolla, jonka mukaan paine maan pinnalla on py. c) II-
moita b-kohdan ratkaisu p = p(z) (eli paine korkeuden funktiona) muo-
dossa x = z(p) (eli korkeus paineen funktiona).

Maérita ilman a) paine, b) tiheys korkeudella x Maan pinnasta, kun
lampotilaksi oletetaan vakio T' ja putoamisliikkeen kiihtyvyys g = g(x)
noudattaa gravitaatiolakia, jolloin ilmakeh&é ei oteta huomioon.

Arvioi edellisen tehtévian perusteella ilmakehdn massa. Ohjeita: Ole-
ta lampotilaksi 270 K. Muodosta "sipulinkuorimaisten massa-alkioiden
summa” maan pinnalta 200 km:n korkeudelle. Laske néin saamasi in-
tegraali jollakin numeerisella integrointimenetelmallé tai laskimen val-
misohjelmalla. Analysoi epatarkkuustekijoita.
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3.3 xAdiabaattinen prosessi

Tarkastelemme yhtéd kaasumoolia, jolloin kaasulaki on
pV =RT.

Vakio R = 8,3145 J/K. Havainnollistamme pV-koordinaatistossa tdmén kaa-
suerdn painetta ja tilavuutta, joita yhdessd kutsumme téssé kaasun "tilaksi”.
Koordinaatiston ensimméisen neljanneksen pisteet ja kaasun eri tilat vastaa-
vat tdysin toisiaan. Olkoon d@ se energia, joka sitoutuu (tai jonka vastaluvun
osoittama méérd vapautuu), kun kaasun tilaan (p, V) tehddén "darettomén
pieni” muutos (dp, dV), jolloin uudeksi tilaksi tulee (p 4+ dp, V' + dV') kuvion
osoittamalla tavalla.

v

(p,V) (p+dp, V)

(p+dp, V+dV)

p
Jos dT" on kaasun lampdétilan muutos, niin
dQ = CydT + pdV,

missé C'y on kaasun lampokapasiteetti vakiotilavuudessa.

Yhtalostd RT = pV saamme derivoimalla p:n suhteen

dT dv
R—=V+4+p—
dp A dp
ja "kertomalla dp/R:114”
4 p
dT' = —dp + =dV
R P+ R4

joten

dQ = CydT +pdV

Cy Cy
= —Vd —pdV dV
R P+ Rp +p

B Cy Cv +R
= RVdp—l— R

pdV.
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3.3 Adiabaattinen prosessi

Jos paine on vakio, niin dp = 0, jolloin

pdV
dT = —
R
ja edelleen
dV

dQ = (Cy + R)% — (Cv +R)dT.
Siis

C, = Cy+R

on kaasun lampokapasiteetti prosessissa, jossa paine pysyy vakiona. Nyt saam-
me

dQ = %{(C’VVdp + C,pdV).
Olkoon kaasun alkutila (p1, V}) ja lopputila (po, V2).
v
(p1,V1)

Al

(p2, V2)

p

Voitaisiin ajatella, etté pitéisi tarkastella kiyrédintegraalia (teht. 84)

(p2,V2) (p2,V2)
/ dQ = —/ (OVVdp + CppdV),
(p1,V1) R (p1,V1)

mutta se on tiestd riippuva (teht. 83). Sen sijaan "differentiaalin”

d@
s = ==

integraali on tiestd riippumaton (teht. 89). Koska

Q 1,60V, Cp
n —R( = dp + TdV)

oV, G
= rr ¥t

va Cp
= d PV
pV p+pV

dp _dv
- o2y
Vp+ pV7

dsS =

4
RT dv
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3.3 Adiabaattinen prosessi

on entropian muutos

(p2,V2) (p2,V2) d dv P2 Va Qv
as = [“Cas= [T Pee ) o [T Pae [T
(p1,V1) (p1,V1) p 4 m P Vi 4

Vs
= Cy(lnpy —Inp;) +Cp(lnVy —InVj) = Cy 22 CyIn 72
b1 1
Merkitsemme p, = p, Vo =V, jolloin
P %
AS = Cyln—+C,In—
v 4! i Vi
Cy1/C
p vVt
h’l Cv1,Cp = ln kpcvvcpa
P11 Vi
missé .
k = ———— on vakio.
R

Oletamme nyt, ettéd prosessi on adiabaattinen eli () on vakio. Talloin dQ) =
0, joten myds dS = dQ/T = 0, mistd puolestaan seuraa, ettd AS = 0 eli

Inkp“vvV© = 0.

Naiin ollen
kpSvver =1
eli
pCVch — l
=

Korottamalla tdmén potenssiin 1/Cy saamme

Cp 1,
Vov = (=),
p ()
Merkitsemme vield © = C,/Cy. Olemme néin johtaneet adiabaattisen pro-
sessin kaasuyhtdalon
p V" = vakio,

missé k on kaasulle ominainen adiabaattivakio. Kaksiatomisille kaasuille, myos
ilmalle, K = 1,40. Johdimme yht&alon yhta kaasumoolia kéyttden, mutta se on
aineméadrasta riippumaton, silla lampokapasiteettien suhde on selvésti vakio.
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3.3 Adiabaattinen prosessi

Harjoitustehtavia

81.

82.

83.

Oletetaan, ettd funktio z = f(x,y) sekd osittaisderivaatat f, ja f,
ovat jatkuvia pisteen (zo, o) erdédssé ympéristossd (eli erdéissi (xg, yo)-
keskisessd ympyrédalueessa). Jos Az ja Ay ovat (itseisarvoiltaan) tar-
peeksi pienié, niin f:n lisdys pisteesti (xq, yo) pisteeseen (xg+ Ax, yo +
Ay) eli erotus

Af = f(xo+ Az, yo + Ay) — f(x0, yo)

noudattaa likima&réisyhtaloa

Af = fo(mo,y0) Az + fy (0, o) Ay.

Lierionmuotoisen kannellisen astian pohjan sédde on 10,0 cm ja kor-
keus 50,0 cm. Laske a) talld likimddrdiskaavalla, b) suoraan, kuinka
paljon astian pinta-ala kasvaa, kun pohjan sédde kasvaa 0,2 cm ja kor-
keus 0,3 cm.

Miksi edellisen tehtévan likimédaraiskaavaa ei voida kédyttédd, jos olete-
taan vain, ettd f on derivoituva pisteessi (g, ¥yo)? Ohje: Teht. 27.

Tehtédvin 81 likiméddrdiskaava antaa aiheen mééritelld, etta jos "diffe-
rentiaalit” dx ja dy ovat "ddrettomén pienid”, niin funktion f “koko-
naisdifferentiaali” on
of of
df = ——dz + —dy.
/ ox dy Y
Tama puolestaan motivoi tarkastelemaan "differentiaalilausekkeita”; joi-
den yleinen muoto on
udx + vdy

missid u = u(z,y) ja v = v(z,y) ovat erddssi suorakulmiossa
{(z,y)|a <z <bc<z<d}

maéadriteltyja funktioita, joiden enimmaéisen kertaluvun osittaisderivaa-
tat ovat jatkuvia. Todista: Vilttamé&ton ehto sille, ettd udx 4+ vdy on
erdan funktion kokonaisdifferentiaali, on, etta

Ou  Ov
oy Oz’
(Voidaan todistaa, ettd tdméa ehto on myos riittévi.) Ohje: Oleta, etta

téllainen funktio 16ytyy. Kéayta hyviksi "sekaderivaatan” riippumatto-
muutta derivoimisjirjestyksesta (s. 16).
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3.3 Adiabaattinen prosessi

84.

85.

86.

Olkoot u = u(z,y) jav = v(z,y) kdyralla v jatkuvia funktioita. Olkoon
v parametriesitys x = z(t), y = y(t), a« < t < 3, ja olkoon ~v:lla
tangentti sen jokaisessa pisteessi. Differentiaalilausekkeen udzr + vdy
(kdyrd)integraali pitkin (suunnattua) kayrad v on

B
[ s+ vdy) = [ Gulale).p0)a/0) + ol (o). o)y 0t
o «
Vaihtoehtoinen merkinté on kirjoittaa
Py
/ (udz 4 vdy),
Py

missi P = (z(«),y(a)), P = (x(8),y(F)), ja ilmoittaa, ettd integroi-
daan pitkin kdyréd v. Laske integraali

(571)
/ (2ydx + 2*dy)
(0,0)
pitkin a) niiden pisteiden yhdysjanaa, b) paraabelia y* = 2z.
Voidaan todistaa, ettd integraali
Py
/ (udz + vdy)
P

on tiestd rippumaton eli ei riipu y:sta, jos ja vain jos integroitava on
erdéan funktion kokonaisdifferentiaali eli (teht. 83)

ou Ov

dy  ox
Totea, ettd tdma sopii yhteen tehtdvin 84 tulosten kanssa.

Tarkastellaan integraalia pitkin umpinaista kdyrdd v eli integraalia

P
I :/ (udz + vdy),
P
missd P € 7.
a) Osoita, ettd yhtdlo I = 0 ei ole yleisesti voimassa.

b) Milld ehdolla se on voimassa?
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3.3 Adiabaattinen prosessi

c) Olkoon @) € ~v. Osoita, etté

Q
/ (udx + vdy) = 1,
Q

joten [ ei riipu siitd, mikéa ~:n piste otetaan lahtokohdaksi. Siksi
voidaan merkité

]{ (udz + vdy)

.
tarkoittamaan differentiaalilausekkeen udz+vdy integraalia pitkin
umpinaista (suunnattua) kdyraa .

87. Laske integraali

xdx + ydy b xdy — ydx
a) 72 + y2 ) ) 12 + y2 )
g v

kun v on ympyri 22 + y? = 1 positiiviseen kiertosuuntaan.
88. Osoita, etté (tekstissd olevin merkinnéin) integraali

(p2,V2)
/ (CVVdp + CppdV)
(p1,V1)

on tiesté riippuva.

89. Osoita, etté (tekstissd olevin merkinnoin) integraali

(2,V2) o/ C.p
(—Ldp 4+ =2=av)
/(P1,V1) T T

on tiestd riippumaton.

90. Osoita, ettd adiabaattisessa prosessissa VT = vakio, missé

91. Kaytetddn tehtdvan 84 merkintdja. Oletetaan, ettd jokainen origosta
alkava puolisuora kohtaa ~v:n enintddn yhdessd pisteessid. Osoita, etta
kayrén v ja janojen OP; ja OP, rajoittaman alueen pinta-ala

Py
A= :I:%/ (ydx — zdy),

P
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3.4 Adnen nopeuden laskeminen

missé etumerkki valitaan niin, ettei tulos ole negatiivinen.
Ohjeita: Tapa 1. Kédyta kaavaa

02
A=1 / r(0)°d0
01

(ks. osaluku 1.6). Tapa 2. Jaa v "dérettomén moneen ddrettoméan pie-
neen” osaan ja yhdisté jakopisteet origoon, jolloin muodostuu "daretto-
mén monta alaltaan ddrettomén pientd” O-huippuista kolmiota. Laske
vektoritulon avulla niiden "pinta-alojen summa”.

92. Olkoon 7 ellipsi
22 P
o + o 1.

Maérita sen rajoittaman alueen pinta-ala laskemalla integraali

: j{(ydx — xdy).
.

Vrt. teht. 21.

3.4 *Ainen nopeuden laskeminen

Adnen nopeus ilmassa voidaan mérittid paitsi kokeellisesti (miten?) myés
laskemalla. Teemme niin.

Adni etenee laajenevan pallon pinnan muotoisena aaltorintamana. Ilma
ei litkku ddnen suuntaan, vaan #daniaallot muodostuvat ilman tihentyessa ja
harventuessa, jolloin ilmassa olevat molekyylit liikkuvat edestakaisin. Aéni
on siis pitkittdistd aaltolitkettd. Tutkimme &déniaallon etenemistd x-akselin
suunnassa. Oletamme seuraavaa.

1. Normaali ilmanpaine py = 10° Pa, ja p on vastaava ilman tiheys. Ani
muuttaa ilmanpainetta niin, ettd p = p(x,t) on paine pisteessi x ajanhetkel-
14 t, ja p = p(z,t) on vastaava ilman tiheys. Muutokset ovat "hyvin pienid”
normaaliarvoihin verrattuina. (Esimerkiksi tavallisen puheen aiheuttama pai-
ne metrin etdisyydeltd on noin 0,02 Pa, ja kipukynnyksen aiheuttama paine
on noin 60 Pa.)

2. Ilma on homogeenista, joten sen ominaisuudet lepotilassa eivit riipu
ajasta eivatka paikasta.

3. Ilma on siséisesti kitkatonta eli emme ota huomioon ilman viskositeet-
tia.

69



3.4 Adnen nopeuden laskeminen

4. Ilma on tdysin kimmoisaa, joten ulkoisen voiman vaikutuksen loputtua
se palaa alkuperéiseen tilaansa.

5. Asniaallon ja ilman vililld ei siirry lampod eli dénen eteneminen on
adiabaattinen prosessi.

Olkoon u = wu(x,t) ilmassa olevien molekyylien (keski)nopeus z-akselin
suuntaan pisteessid x ajanhetkelld ¢. Johdamme p:n, u:n ja p:n vélille kolme
osittaisdifferentiaaliyhtélod. Osoitamme niiden perusteella, ettd p toteuttaa
aaltoyhtélon, ja laskemme siitd ddnen nopeuden. Teemme kaiken tdmén vii-
dessé vaiheessa.

Vaihe 1. Tutkimme p:n riippuvuutta p:sta, kun ¢ on kiinnitetty. Olkoon tar-
kasteltavan ilman tilavuus V', jolloin adiabaattisen proessin kaasuyhtalon mu-
kaan p V" = vakio. Derivoimalla p:n suhteen saamme
v
op
Suhtaudumme "osittaisdifferentiaaleihin” Op ja 9V kuten "differentiaaleihin” dp
ja dV, joten voimme kertoa tédmén yhtélon lausekkeella
1 Op
KVE p

V4 prV et 0.

Saamme L9 oV
—PL T .
K p Vv

Toisaalta ilmaa ei synny eikd h&vid, joten sen massa m = pV on vakio.
Derivoimalla p:n suhteen saamme

ov dp OV
V4+p—=0 eli —+—=0.
+p8p el P + %
Néin ollen
Lop_ o
Kp P
eli
o _ P
dp p
Mutta
_M
p= RTp
(teht. 76a), joten
@ _ KRT
op M’

missd R on kaasuvakio, 7" on ilman ldmpdtila ja M moolimassa.
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3.4 Adnen nopeuden laskeminen

Vathe 2. Tutkimme p:n muutosta vélilla [z, x + Azx] "testisdrmiossd”, jonka
sirmét Az, Ay ja Az ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Siithen tahkoon,

I
p(z, t)AyAz | p(x + Az, t) AyAz
Az /L """ »
T z+ Az T

joka kulkee pisteen x kautta ja on kohtisuorassa z-akselia vastaan, vaikuttaa
ajanhetkelld ¢ "ulkoilman” paine voimalla p(z, t)AyAz. Pisteen x4 Ax kautta
kulkevaan vastaavaan tahkoon vaikuttaa paine voimalla —p(z+ Az, t)AyAz.

Sérmion ilman massa on noin poAzAyAz ja nopeus noin u(z,t), joten
Newtonin toisen lain mukaan

0 t
p(z, t) AyAz — p(x + Az, t) AyAz ~ poAxAyAz%,
ja edelleen
Az ST
Antamalla Axr — 0 saamme
op(x,t) — Ou(z,t)
or 0 ot
Vaihe 3. Tutkimme p:n muutosta testisdrmiossa.
A I
u(x,t | u(z + Az, t)
Az| 777" »
T T+ Az T

Sarmiosté aikavélilla [t, ¢ + At] poistuvan ilman massa
Am =~ pou(z, t) AtAyAz — pou(x + Az, t) AtAyAz,
joten tiheyden muutos

Am u(z,t) — u(x + Ax,t)
A - = Y Y
P AxAyAz po Ax

At,

ja siis

Ap ulr+ Az,t) —u(w,t)
AL Ax '
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3.4 Adnen nopeuden laskeminen

Kun At — 0 ja Ax — 0, saamme

op(x,t)  Ou(z,t)
ot P or

Vaihe 4. Tieddmme nyt yhteyden p:n ja wn valilld (vaihe 2) sekd p:n ja w:n
vélilld (vaihe 3). Aluksi johdamme niistd yhteyden p:n ja p:n vilille. Koska

op ou . Op Ju

- = - a - = -
or o 1 o T TP
on

Op 0% _0(_,0un__,0¢
022~ drox  ox\ or) = Moror
ja
Pp 00p 0O ou 0%u
== (oot ) = —pon
ot otot ot Ox Otox
Oletamme kaikki toisen kertaluvun osittaisderivaatat jatkuviksi, jolloin (s. 16)
Pu  QPu
0xOt — Otdx’
ja siis
P _
ox? Ot
Mutta meilld on toinenkin yhteys p:n ja p:n vélilla, nimittédin
Op _ kRT
odp M

(vaihe 1), josta saamme

Pp 0 dp 0 (8]3@) 0 (KRT@) _ KRT@

022 Ordx Oz 0p Oz " 0x\ M Oz M 02
Néin ollen
P _ kRT P
o2 M 0z%
joten p toteuttaa aaltoyhtdlon
?p 10%
0x? ¢ ot
missé
kRT
C =
M

on aallon nopeus.
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3.4 Adnen nopeuden laskeminen

Vaihe 5. Sijoittamalla x = 1,40 (s. 65), R = 8,31451 J/(mol K) (s. 61), T' =
293 K(= 20°C) ja M = 0,02884kg/mol (teht. 76b) saamme ¢ = 344 m/s,
miké& sopii yhteen koetulosten kanssa.

Myoés p toteuttaa saman aaltoyhtdlon (teht. 93), joten sitékin tutkimalla
saadaan ddnen nopeus.

Harjoitustehtavia

93. Osoita, ettd (tekstissd olevin merkinnéin) p toteuttaa saman aaltoyh-
talon kuin p, a) kdyttamalld, b) kdyttaméatta hyviksi sitd, ettd p to-
teuttaa sen.

94. Suhteellisuusteorian mukaan valon nopeutta ei voida ylittda. Kuiten-
kin aaltoyhtdlon perusteella dédnen nopeus saadaan mielivaltaisen suu-
reksi, kun lampotila on tarpeeksi suuri. Onko suhteellisuusteoria néin
osoitettu vaariksi?

95. Vapunviettdja hengittdd ilmapallosta keuhkonsa téyteen heliumia ja
alkaa sitten puhua. Miltd hdnen puheensa kuulostaa ja miksi?

96. Miksi kuuluu pamaus, kun lentokoneen nopeus ylittaa d4nen nopeuden?

97. a) Kertaa (s. 43), mita tarkoitetaan aaltoliikkeen jaksonajalla ja taa-
juudella. b) Aallonpituus on se matka, jonka aalto kulkee yhdessé jak-
sonajassa. Mikéd yhtédlo on aaltoliikkeen nopeuden ¢, taajuuden f ja
aallonpituuden \ valilla?

98. Laske 440 Hz:n taajuisen &dnen aallonpituus ilmassa, kun ldmpdétila
on 20,0°C. (Jaksollisen ilmién taajuuden yksikks hertsi' Hz = 1/s.)

99 (Doppler*-ilmié). Poliisiauto a) tulee rikospaikalle nopeudella v, b) lih-
tee sieltd tdlld nopeudella. Auton hélytyssireenin dénen taajuus on f.
Milld taajuudella dani kuuluu rikospaikalle? Adnen nopeus on c.

100. (-2) Kuten edellinen tehtiavé, mutta poliisiauto ajaa dénta nopeammin.
(Periaatteessa timé on mahdollista. Nimittdin Green? teki vuonna 1997
Nevadan autiomaassa auton nopeuden maailmanennétyksen 1228 km /h.)

'Heinrich Hertz (1857-1894), saksalainen fyysikko.
2Christian Doppler (1803-1853), itdvaltalainen matemaatikko ja fyysikko.
3Andy Green (1962-), brittildinen hivittdjilent#ji.
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Tuloksia ja ohjeita

Tuloksia ja ohjeita
1. b) Milli ¢ arvolla yo = ce %67

2.y = ce ™ + e [ f(x)dx. Tdssd [ e f(x)dz tarkoittaa integroi-
tavan tiettyd integraalifunktiota (eiki siis kaikkia, koska integroimisva-
kio ¢ on merkitty erikseen). Se integraalifunktio, joka saa arvon 0 pis-
teessd xp, voidaan esittdd muodossa f;; e f(t)dt, joten vaihtoehtoinen

tapa esittdd vastaus on y = ce”* + f;; et=2) f(t)dt.
3. a)y=ce "+ 3¢ b) y = ce ™ + ze .

4. Merkitse g(z) = f'(x) — f(x), jolloin f'(x) = f(x) + g(x). Funktio f
toteuttaa siis differentiaaliyhtélon ¢ — y = g(z), missd g on eris ei-
positiivinen funktio. Ratkaise tamé yhtilo alkuehdolla y(0) = 1.

/

5. Mité tarkoittaa se, ettd funktio y = ¢(x) on differentiaaliyhtélon g(y)y =
f(z) ratkaisu? Mika yhdistetty funktio tulee vastauksessa derivoiduksi?

6. y=vzr+7.
7. ]C(]e%.
8. zy =c (c#0).

Lz —¢)? kunaz>c
— 4 ’ 9 . . . _
9. a)y { de—d tme<e b) Erikoisratkaisu on y = 0.

N 14 k’CQt.

11. Noin 11 tuntia.

10. ¢

12. a) &L = —k(T - Tp). b) T =Ty + (T} — Tp)e *t.
13. me .
14 a) LA —k Vs

‘ at — V-V’

ol

b) Kkt = 2V + 3V5 — 31V,

c) Noin 7,5 tunnissa.

M)
15. Pn(t):( ') e M.
n.
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16.
18.

19.

20.
21.
23.

24.

25.

Differentiaaliyhtdlo on xy’ =y + /a2 + 2.

a)y=sinz < v =arcsiny (-5 <o <7, -1<y<1).

b) Darcsinz = = arcsin x4-c.

1 dx
V1—z? /\/1—952
d) y = £sin(wz + ¢). Jos k > 0, niin sijoita z = wy/k. Tapaus k = 07

a) sinhz = $(¢" —e™®), coshz = 1(e” +e77).

2

b) Dsinhz = coshz, D coshx = sinhz.

c) y =sinhz < 2 = arsinhy, arsinhz = In(z 4+ 22 + 1);
y = coshz < x = arcoshy (z > 0,y > 1),

arcoshz = In(x + Va2 — 1).

d) Darsinhz = = arsinhz + ¢;

1 dz
Vi +1 /\/x2+1
1 dx
Darcoshr = ——, e

V=1

= arcosh z + c.
2 —1

f) y= fcosh (wx+c¢). Jos k > 0, niin sijoita z = wy/k. Tapaus k = 07
Jos a =0, niin y = cx +d. Jos a # 0, niin y = = + ce™* 4 d.

mab.

a) v =r(t —sint), y = r(1 — cost). b) 8r. ¢) 3nr?.

a) sinht. b) 2(1+ t) —

a), b) f(z,y) = /22 +vy? g(x,y) = —y/22 + y2. Kuvaaja on origo-

huippuinen suora ympyré(kaksois)kartiopinta, jonka akseli on z-akseli.

win
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Tuloksia ja ohjeita

26.

27.

28.

30.

31.

32.

33.

34.

fol,y) = ye™ =y,
fy(z,y) = ze™ — 2y,
fea(,y) = QQQW>
fo(z,y) = 2% — 2z,
foy(@,y) = fra(x,y) =™ + xye™ — 2y.

1, kunz,y #0,
fwy) = { 0, kun z =0taiy =0.

Tutki esimerkiksi suoria y = 0 ja z = 0.

a) Olkoot A ja B annettuja pisteitd, ja olkoon [ annettu suora (joka ei
kulje A:n kautta). Ellipsi on (tason) niiden pisteiden P ura, joille PA+
PB = vakio, hyperbeli niiden pisteiden ura, joille |PA — PB| = vakio,
ja paraabeli niiden pisteiden ura, joille PA = P:n etéisyys [:sté.

b) Nama kayrit syntyvit, kun suoraa ympyri(kaksois)kartiopintaa lei-
kataan sopivasti (miten?) tasolla.

c) ;o + 3y =1.
d) z=3y*— 3.
e) t* — 5yt =1

a) Paraabelilta. b) Ellipsiltd. ¢) Hyperbelilté.

__r o
r= T parametri p = €s.
a) Merkitse x = r(0) cosr(6), y = r(0) sinr(0) ja laske

(S = (5 + ()

b) i) 8, ii) 7.
c) i) 373, ii) mV/1 +4r% + 3 In(27m + V1 + 47% ) ~ 21,26.

Olkoot p = p(t) ja s = s(t) petojen ja saaliiden lukuméirit ajanhet-
kelld ¢. Olkoot « ja 3 syntyneiden ja kuolleiden petojen lukuméériin
liittyvat verrannolisuuskertoimet, ja olkoot v ja ¢ vastaavat saaliiden
madriin liittyvéat kertoimet. Talloin

dp ds

E:aps—ﬁp, Ez’ys—&ps.
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35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

42,

43.

44.

a) Laske 4 (z+y+2z). b) Laske (z,y,2) - («/,v, 7).

av
b—a

r=2v1+t.

Saat v:n yhtalosta

1,05 d :c_i
e+v e

(miksi?), kun ajan yksikkond on kuukausi. Miten jatkat?

a) Jos kappale ("massapiste”) kiertdd origoa niin, ettd 6§ = 6(t) on sen

vaihekulma ajanhetkell& ¢, niin sen kulmanopeus w = 44

dt -
b)
i) v = u(coswt, sinwt) + uwt(— sinwt, cos wt),
ii) a = 2uw(—sinwt, coswt) — uw?t(cos wt, sinwt),
iii) v = u\/1+ (wt)2.
a)
i) v = (—Rwsinwt, Rwcoswt, u),
ii) a = (—Rw?coswt, —Rw? sin wt, 0).
iii) Radan projektio xy-tasolla on ympyrd z? + y?> = R2. Projektiot

yz- ja xz-tasoilla ovat

. owe wz
y=Rsin— ja x = Rcos—.
u U

b) Rata muistuttaa ruuvin kierretta.

Eteldnavalla.
ut ut u? ut ut
a =u(l—cos —, sin —). b) a= —(sin— —).
) v=u( cosr,smr) ) T(smr,cosr)
a) ! —1s~8,5-10% v. (Maailmankaikkeuden iiiksi arvioidaan 13,7 -

107 v.)

b) e'% &~ 2,7-10% m. (Maailmankaikkeuden siiteeksi eli alkurdjihdyk-
sessd syntyneen valon kulkemaksi matkaksi arvioidaan 1,3 - 10?5 m.)

Noin 13m/s.
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45.

46.

47.

49.

50.
51.
52.
53.

54.

55.

56.

57.
58.
59.
60.

9 2
2ol
2§ cos® o

V= b\/gsinh \/Et.
a a
1

y = —coshazx + b.

Yy =zxtana —

a
1
a)z = voc;\)soz(l —e M), y= X(§ + Uosina)(l—e’)‘t)—it.
g g AT
b = (—F—+t ~In(1- )
) Y ()\vgcosa+ ana)x+)\2 n( vocosa)

Noin 24 m/s%.
Noin 99 %.
a) gmgr. b) Symmetria-akselilla etéisyydelld gr pallopinnasta.

Jos heilurin pituus on [, niin heilahdusaika

a) xr=r(0 —sinb), y = r(1 + cosh).

b) Kysytty aika 7' = W\/Z
g

a) U= 1kA?cos’wt, T = tkA?sin®wt.  b) U+ T = 1kA? = vakio.

d?x dz
ST Lk —o.
a)mdt2+)\dt+x 0

b) Jos A on k:hon verrattuna suuri, niin harmonista litketté vastustava
voima tulee niin suureksi, ettei virdhtelyd péédse syntyméén.

a) a = (aw?sinh wt, bw? coshwt) = w?r. b) On.
Noin 200 min.
Noin 50 v.

Esimerkiksi laskemalla m = gr?/~, missi r on maapallon side. (Miten
r voidaan maarittaa?)
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61. 0,109.

[27 M
62.a) vy = O~ 11200 m/s.
T
M
b) v =1/ L ~ 7900m/s.
T

63. Noin 1,70 - 10% km.
64. Noin 9 mm.

65. a) Osoita, ettd kuvion merkinnoilld

p pe 2 p
a= h=—— = .
1—e2’ 1—¢2’ 1 —¢?
P
7o
/;_I "
a K h O

b) Esitd aluksi pintanopeus kiertoajan ja puoliakselien avulla. Miten
jatkat?

66. a) Radan yht&lo on

2.2
0%

yM

1+ (TXE — 1) COSQ.

M oM
b) i) /1% <up< ZO,

r =

< Vg
2vM
\/ 7 (vrt. teht. 62a),
To
/27
To

M
c) v = PYT— (vrt. teht. 62b).
0

<

To
11) Vo =
) Vo >

il

67. Noin 116 tuntia.
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68.

69.

70.

72.

75.
76.

77.

78.

79.

80.
81.
84.
87.
88.

b) Olkoon pallon tiheys p ja massa M. Osoita, ettd jos a > r, niin

/T ym4mrs?pds mM
—
0

a? a? -’

Mita padttelet tasta?

Kysytty aika on W\/g = 42 minuuttia.

b) ja c) Kayrd u = f(z — ct) saadaan siirtamalld kdyrad v = f(z) ct:n
verran x-akselin positiiviseen suuntaan. Siis myos koko "aalto” liikkuu
talla tavalla.

a) Reunaehto estiaa vardahtelyn tukipisteissi, joten aalto heijastuu niista
takaisin. b) y = —n? missi n € Z,.

a) Painetta. b) Nopeutta.

a) Néytd, ettéd p = 25p, missi M on moolimassa. b) Noin 28,84 g/mol.

Va
b Viln —.
) mWi nV1
d M
a) £:—R—I€p (M = moolimassa).
Mg
b) p=pe ®T°.
r=—In—.
Mg p
( M ym = ) -
=poexp (—==— expr = e”.
P=PSPA" R vy 0/ P

Noin 5,3 - 10" kg.
a) 1068cm2.  b) 107,4cm?.
a) L. b) 2.
a) 0. b) 2.

Joko laske integraali kahta sopivasti valittua tietd pitkin tai kdyta teh-
tavassd 85 mainittua lausetta.
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89.

92.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

Joko osoita, ettd integroitava on funktion f(p,V) = RIn (p©v V%) ko-
konaisdifferentiaali, tai kdyta tehtdvissa 85 mainittua lausetta.

wab.

Ei ole. Hyvin korkeissa lampdétiloissa atomien elektronirakenteet hajoa-
vat, kaasu muuttuu plasmaksi, eivatka kaasulait ole enédé voimassa.

"Mikkihiiren” tai "pikkuoravien” &dneltd. Millainen on &#dnen nopeus
heliumissa verrattuna nopeuteen ilmassa?

Millainen on &#niaaltojen rintama, kun lentokoneen nopeus on pienem-
pi kuin dénen? Miten se muuttuu nopeuden kasvaessa? Millainen se on,
kun kone lentda dédnen nopeudella? Mita tapahtuu, kun koneen nopeus
ylittdd ddnen nopeuden?

b) c = \f.
0,782 m.

a) Taajuudella f.

cC—v

b) Taajuudella ‘

f.

c+v
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Asiahakemisto

Asiahakemisto

a

aaltoliikeoppi 54
aaltoyhtdlo 55
aallonpituus 73
adiabaattinen prosessi 65
adiabaattinen kaasuyhtalo 65
adiabaattivakio 65
alnemadara 61

alkuehto 1

amplitudi 43
Arkhimedeen spiraali 19
Avogadron vakio 61

b

ballistinen kéyra 35
Binet'n yhtalo 48
Boltzmannin vakio 61
Boylen laki 59

C

Cartesiuksen lehti 20
Charlesin laki 59

d

differentiaali 4
differentiaaliyhtalo
ensimmaisen kertaluvun 1
homogeeninen 9
lineaarinen 4, 9
tavallinen 1
-ryhmé 22
toisen kertaluvun 8

differentiaaliyhtélon ratkaisu
erikois- 1
taydellinen 1
yksityis- 1
yleinen 1
Doppler-ilmi6 73
dynamiikka 24
dynamiikan peruslaki 30

e

eksentrisyys 21
eksponentiaalinen
kasvu 5
vaheneminen 5
energian séilymislaki 40
energiaperiaate 38
entropian muutos 65
eristetty systeemi 30

f

faasikayré 22

g

Gay-Lussacin laki 59
gravitaatio

-laki 51

-vakio 51

-voima 51
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Asiahakemisto

h

harmoninen
funktio 17
liike 42
voima 42
varahtelija 43
Herschel-luotain 52
hertsi 73

i

impulssi 31
impulssiperiaate 31
integraalikdyré 2
integroiva tekija 4

J
jatkavuuden laki 30
jatkuvuus 12, 16

jaksonaika 43
johtosuora 21

k

kaaren pituus 13
kaarialkio 13, 21
kaasulaki 59
kahden muuttujan funktio 15
kartioleikkaus 21
Keplerin lait 49
keskeisliike 45
keskeisvoima 45
keskikiihtyvyys 24
keskinopeus 24
keskuskappale 49
kiihtyvyys 24
-vektori 26

kinematiikka 24
kokonaisdifferentiaali 66
kosmiset pakonopeudet 51, 52
kéyrédintegraali 67

1

lilke-energia 38

lilkem&ara 30
liikem&ardmomentti 46
litkeméaaréan séilymislaki 30
liikeyht&lo 30

lampoyhtalo 57

m

mekaniikka 24

momentti (voiman) 46
moolinen kaasuvakio 61
muuttujien erottaminen 4

n

napakoordinaatisto 18
Newtonin gravitaatiolaki 51
Newtonin jadhtymislaki 7
Newtonin liikelait 30, 31
nopeus 24

-vektori 25

o

osittaisderivaatta 15, 16
osittaisdifferentiaaliyhtélo 17
Laplacen - 17
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Asiahakemisto

p

parametri
kartioleikkauksen 78
kéyrén 10, 11
parametriesitys 11
Pascalin simpukka 21
pinta-alkio 13
pintanopeus 48
pitkittdinen aaltoliike 69
Planck-luotain 52
Poissonin prosessi 8
polttopiste 21
potentiaalienergia 36

r

raja-arvo 12

rata 25

ratanopeus, 26
reuna-arvoprobleema 57
reunaehto 56

S

sama-arvokayré, 15
Schwarzschildin sade 52
seisova aalto 57

statiikka 24
stationaarinen ratkaisu 57
suuntakentti 2

sykloidi 14, 42

t

taajuus 43
tasapainopiste 42
termodynamiikka 54
tyo 36

tyoalkio 37

A%

vaihekulma 18

vaimeneva vérdhdysliike 45
vapaa kappale 30

vauhti 26

vektorifunktio 12

viiva-alkio 2

voima 30

voimakeskus 45

voiman ja vastavoiman laki 31

5

ddnen nopeus 69-73
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Henkilo6hakemisto

Arkhimedes 19
Avogadro 61
Binet 48
Boltzmann 59
Boyle 59
Brahe 49
Charles 59
d’Alembert 55
Descartes 20
Doppler 73
Galilei 32
Gay-Lussac 59
Green 73
Herschel 52
Hertz 73
Hoyle 28
Kepler 49
Laplace 17
Leibniz 32
Mariotte 59
Maxwell 59
Newton 7
Pascal 21
Planck 52
Poisson 8
Schwarzschild 52




