Solmu 1/2010

Oliko vuosi 2009 sittenkin tylsa?

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Solmussa 3/2009 julkaistiin parikymmentid koululais-
kilpailutehtévad, joita yhdisti luku 2009, ja toivot-
tiin niihin lukijoiden ratkaisuja. Solmun postilaatikon
ei voi sanoa pullistelleen palautteen méaarasté. Iloisen
poikkeuksen muodosti Matti Leinonen Espoosta, jo-
ka ldhetti melkein kaikkiin tehtéviin oikean ratkaisun.
Useimmat seuraavista ratkaisuista noudattavat Leino-
sen suuntaviivoja.

Ratkaisuissa kédytetddn lukuteorian ja logiikan kurs-
sista tuttua lukukongruenssiformalismia. Muutaman
tehtévén ratkaisussa turvaudutaan Eulerin ¢-funktion
ominaisuuteen, joka ei kuulu Suomessa lukioissa opis-
keltavan lukuteorian kurssin piiriin. Tulos sinénsd on
melko helppo muotoilla: jos n on positiivinen kokonais-
luku, niin ¢(n):114 merkitidéin niiden lukujen &k, 1 < k <
n — 1, lukumééria, joilla ei ole muuta yhteista teki-
jad luvun n kanssa kuin 1. Siis esimerkiksi ¢(3) = 2 ja
¢(8) = 4. Luvulla ¢(n) on seuraava merkillinen omi-
naisuus: jos a:lla ja n:lla ei ole yhteisid tekijoitd, niin
luku a®(™ —1 on jaollinen n:1li. — Témén asian sininsé
melko yksinkertaiseen todistukseen palataan Solmussa
my6hemmin.

Mutta nyt 2009-tehtévien ratkaisut.

1. Olkoon D = 111...1. Koska A = 102009 — 1 = 9D
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Viimeinen luku saadaan normaalilla "vdhennyslaskulla
allekkain”. C':n numeroiden summa on siis 2008 - (4 +
5)4+3+6=2009-9 = 18081.

2. Koska luvuilla n ja n + 1 ei ole yhteisia tekijoité,
yht#ls voi toteutua vain, jos 2009 = 72 - 41 on jaollinen
luvulla n2. Tdmé on mahdollista, jos n = 1 tai n = 7.
Josn =1, niin m = 4018. Josn =7, m = 8- 41 = 328.

3. a) Koska 10* = 1 mod 9 kaikilla k, tehtivin lu-
ku on modulo 9 sama kuin 12 + 22 4 - .- + 2009%. Nyt
9k +1)2+ Ok +2%+ -+ (9k+1)>=1+4+
0+7+74+04+44+14+0=24 =6 mod?9 ja koska
2009 =223-9+2ja223 =7 mod9, 124+22 4+ ... +
2009% = 223 - 6 + 20082 +2009> = 7-6+1+4 =2
mod 9. Mikéén nelicluku ei ole 2 modulo 9, joten viite
on tosi.

b) Samasta syystd kuin edellisessd kohdassa tutkitta-
va luku on modulo 9 sama kuin 1 + 2 + --- + 2009 =
1005-2009 = 6-2 = 3. Miké&an nelidluku ei ole 3 modulo
9.

4. Pelin voittaa aina jompikumpi pelaajista. Pelaajalla
B on seuraavanlainen voittostrategia: 1) Jos jossain ne-
liossd on kolme keltaista sivua ennen B:n vuoroa, hén
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virittidd tdmén nelion neljinnen sivun ja voittaa. 2) Jos
tdtd mahdollisuutta ei ole, B véirittdd sivun, joka on
symmetrinen ruudukon keskipisteen suhteen sen sivun
kanssa, jonka A viimeksi viritti. Osoitetaan, ettéd ellei
B voi tehdé askelta 1), hiin voi aina tehdd askeleen 2).
Ellei niin olisi, A olisi edellisellé siirrollaan voittanut
eli vérittdnyt neljinnen sivun erdéstd neliostéd; olkoon
tdméd nelio CDEG ja olkoon A:n viimeksi varittdma
sivu C'D. Talloin B on vérittinyt sivuista DE, EF ja
FC viimeksi véritetyn, esimerkiksi DFE'n, silla jos té-
mé olisi ollut A:n varittadmii, olisi B:n ollut mahdollis-
ta kiyttid askelta 1) sen vuoron jilkeen, jona A vérit-
ti kolmannen sivun. Tarkastellaan nelikulmion CDEF
symmetrianelikulmiota C'E’D’F’ (ruudukon keskipis-
teen suhteen). Koska B on aina viirittanyt symmetrisen
sivun, A oli viimeisté edelliselld vuorollaan varittanyt
D’E’:n. Mutta koska C'F ja F'E jo olivat viritetyt, niin
olivat myds C'F’ ja F'E’. A:n viimeisté edellisen siirron
jilkeen B olisikin voittanut véarittimélla C’ D’ ! Ole-
tus, ettd A voittaa, johtaa siis ristiriitaan. — Sama pa&t-
tely voidaan soveltaa myos tilanteeseen, jossa ABCD
on ruudukon keskimmaéinen ruutu.

5. Oppilas ottaa ensin a; palaa ja pilkkoo ne. Nyt hé-
nelld on 7 — ay + 7Ta; = 7 + 6a; palaa. Kun hén va-
litsee niistéd ao ja pilkkoo ne seitsemédn osaan, hénelld
on 7+ 6a; —as + 7az = 7 + 6(a1 + az). Induktiolla
nihdaén, ettd palojen médrd on aina 7 + 6k. Jos oli-
si 74 6k = 2009, olisi 2002 = 6k. Koska 2002 ei ole
jaollinen kolmella, tdmé tilanne ei voi toteutua.

6. Jos (z, y, z) on yhtéilon ratkaisu, niin 99(z+y+2) <

2
2009 < 101(z+y + ). Koska % <21ja 29 < g,

on oltava = + y + z = 20. Kun tehtdvin yhtilo kirjoite-
taan muotoon 100(x 4+ y + 2) + z — « = 2009, ndhd&én,
ettd z = ¢ + 9. Yhtélostd  + y + z = 20 saadaan nyt
2z+y =11. Koskay > 1, on oltava 1 < x < 5. Kun an-
netaan x:lle arvot 1, 2, 3, 4, 5 saadaan yhtélon ratkaisut
(1,9, 10), (2, 7, 11), (3, 5, 12), (4, 3, 13) ja (5, 1, 14).

7. Laskemista helpottaa havainto /2010 4 2+/2009 =

/2009 + 21/2009 + 1 = (1+ \/2009)2 =+/2009 £ 1.
Koska 1 + /2009 on yht#lén 22 + ax + b = 0 ratkaisu,
on 2010 + 2+/2009 + a (1 + \/2009) +b = 0. Koska a
ja b ovat kokonaislukuja ja 1/2009 on irrationaaliluku,
on oltava (a + 2)v/2009 = 0 eli a = —2. Tésté seuraa
b = —2008. Yhtilon 22 — 22 — 2008 = 0 juurien summa

on 2; kun toinen juuri on 1+ /2009, toisen juuren on
oltava 1 —+/2009. v/2009—1 ei voi olla yht&lon ratkaisu.

8. Oletetaan ensin, ettid 0 < n < 53. Vasemmanpuoli-
nen epdyhtéld on triviaalisti tosi ja oikeanpuolinen on
yhtépitiavi epdyhtilon 2009 < (53 — n)? eli epiyhti-
16n /2009 < 53 — n kanssa. Nyt 442 = 1936 < 2009 <
2025 = 452. Epayhtilo ei toteudu, kun 53 —n < 44 eli
n > 9, mutta toteutuu, kun 53 —n > 45 eli n < 8.
Olkoon sitten 53 < n. Epédyhtilé on nyt yhtépitdva
epiyhtilon (n — 53)% < 2009 < 53(n — 53) kanssa.

2009 + 53%
53 B

48
90 3’ joten n > 91. Vasemmanpuolisen epayhtélon no-

jalla n < 53 + /2009 = 97 + (/2009 — 44). Koska vii-
meinen suluissa oleva erotus on positiivinen, mutta < 1,
n < 97. Epdyhtalon toteuttavat siis luvut 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8, 91, 92, 93, 94, 95, 96 ja 97.

Oikeanpuolisen epdyhtédlon nojalla n >

9. Koska 2009 = 223 - 9 + 2, tehtavissa tarkastelluis-
sa luvuissa on ainakin 224 numeroa. Etsitddn pienintéa
ehdot tayttavia lukua 224-numeroisten lukujen joukos-
ta, ts. tarkastellaan lukuja © = ¢333Ca223 - - - C1Cp, missi
0 < ¢, < 9. Jotta numerosumma 2009 saavutettaisiin,
on oltava cgo3 > 2. Jos olisi ca03 = 2, kaikki muut nume-
rot olisivat yhdeksikkoja. Silloin 2 = 3-10%23 — 1. Koska
Fermat'n pienen lauseen nojalla 105 =1 mod 7 ja 222
on jaollinen kuudella, niin 10?23 = 10- 10?22 =10 = 3
mod 7. Siten 3-10??2> —1=9—-1=1 mod 7, joten x
ei ole jaollinen 7:114 eiké siis varmasti myoskédan luvul-
la 2009 = 72 - 41. Oletetaan sitten, etté olisi cao3 = 3.
T&lloin luvun muut numerot ovat yhdeksikkojé, paitsi
ettd joukossa on yksi kahdeksikko. Siis

£=23999...9899---9=4-10?* -1 — 10"
N—_—— N —
222—1 kpl i kpl

Helppo lasku osoittaa, ettd luvut 10, 102, 103, 10* ja
10% ovat modulo 41 kongruentteja lukujen 10, 18, 16,
37 ja 1 kanssa. Niin ollen 10°%t! = 10! mod 41, joten
4-10%23 =4-16 = 23 mod 41 ja x = 22— 10" mod 41.
Edellisen perusteella x ei ole jaollinen 41:1l14 eiké siis
my6skaan 2009:114.

Jatketaan yritystd. Oletetaan, ettd coo3 = 4. Muut nu-
merot ovat yhdeksikk6ja, paitsi ettd mukana on joko
kaksi kahdeksikkoa tai yksi seitsemén. Joka tapaukses-
sax =25-10%2% — 1 — 10° — 107, missi voi olla i = j.
Nyt saadaan z = 38 — (10° + 107) mod 41. z on jaolli-
nen 41:114, jos {4, j} = {0, 4} mod 5. Téstd ndhdéén,
ettd i # j ja i, j < 220. Mahdollisimman pienen luvun
16ytdmiseksi tutkitaan tapausta 7 = 220. Silloin on ol-
tavai =4 mod 5. Pyritddn 16ytdméan sellainen 4, ettéd
2 on jaollinen 49:114. Alussa mainitun Eulerin lauseen
perusteella tiedetiifin, ettd 10249 = 10*2 =1 mod 49.
Jos d on pienin positiivinen kokonaisluku, jolle 10¢ = 1
mod 49, niin d on luvun ¢(49) = 42 tekijé. Lasketaan
modulo 49: 10! = 10, 10% = 2, 102 = 20, 10° = 400 = 8,
107 = 80 = 31, 10 = 312 = 961 = 30 ja 10%! =
31-30 = 930 = 48. Pienin k, jolla 10¥ =1 mod 49 on
siis 42. Nyt = = 5-10" — 10 — 1 — 10’ = 31 — 10¢
mod 49. x on jaollinen 49:1l#, jos 10° = 31 = 107
mod 49. Téméa on mahdollista, jos ¢ =7 mod 42. Mut-
ta on my6s oltava ¢ = 4 mod 5. Molemmat ehdot tayt-
tdd vain luku ¢ = 49. Kysytty luku on siis

r=4998999...98999...9.
—_—
170 kpl 49 kpl

10. Tehtdva oli epdtarkasti muotoiltu. Kun se luetaan,
niin kuin se oli Solmussa 3/2009 kirjoitettu, ratkai-
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su on tietysti 2007. Ei ole ongelma konstruoida 2007
eri yksikkoséteista ympyraé, jotka kaikki siséltévét sa-
mat kaksi pistettd. Tehtdvan laatijan tarkoitus oli il-
meisesti kuitenkin, ettd punaiset pisteet olisivat niiden
sinipistekeskisten yksikkdympyroiden kehdalld. Ratkais-
taan tehtdvi téssd versiossa. Olkoon pisteistd punai-
sia p kappaletta ja sinisid s = 2009 — p kappaletta.
Jokainen punainen pistepari voi olla enintidéin kahdella

yksikkosateisella ympyrallda. Pistepareja on , joten

sinisid pisteitd voi olla enintédin 2 - <§> =plp-1)

kappaletta. Siis p + p(p — 1) = p? > 2009, joten
5 < 2009 — /2009 < 2009 — 44 = 1965. Siis s < 1964.
Tamé& s:n arvo saavutetaan esimerkiksi niin, ettéd vali-
taan janalta, jonka pituus on alle 2, 45 eri pistettd. Pis-
teparit maarittavat 44 - 45 = 1980 eri yksikkoséteista
ympyréd, joista jokaisella on tasan yksi pistepari. Va-
litaan néistd jotkin 1964 ympyraé. Niiden keskipisteet
kelpaavat tehtévén sinisiksi pisteiksi.

11. Téassé tehtavéassd vuosiluvut ovat vain silménlu-
meena. Olkoot a ja b mitd hyvénsd positiivisia lu-

kuja ja olkoon A = Va++vVb+ \/b++a ja B =
Va+a+ b+ Vb Silloin

A2 _ p? :2\/ab+a\/5+b\/5+\/5
—21/ab + aVb + by/a + Vab.
Koska av/a+bvb—avb—by/a = (a—b)(y/a—vb) >0

ja nelisjuurifunktio on kasvava, on A2 > B2. Jos a # b,
erisuuruus on aito. Tehtdvin kahdesta luvusta edelli-
nen on suurempi. (Ero ei ole suuri: alle 3 sadasmiljoo-
nasosaa.)

12. Koska f(0) = 0, vélttamiiton ehto sille, ettd funk-
320097
N2

tion f jakso olisi 3w on cos(37n) - sin<

-2

0. Tamé& toteutuu vain, jos sin (ﬂ) = 0 eli
n
. 3-20097
jos ———
n

3-2009 = 3-72-41 on oltava jaollinen luvulla n?. TAm&
on mahdollista vain, jos n = 1 tai n = 7. On helppo
nihdé, ettéd 37 todella on funktioiden cos(z) sin(2009x)
ja cos(7x) sin(41x) jakso.

= km jollain kokonaisluvulla k. Luvun

13. Asetetaan ruudukko niin, ettd kunkin ruudun
keskipiste on kokonaislukukoordinaattinen piste, ruu-
dukon keskipiste on (0, 0) ja oikea ylikulma on
(1004, 1004); nimet&én ruutu sen keskipisteen mukaan.
Erds tapa tayttda ruudukko tehtdvian ehtojen mukai-
sesti on asettaa ykkoset ruutuihin, joiden keskipisteet
ovat suorilla y = x + 1004 ja y = x — 1005, ja tayt-
tda kukin vaakarivi ykkosestd oikealle perdkkaisin lu-
vuin. Ruudukon oikean laidan tultua vastaan jatketaan
tdyttod samalta riviltd vasemmasta laidasta. Ruudus-
sa (=502, 502) on ykkoénen. Ruudun etiisyys keskel-

td on 502 (sithen piisee 502:lla kuninkaan siirrolla,
joista jokainen tapahtuu vinottain). Voidaan helposti
laskea, ettd etdisyys jokaiseen muuhun ykkosruutuun
on suurempi kuin 502. Osoitetaan sitten, ettd jokai-
sessa numeroiden sijoittelussa on ainakin yksi ykkos-
ruutu, jonka etdisyys keskeltd on enintddn 502. Ruu-
dukon ylimmillad 502 rivilld ja alimmilla 502 rivilld on
yhteensd 1004 ykkostéd, samoin ruudukon 502 vasem-
manpuolisimmassa sarakkeessa ja 502 oikeanpuolisim-
massa sarakkeessa on yhteensé enintddn 1004 ykkosta.
Ainakin yksi ykkonen on silloin alueella, joka ei sisdlly
kumpaankaan edelld kuvattuun, eli siind 1005 x 1005-
neliossé, jonka keskipiste on keskimmaéinen ruutu. Té-
mén nelion jokaisen ruudun etéisyys keskeltd on enin-
tddn 502.

14. Olkoon f(z) = (x — A)(x — B)(x — C), missd A, B
ja C ovat kokonaislukuja. Jos |f(34)| = |34 — A||34 —
B||34 — C| on alkuluku, niin tulon kolmesta tekijisté
kaksi on ykkosid ja kolmas on alkuluku. Voidaan olet-
taa, ettéd |34 — A| = [34—B| = 1 ja |34—C| on alkuluku.
Luvut 32, 33, 35 ja 36 ovat yhdistettyjd. Siis C' > 3.
Nyt |[ABC| > 332 - 3 = 3267 > 2009. Tehtéiviin muut
ehdot téyttivi polynomi ei siis tidytéd ehtoa |c¢| < 2009.
Tehtévassé vaadittua polynomia ei ole olemassa.

15. Oletetaan, ettid Fhy + 2009 = 22 jollain n > 0 ja
kokonaisluvulla z > 0. Jos n > 41, niin Fo(n) on jaolli-
nen luvulla n(n—20)(n—40). Koska =20 =1 mod 3 ja
—40 =2 mod 3, n(n—20)(n—40) = n(n+1)(n+2) =0
mod 3. Koska 2009 = 2 mod 3, 22 = Fy(n)+2009 = 2
mod 3. Tama on mahdotonta, koska nelioluku on ai-
na = 0 tai = 1 mod 3. Tarkastellaan sitten tapauk-
sia 21 < n < 40. Nyt Fy = n(n — 20). Saadaan
2009 = 22 — n? +20n = 22 — (n — 10)% + 100 eli
23-83 = 1909 = 22 — (n—10)? = (z—n+10)(z+n—10).
Koska z2 > 2009, z > 44 jax+n—-—10>x—n+10>
44 — 40 + 10 > 1, ainoa mahdollisuus on

r+n—10 =83,
r—n+10 =23.

Téasté ratkaistaan n = 40, x = 53. Jos sitten n < 20,
niin Fyo(n) = n. Yhtilén n + 2009 = z? ainoa rat-
kaisu on nyt n = 16, x = 45. Tehtéavalld on siis kaksi
ratkaisua n = 40 ja n = 16.

16. Luvuilla 40 ja 2009 ei ole yhteisid tekijoitd. Voi-
daan kayttdd hyvéksi alussa mainittua Eulerin funk-
tiota ¢. Pitee 40°(2°99) =1 mod 2009, (¢(2009):n ar-
volla ei ole ratkaisun kannalta merkitysté; se sattuu ole-
maan 1680.) Ainakin, kun n > ¢(2009), a, = a,—1 +1
mod 2009. Tdma merkitsee, ettd jonon a, lukujen ja-
kojasnnokset kayvit lapi jarjestyksessa kaikki eri mah-
dolliset arvot jaksollisesti ja ddrettémén monta kertaa.
Erityisesti jakojaénncs 0 tulee jonossa vastaan ddretto-
mén monta kertaa.

17. Jos kahdella aritmeettisella jonolla on sama ero-
tus ja jos niilld on yksikin sama termi, niin jonot jat-
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kuvat téstd termistéd alkaen samoina. Ne eivit siis voi
olla olennaisesti eri jonoja. Tehtdvissd kysytdédn siis
aritmeettisia jonoja, joilla on eri erotus. Jos tehté-
vin geometrinen jono on b, bq, bg?, bg?, ..., niin bg® =
40 - 2009 = 23 -5-7%2.41. On kolme mahdollisuut-
ta: ¢ = 2, ¢ = 7 tal ¢ = 2 -7 = 14. Vastaavasti
b=2-5-72-41,b=2%-5-41 tai b = 2 -5 - 41.
Koska myos b ja bg ovat aritmeettisen jonon jdsenii,
bg — b = b(q¢ — 1) on jonon erotuksen monikerta. Jos
b(q¢ — 1) on aritmeettisen jonon erotuksen monikerta,
niin bg™ — b on myds erotuksen monikerta (koska ¢” — 1
on jaollinen ¢ — 1:114). Néin ollen olennaisesti erilais-
ten, tehtdvin ehdon tayttdvien aritmeettisten jonojen
lukumé&éréd saadaan laskemalla lukujen b(g—1) eri teki-
joiden lukumééré edelld mainituissa kolmessa tapauk-
sessa. Ensimmaéisessi tapauksessa b(¢—1) = 2-5-72-41,
toisessa b(g — 1) = 6-23-5-41 =2%.3.5-41 ja kol-
mannessa b(q — 1) =2-5-13-41. Luvulla 2-5- 7% - 41
on 24 tekijis, luvulla 24 -3 -5 - 41 40 tekijii ja luvul-
la2-5-13-41 on 16 tekijad. Lukujen suurin yhteinen
tekijd on 2 - 5-41; sen 8 tekijad ovat tekijoind jokaises-
sa luvussa ja ainoat tekijit, jotka ovat yhteisid missdan
kahdessa luvuista. Kolmella luvulla on siis eri tekijoi-
td kaikkiaan 8 + (24 — 8) + (40 — 8) + (16 — 8) = 64
kappaletta. Tamé on myos kysytty olennaisesti erilais-
ten tehtdvin ehdon tdyttdvien aritmeettisten jonojen

lukumé&ara.

18. Jos kéytetddn enintddn 14:44 postimerkkid, niin
voidaan maksaa enintddn 14 - 143 = 2002 sentin mak-
suja. Jos kédytetddn 15:tt4 merkkid, niin maksettavien
arvojen on oltava ainakin 15-134 = 2010 sentti&. Kaikki
arvot x, 2010 < x < 2145 = 15 - 143 voidaan muodos-
taa 15:std merkisté. Kaikki arvot, jotka ovat suurempia
kuin 2145 senttié ovat (esimerkiksi) muotoa z+mn- 134,
missd 2010 < x < 2145 ja n positiivinen kokonaisluku.
Nain ollen suurin arvo, jota merkeistd ei voi muodos-
taa, on 2009.

19. Olkoon d # 0 aritmeettisen jonon perikkaisten
termien erotus. Silloin as = 14+ d, a5 = 1 + 4d ja
a11 = 14+10d. Koska asg, a5 ja a;1 muodostavat geomet-
risen jonon, aZ = agaq; eli (1+4d)? = (1 +d)(1+ 10d)
eli 6d?> =3delid = 3 Jonon 2009 ensimmaéisen termin

1+ (14 1004)

= 1010527.
5 0105

summa on 2009 -

20. Yhtélon oikean puolen eksponentissa olevan arit-
142009
meettisen jonon summa on 1005 - 120 = 10052

Koska 121 = 112, todistettava yht#ls on 1005211 =
11201005 45 e(ln 1005)-2:ln11  _ e(ln 11)-2:In 1005 Koska

eksponentit ovat samat, yhtdlo on tosi.
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