Solmu 1/2010

Lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun tehtivit ja

ratkaisut 2009

Matemaattisten aineiden opettajien liiton lukion ma-
tematiikkakilpailu on kaksiportainen. Kilpailun ensim-
méinen kierros on kolmisarjainen, ja sarjojen osallis-
tumisoikeuden méirittelee kilpailijan ikd. Lukuvuoden
2009-10 kilpailun ensimméinen kierros pidettiin 29. lo-
kakuuta 2009.

Kilpailutehtévéit olivat téllaiset:

Perussarja

1. Marjoja myytiin rasioissa, jotka oli hinnoiteltu mar-
jatyypin mukaan. 2 rasiaa vadelmia, 2 rasiaa herukoita
ja 1 rasia mustikoita maksoi yhteensd 8 euroa, 1 rasia
vadelmia, 3 rasiaa herukoita ja 1 rasia mustikoita mak-
soi 7,5 euroa ja annos, jossa oli 2 rasiaa vadelmia ja 3
rasiaa mustikoita, maksoi 7 euroa. Kuinka paljon mak-
soi yhteensé 3 rasiaa vadelmia, 2 rasiaa herukoita ja 3
rasiaa mustikoita?

2. Taydenn4 alla oleva ruudukko niin, ettéd siiné esiin-
tyvét kaikki luvut 1, 2, ..., 16 ja jokaisen vaaka- ja pys-
tyrivin lukujen summa on sama. Etsi kaikki eri tavat
tdydentda ruudukko.

4

3. Nelitpohjaisen laatikon pohjalle sijoitetaan kaksi
ympyranmuotoista kiekkoa. Kiekkojen sdde on r. Mika
on pienin mahdollinen laatikon sivu a?

4. M#arita kaikki tavat lausua 2009 kahden positiivisen
kokonaisluvun nelididen (eli toisten potenssien) erotuk-
sena.

Vilisarja

1. Sama tehtédva kuin perussarjan tehtava 2.

2. Tasakylkisen kolmion korkeusjana halkaisijana piir-
retdin ympyrd. Mihin suhteeseen sen kehi jakaa leik-
kaamansa sivut, kun kolmion kanta ja korkeus ovat yh-
td suuret?

3. Viisi tasavahvaa pelaajaa pelaa keskenéddn yksinker-
taisen sarjan pelejé, jotka padttyvit jommankumman
pelaajan voittoon ja joissa molempien voittotodenné-
koisyys on % Pelit ovat keskendén toisistaan riippu-
mattomia. Mikéd on todennékoisyys, ettd kukin voittaa
kaksi pelid?

4. Maarita kaikki tavat lausua 2009 kahden positiivi-
sen kokonaisluvun kuutioiden (eli kolmansien potens-
sien) erotuksena.

Avoin sarja

1. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 10 ja 24. Suu-
remmalla kateetilla oleva piste keskipisteené piirretdan
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ympyriviiva, joka sivuaa toista kateettia ja hypote-
nuusaa. Laske ympyréin side.

2. Kolmion sivujen pituudet muodostavat geometrisen
jonon, jonka suhde on g. Osoita, ettd /5 — 1 < 2¢ <

Vb +1.
3. Sama kuin vélisarjan tehtava 4.

4. Osoita, ettd 10 suomalaista voi soittaa 10 ruotsalai-
selle 30 puhelua niin, etté

1) kukaan ei soita kellekééin kahdesti ja

2) mitkiin kaksi suomalaista eivit soita keillekééin kah-
delle ruotsalaiselle kaikkia mahdollista neljad puhelua.

Tehtiavien ratkaisut

Useimpiin tehtéviin 16ytyy useita ratkaisutapoja ja nii-
den muunnelmia.

Perussarja 1. Olkoot v, h ja m vadelmien, herukoi-
den ja mustikoiden rasiahinnat euroina. Tehtévéan eh-
dot voidaan kirjoittaa yhtaloryhméksi

20+2h+ m=28
v+3h+ m="75.
2v +3m=7

Kun yht#lst lasketaan puolittain yhteen, saadaan 5(v+
h+m) =225 ¢eli v+ h+m = 4,5. Téstd ja toi-
sesta yhtdlostd saadaan 2h = 75 — (h+ v+ m) =
7,56—4,5 = 3, joten h = 1,5. Toisesta yhtélosta saadaan
nyt 3v+2h+3m=3(v+h+m)—h=3-45-15=12.

Perussarja ja vilisarja 2. Ruudukon lukujen summa
on

16-1
1+2+...+16:¥:8-17:4-34,

joten kunkin vaakarivin ja pystysarakkeen lukujen sum-
ma on 34. Vasemman sarakkeen alimpaan ruutuun tu-
lee siis luku 14 ja kolmannen rivin neljinteen ruutuun
15. Oikeanpuoleisen sarakkeen kahden tyhjdn ruudun
lukujen summa on 11. Lukuparit, joiden osien summa
on 11, ovat (1, 10), (2, 9), (3, 8), (4, 7) ja (5, 6). Kaik-
kien muiden paitsi viimeisen parin luvuista ainakin toi-
nen on jo kiytetty. Jaa siis selvitettdviaksi kaksi mah-
dollisuutta: 5 on oikean sarakkeen ylin ja 6 alin luku tai
6 ylin ja 5 alin. Jos 5 on ruudukon oikeassa yldkulmas-
sa, ylimmén rivin keskimmaéisten lukujen summa on 25,
ja luvut 1oytyvét pareista (9, 16), (10, 15), (11, 14) tai
(12, 13). Jélleen vain luettelon viimeinen pari on mah-
dollinen. Luku 16 ei voi olla alimmassa rivissé, koska
14 4+ 16 + 6 > 34. 16 on siis toisessa rivissd. 16 ei voi
olla kolmannessa sarakkeessa, koska 12 4+ 16 + 10 > 34.
Luku 16 on siis toisen rivin toisessa ruudussa. Silloin 1
on saman rivin kolmannessa ruudussa, joten alarivissa

keskimmaisissé ruuduissa ovat 2 ja 11. 12 ei voi olla yla-
rivin toisessa ruudussa, koska télloin toisen sarakkeen
lukujen summa olisi pariton. Yldrivissa on siis oltava
jarjestyksessd luvut 4, 13, 12 ja 5, ja kun alarivi on
14, 3, 11, 6, tehtavian ehto tayttyy. Yksi mahdollinen
jarjestys on siis

7 2110 15

14 3111 6

Toinen mahdollisuus on, ettd ruudukon oikeassa yla-
kulmassa on 6 ja oikeassa alakulmassa 5. Samoin kuin
edelld paatellddn, etta ylarivin keskimméisissd ruuduis-
sa on oltava 13 ja 11, ettd luvun 16 on oltava toisen rivin
toisessa ruudussa ja luvun 1 toisen rivin kolmannessa
ruudussa, ettd luvun 12 on oltava alarivin kolmannes-
sa ruudussa; tdmén jialkeen lukujen 11, 13 ja 3 paikat
méardytyvéit, ja ruudukko on

4113 | 11 6

9| 16 1 8

7 2110 15

14 3| 12 )

Perussarja 3. Kiekot voidaan aina asettaa kiinni toi-
siinsa. Voidaan siis rajoittua tutkimaan tapausta, jos-
sa kiekot sivuavat toisiaan. Jos kiekkojen keskipisteitéa
yvhdistdva suora muodostaa kulman « toisen nelion si-
vun, sanokaamme vaakasivun kanssa, niin pystysivu-
jen etdisyyden on oltava ainakin r + 2rcosa + r =
2r(1 + cos a) ja vaakasivujen etdisyyden on oltava ai-
nakin r + 2rsina + r = 2r(1 + sin «). Laatikon sivun
on oltava suurempi luvuista 2r(1+ cos a), 2r(1+sin ).
Kun a = 45°, molemmat luvut ovat 2r(1++/2/2). Kun
o < 45°, niin cosa > cos45° ja kun o > 45°, niin
sina > sin45°. Etéisyyksistd suurempi on siis pienin
mahdollinen, kun o = 45°, joten pienin mahdollinen a

on 2r(1 4 1/2/2).

Perussarja 4. Etsitdin positiivisia kokonaislukuja x
ja y, joille 2009 = 22 — y? = (z + y)(z — y). Lukujen
x +y ja x —y on oltava luvun 2009 tekijoitd. Mutta
2009 = 7-287 =72 -41, ja koska x +y > x —y, on x:n
ja y:n toteutettava jokin seuraavista yhtédlopareista:

x4y = 2009 x4y =287 r+y=49
r—y=1 ’ r—y=7 " r—y=41"

Yhtéloparien ratkaisuiksi saadaan helposti (z, y) =
(1005, 1004), (147, 140) ja (45, 4).
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B D c

Vilisarja 2. Olkoon kolmio ABC' tasakylkinen, olkoot
BC = 2r ja AD = 2r kolmion korkeusjana. Olkoon
O AD:n keskipiste ja leikatkoon O-keskinen r-séteinen
ympyri sivun AB pisteessi E. Valitaan mittayksikko
niin, ettd EB = 1. Olkoon AE = z. Thaleen lauseen
perusteella ZAED = 90°, joten DE = h on kolmion
ABD korkeusjana. Suorakulmaisen kolmion tunnetun
ominaisuuden (tai yhdenmuotoisten suorakulmaisten
kolmioiden AED ja DEB perusteella) tiedetiiéin, et-
ti h?> = AFE - EB = z. Suorakulmaisesta kolmiosta
BDE nihdddn, ettd . = h2 =r2 —lelir? =1+ a.
Suorakulmaisesta kolmiosta AED puolestaan saadaan
2?2+ h? =42 Siis2? +r =4(x+1) eliz®> =32 —4 = 0.
Tamén toisen asteen yhtéalon ainoa positiivinen ratkai-
su on x = 4. Jakosuhde on siis 4 : 1.

Vilisarja 3. Kukin pelaaja pelaa nelja pelid ja pele-

5
jé on yhteensa 2) = 10. Olkoon P; yksi pelaajista.

Todennédkdisyys, ettd P; voittaa tasan kaksi pelid, on

N /1" 6 3 . .
<2) (5) =6-% Oletamme, ettéd Py voittaa P:n

ja Ps:n ja ettd P, voittaa Ps:n ja ettd P; havida pe-
laajille Py ja Ps ja ettd P, voittaa Ps:n. On késitel-
ty kuusi pelid. Loppujen neljéan pelin on kaikkien paa-
dyttédva méardattyyn lopputulokseen: Kaksi pelid havin-
neen Ps:n on voitettava Py ja Ps, tdmén jilkeen kaksi
pelid havinneen Ps:n on voitettava P, ja kaksi pelia
hévinneen Ps:n on voitettava Py. Todenndkdisyys, ettéa
1 1
namé nelji pelia padttyisivat juuri nédin on 2% = T5
Todennikoisyys, ettd jokainen pelaaja voittaisi juuri
1 3

Kkaksi pelii iy o4 2
aksi pelid on siten 3 16 123

Vilisarja 4 ja avoin sarja 3. Koska ratkaistavana
on yhtils 2009 = 23 — % = (z — y)(2® + 2y + ¥?) ja
2009 = 72 - 41 = 7 - 287, kokonaislukujen z ja y, x > v,
on toteutettava jokin yhtédlopareista

r—y=1

2 4+ xy + 3% = 2009’
T—y="7

22 4+ xy +y? =287

r—y=41
2?2 +ay+y?=49"

Ensimméinen pari johtaa yht#loon 22+ z(z —1) + (x —
1)2 = 2009 eli 322 — 3z = 2008. Koska 2008 ei ole jaol-
linen kolmella, yhtélo ei toteudu milldén kokonaislu-
vulla x. Vastaavasti toinen yhtélopari johtaa yhtéloon
2?2+ z(z—T)+(xz—7)% =287 eli 322 —212+49 = 7-41.
Siis 22 on jaollinen 7:11i. Mutta silloin = on jaolli-
nen 49:114 samoin kuin 21z:kin. Yht#lon oikea puoli
ei ole jaollinen 49:114, joten yhtilolld ei ole kokonais-
lukuratkaisua. Jos viimeiselld yhtéloparilla olisi ratkai-
su, jossa x on positiivinen kokonaisluku, niin = > 41 ja
2% + xy + y? > 412 > 49. Ratkaisua ei siis ole. Tehté-
vissd kysyttyja tapoja kirjoittaa luku 2009 ei siis ole
olemassa.

Avoin sarja 1. Olkoon suorakulmaisessa kolmiossa
ABC C suoran kulman kérki ja AC = 10, BC' = 24.
Silloin AB? = 4 - (5% + 12%2) = 4169 = 26%, jo-
ten AB = 26. Olkoon O sivun BC piste ja sivut-
koon r-siteinen O-keskinen ympyra I' AC:ti ja AB:ta.
Koska BCLAC, T sivuaa AC:ti pisteessi C. Olkoon
D I':n ja AB:n yhteinen piste. Silloin OD1 AB. Tan-
genttien leikkauspisteen ja sivuamispisteiden viliset ja-
nat ovat yhtd pitkit, joten AD = AC = 10. Siis
BD = 26 — 10 = 16. Suorakulmaiset kolmi(g AB5C

. . .. T
ja BOD ovat yhdenmuotoiset. Siis BD-BC - I
16-5 20 2

jar= 12 3 = 63.

Avoin sarja 2. Kolmion sivut ovat a, ga ja ¢?a. Ole-
tetaan ensin, ettd ¢ > 1. Kolmion pisin sivu on ly-
hempi kuin kahden muun summa. Siis ag?> < a + aq
eli ¢> — ¢ —1 < 0. Ep#yhtilossi on yhtils, kun
q = (1 +/5), joten epiiyhtils on voimassa, vain kun

1
1<¢g< 5(1—1—\/5) Siis 2 < 2¢ < 14+ /5. Oletetaan sit-
ten, ettd 0 < ¢ < 1. Nyt a on kolmion pisin sivu, joten
a < aq+aq® eli ¢> +q—1 > 0. Epiyhtélossi on yhtilo,

kun ¢ = 3 (—14+/5), joten epiyhtils on voimassa vain

1
kun 5(—1—}—\/5) <g<leli-1+4v5<2¢<2 Lukug

toteuttaa siis tehtdvéssa ilmoitetun kaksoisepayhtélon.

Avoin sarja 4. Riittd, ettd kuvailee jonkin tavan jir-
jestdd soitot niin, ettd tehtédvan ehto toteutuu. Olkoon
suomalaiset Sy, Sa, ..., S9 ja ruotsalaiset Ry, R, ...,
Ryp. Soittakoon suomalainen S; ruotsalaisille R;, R; 1
ja R;i3, missd indeksit luetaan mod 10. Puheluja on
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3 - 10 = 30, eikd kukaan suomalainen soita kellekdén
ruotsalaiselle kahdesti, joten ehto 1) tdyttyy. Ehdon 2)
voimassaolon todistamiseksi riittdéd, kun tarkastellaan
kaaviota, johon on merkitty kaikki puhelut:

S1

Ry
Ry
Ry
Rs
Ry
Rs
Re
R
Rg
Ry

T
T

Jos jotkin kaksi suomalaista S; ja Sy soittaisivat kah-
delle ruotsalaiselle R, ja R, kaikki neljia mahdollista
puhelua, kaaviossa olisi rivien m ja n seké sarakkei-
den ¢ ja k méarittdmén suorakaiteen kaikissa karjissa
z. Kaaviota riveittidin tarkastamalla nikee kuitenkin,
ettd siind ei ole yhtddn sellaista suorakaidetta, jonka
kaikissa karjissé olisi z.

Lehdessé Tiedetoimittaja 4/08 kerrotaan, mitéd professori Phillipp Slusallek, Saksan tekodlyn tutkimuskeskuksen
tiedejohtaja ja tietokonegrafiikan professori Saarlandin yliopistossa ajattelee alan opiskelijoista je heiddn me-
nestyksensé yhteydestd menestykseen matematiikan opinnoissa. “Slusallekin mukaan uusia opiskelijoita riitta.
Ongelma vain on se, ettéd toisena vuonna ainoastaan osa jatkaa alan opiskeluja. Olemme huomanneet, ettd hyva
menestys matematiikan opinnoissa kertoo hyvéistd menestyksestd tietojenkésittelytieteen opinnoissa, Slusallek
sanoo. Esimerkiksi taitava tietokoneiden kanssa napraédja ei valttamatta ole hyva alan teorian opiskelija. Mate-
maattisesti lahjakkaiden opiskelijanuorukaisten lisiksi Slusallek kaipaa alalle enemmén nuoria naisopiskelijoita.
Tuntuu kuin menettiisimme kokonaan puolet ikéluokasta, Slusallek valitti.”
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