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Miksi matemaatikot, matematiikan opettajat ja
opetushallinto eivit puhu toisilleen?

Kévin vuoden alussa, ennen loppiaista, joululomien ai-
kaan Jyvaskyldssa. Jyvéskyldn yliopistossa pidettiin
Matematiikan péivid. Tallaiset péaivit pidetdédn joka
toinen vuosi jossain yliopistokaupungissa. P#ivien ni-
mi oli alkuaan Matemaatikkopédivit, ja ne perustet-
tiin, jotta Suomen eri yliopistoissa ja muissa laitok-
sissa toimivat matemaatikot saisivat tavata toisiaan ja
kertoa viimeaikaisten toidensé tuloksista. Aikojen ku-
luessa huomattiin, ettd péivit voisivat toimia vdhén
laajemminkin matematiikan néyteikkunana. Yksi ma-
temaatikkojen avautuminen oli matematiikan opetusta
koskevien teemojen kisittely itse matematiikan tutki-
mukseen liittyvien esitelmien ohella.

Jyviskyldssd matematiikan opetukseen peruskoulusta
yliopistoon liittyvit teemat olivat hyvin esilld. Kol-
messa parituntisessa esitelméryppédssi ja yleispanee-
likeskustelussa tuli esiin runsaasti tietoa ja ajatuksia
matematiikan asemasta ja opettamisesta kouluissa, ja
siitd miksi ja millaista matematiikkaa tulisi opettaa
vaikkapa yliopistojen ja korkeakoulujen nidkokulmas-
ta. Yksi hyvin keskeinen matematiikan koulussa opiske-
lun motiivihan on aina valmiuksien hankkiminen jatko-
opintoja varten. Matematiikan péaivien anti ylitti monin
tavoin vaikkapa sen, mitd opettajien oman ammatilli-
sen yhteison, Matemaattisten aineiden opettajien liiton
koulutuspéivit yleenséd matematiikan alalta tarjoavat.

Mutta. Jyvaskyldn péivien osallistujissa oli mainiosta
ajankohdasta huolimatta matematiikan opettajia kor-
keintaan kourallinen, ja kourallinen tarkoittaa téssé

kouraan kiinnittyvien sormien lukuméaraa. Paikalla ol-
leiden opetushallinnon matematiikan asiantuntijoiden
lukumééré oli opettajien lukuméérad aidosti pienem-
pi ei-negatiivinen luku. Missd vika? Téssd yksittéis-
tapauksessa varmaankin tiedotuksen epdonnistumises-
sa. Mutta minké oire on téllaisen tiedotuksen epdon-
nistuminen? Ehkidpi sen, ettd matemaatikot ja ma-
tematiikan opettajat eivit oikeastaan muista toisiaan
eivitkd tiedosta toistensa olemassaoloa. Ani harvoin
tapaa matematiikanopettajan, joka olisi vaikkapa sy-
ventdmassi tietdmystddn suorittamalla matemaattisia
jatko-opintoja. Opettajien yleensd monipuoliseen tiy-
dennyskoulutustarjontaan ei kuulu varsinaisen mate-
matiikan kursseja. Matemaatikko on harvinainen lintu
oppikirjantekijéiné, ja ainakin oppimateriaaleja satun-
naisesti selaava lukija saa melko voimakkaan mieliku-
van siitéd, ettd kirjankustantajat eivét juuri matemaa-
tikkojen asiantuntemusta kayté késikirjoituksia editoi-
dessaan. Ja matemaatikko, jos kohta ansaitseekin toi-
meentuloaan vaikkapa opettamalla tulevia matematii-
kanopettajia, ei useinkaan viitsi suhteuttaa antamaan-
sa oppia koulumatematiikan kenttdéan, hdnen oppilaan-
sa tulevaan tyomaahan.

Oma lukunsa on vield opetushallinnon ja matematiikan
osaamisen leikkausjoukon koko. Jédtdn sen arvioinnin
muiden tehtédviksi. Surullista on kuitenkin matematii-
kan asiantuntemuksen ilmeinen laiminlyonti opetusta
melko syviéllisesti ohjaavia opetussuunnitelmia laadit-
taessa. Matematiikka on pitkdn ajan kuluessa kehitty-
nyttd rakenteista tietoa. Ei sitd ole mahdollista silputa

Paskirjoitus
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ja niputtaa hetken mielijohteiden tai kulloinkin muo-
dissa olevien kasvatustieteellisten nikemysten mukai-
sesti, niin kuin useasti nidytaéan tehtavan. Jarjestetddn-
ko ladketieteen opetus ladketieteen asiantuntemus si-
vuuttaen?

Matti Lehtinen

Solmu on yksi pieni yritys pitaéd ylla yhteyttd kaikkien
matematiikan parissa ahertavien kesken: koululaisten,
opiskelijoiden, opettajien ja matemaatikkojen. Kaikki
me toisiamme tarvitsemme.

Paskirjoitus
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Lisdys monikulmion pinta-alan laskemiseen

Hannu Korhonen
Lehtori emeritus, Orimattila

Mika Koskenojan kirjoitukset monikulmion pinta-alas-
ta Solmun numeroissa 1/2009 ja 3/2009 herdttivit
huomaamaan matematiikan hienouden. Yksinkertaisel-
le tehtéville on monen monia ratkaisuja. Ensi katsan-
nolta ei ole aina aivan selvd#, miki niistd sopisi ope-
tuksessa esitettaviksi.

Tehtdvan ratkaiseminen on useimmille oppilaille ad
hoc -tilanne. Pyrkimyksené on useimmiten vain yksit-
tdisen tehtdvin ainutkertainen ratkaiseminen. Opet-
tajan tyo alkaa jo tehtdvédn valinnasta, silli tehtava
voi antaa oppilaalle paljon yksityiskohtiaan enemmén.
Keskeiseksi valintaperusteeksi nousee ratkaisun mer-
kitys oppilaalle: onko se helppo ymmértia, harjoitel-
laanko siind jo opittua, opitaanko siind jokin uusi asia
tai idea, jota voidaan soveltaa my6hemmin, antaako se
uusia ndkokulmia aikaisemmin opittuun tai uusia yh-
teyksid aikaisemmin opittujen asioiden vilille jne.

Kuva 1: Kuusikulmion jako kolmioiksi ja apusuorat.

Koskenojan ensimméisen artikkelin ratkaisut ja samoin
hénen tehtdvinsd edustavat perinteistd laskennollista
geometriaa. Numerossa 1/2009 esiintyneen kuusikul-
mion pinta-ala voidaan laskea myos seuraavasti. Rat-
kaisun dynaaminen n#kokulma palauttaa mieleen ja
antaa mahdollisuuden kayttda monia keskeisid geomet-
rian totuuksia (mééritelmid, lauseita ja laskusdéntoji).

C

Kuva 2: Kuusikulmion osien muuntaminen helposti las-
kettaviksi.

Jaetaan kuusikulmio (kuva 1) kolmeksi kolmioksi ja-
noilla a ja b. Piirretdéin ndiden janojen suuntaiset apu-
suorat ¢,d || a ja e || b. Siirretéién pistettd C ylimmién
kolmion kannan suuntaista suoraa c pitkin (kuva 2).
Kolmion korkeus ei muutu eiké siis sen pinta-alakaan,
koska yhdensuuntaisten suorien yhdensuuntaiset véli-



Solmu 1/2010

janat ovat yhtd pitkét. Vastaavasti siirretddn pistetta
FE. Kolmiot muodostavat suunnikkaan, jonka kanta = 1
ja korkeus 4, pinta-ala siis 4 (p.a.y).

Siirretdin pistetti A alimmaisen kolmion kannan BF
suuntaista suoraa e pitkin niin, ettd saadaan suorakul-
mainen kolmio. Sen pinta-ala % +4-2 =4 (p.a.y) on
sama kuin alkuperéisen kolmion ABF. Kuusikulmion
pinta-ala on siis 4 + 4 = 8 (p.a.y).

Ad hoc -ratkaisun ongelma on yleisyyden puute, mutta
toisaalta ratkaisu voi olla hyvin yksinkertainen. Nume-
rossa 3/2009 tehtéiviksi annetun 12-kulmion pinta-ala
saadaan siirtdméalld vain yhté pistettd A (kuva 3). Mo-
nikulmio on sitten ositettu kolmioiksi niin, ettéd kaik-
kien kolmioiden kannat ovat akselien suuntaiset. Pinta-
ala on

1o4-241-2+1-2+1-14281+14-1)

N [=

misséd kolmiot kiertdvat ylimméstd isosta kolmiosta
ldhtien vastapaivain.

Vieldakin alkeellisempi ratkaisu on. Ei ole tarpeen siirtaa
yhtaén pistettd. Kaksitoistakulmio on jaettavissa akse-
lien suuntaisilla janoilla yhdeksi nelicksi ja kahdeksaksi
kolmioksi!

Siindpéd miettimistd opettajalle, minkd néistd ratkai-
suista ottaisi oppilaidensa kanssa pohdittavaksi. (Jotta

kenellekéédn ei tulisi sellaista mielikuvaa, ettd matema-
tiikassa on vain yksi tai edes ensisijaisesti jokin muita
parempi ratkaisu, jonka paremmuuden joku viisas auk-
toriteetti aina tietéd, sanon, ettd mielesténi kaikki rat-
kaisut ansaitsevat tulla oppilaiden kanssa késitellyiksi,
tosin eri syistd ja eri vaiheessa opetusta, kaksitoista-
kulmion alkeellinen ratkaisu jo perusopetuksen alaluo-
killa.) Useinkaan ei siis ole tirkeii se, mitd opetetaan,
vaan miten opetetaan. Koskenoja on tédrkeén asian a&-
relld. Vaikka héanen ldhtokohtansa ei ehké olekaan ope-
tuksen suunnittelu, niin artikkeleillaan héan tulee ko-
rostaneeksi sité, ettd yksinkertaisestakin ldhtokohdas-
ta opettaja saa pienté vaivaa ndhden rakennetuksi mitéd
monipuolisimpia opetustilanteita.

Kuva 3: Kaksitoistakulmion pinta-ala kolmioiksi jaka-
malla ja yhtd pistettd sirtamdlla.
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Monikulmion pinta-ala lapsille

Mika Koskenoja
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Tehtidva. Kuusikulmion M kérjet ovat tason pisteissa
(0,0), (3,-1), (2,2), (4,3), (—2,2) ja (1,1). Laske M:n
pinta-ala.

Olen jo esittdnyt tehtédvélle Solmussa kaksi hyvin eri-
laista ratkaisutapaa. Numerossa 1/2009 ilmestynyt kir-
joitus "Monikulmion pinta-ala koululaisille” vaati ai-
noastaan alkeisgeometrian hallintaa. Toinen kirjoituk-
seni "Monikulmion pinta-ala ylioppilaille” ilmestyi nu-
merossa 3/2009. Siiné esitetyssi ratkaisussa kiytettiin
yliopistomatematiikan alussa opittavia vektorianalyy-
sin perusteita, mutta kirjoituksen seuraamiseen riitti
lukion pitkédn matematiikan derivointi- ja integrointi-
taitojen hyvéa hallinta.

Hannu Korhonen jatkaa aiheesta kirjoituksessaan "Li-
sdys monikulmion pinta-alan laskemiseen”. Hénen hie-
nosti oivalletut ratkaisunsa hyodyntdvat geometrian
dynaamisia ominaisuuksia.

Ensimmaéisen kirjoitukseni otsikon ’koululaisilla’ tar-
koitin 1ahinné peruskoulun ylaluokkien ja lukion oppi-
laita. Nyt esitettdva Pickin lauseeseen perustuva teh-
tdvan ratkaisutapa on aikaisempien kirjoitusten tapo-
ja yksinkertaisempi. Kirjoituksen otsikon ’lapset’ viit-
taakin alakouluikéisiin. Pickin lause sopii hyvin myés
yldkoulujen ja lukion matematiikan opetukseen, jol-
loin voidaan tuloksen soveltamisen liséiksi pohtia myos
lauseen todistusta.

Pickin lause ja sen todistus

Pickin lauseen avulla voidaan laskea pinta-ala monikul-
miolle, jonka kérjet ovat hilapisteissi. Hilapisteet ovat
tason pisteitd (x,y), joiden koordinaatit = ja y ovat ko-
konaislukuja. Monikulmio on yksinkertainen, jos se on
reidton eikd leikkaa itseddn. Kutsumme monikulmio-
ta hilamonikulmioksi, jos se on yksinkertainen ja sen
kaikki kédrjet ovat hilapisteisséd. Esimerkiksi tehtdvam-
me kuusikulmio M on hilamonikulmio. Liséksi sanom-
me, ettd hilamonikulmion sisélléd olevat hilapisteet ovat
sen sisdhilapisteitd ja hilamonikulmion reunalla olevat
hilapisteet sen reunahilapisteitd. Sisdhilapisteiden luku-
médrad merkitsemme I:1l14 ja reunahilapisteiden luku-
méarad B:lla.

Pickin lause. Olkoon K hilamonikulmio. Télloin K:n



Solmu 1/2010

pinta-ala on

B
ala(K):I—i—E—l.

Todistus. Todistamme Pickin lauseen vaiheittain ede-
ten suorakulmiosta yleiseen monikulmioon. Tarkaste-
lemme koko ajan vain hilamonikulmioita. Merkitsem-
me kuvissa monikulmioiden sisidhilapisteiti neliclla (m)
ja reunahilapisteité pallolla (e).

1. Suorakulmio. Osoitetaan ensin, ettd Pickin lause
pétee suorakulmioille, joiden sivut ovat koordinaat-
tiakselien suuntaisia. Yleisesti téllaisen suorakulmion
S kanta on m ja korkeus on n, joten sen pinta-ala on

ala(S) = kanta - korkeus = mn.

Nyt havaitaan, ettd suorakulmiossa on sisdhilapistei-
td n — 1 vaakarivissd ja m — 1 pystysarakkeessa, jo-
ten I = (m — 1)(n — 1). Liséksi havaitaan, ettd B =
2m + 2n = 2(m + n). Néin ollen

B 2
I—i—E—l:(m—l)(n—l)—i—w—l
=(mn—-—m—-n+1)+(m+n)—1
= mmn,

joka on vaadittu m x m-suorakulmion pinta-ala.

2. Suorakulmainen kolmio. Tarkastellaan sitten
suorakulmaisia kolmioita, joiden kateetit ovat koordi-
naattiakselien suuntaisia. Yleisesti téllaisen kolmion L
kanta on m ja korkeus on n, joten sen pinta-ala on

ala(L) = kanta - korkeus _mn

2 2

Suorakulmaisen kolmion sisd- ja reunahilapisteiden
erottelu ja laskeminen on yleensd muuten selvéé, mutta
hypotenuusalla ja hypotenuusan lihelld kolmion siséhi-
lapisteiden erotteleminen voi olla hankalaa. Edell& ole-
vassa esimerkkikuvassa hypotenuusalla karkien vélissa
on vain yksi reunahilapiste ja kolmion sisdhilapisteet
on helppo erottaa.

Pickin lauseen todistus suorakulmaiselle kolmiolle ei
kuitenkaan edes vaadi hypotenuusan lidhelld olevien
sisé- ja reunahilapisteiden erottelua. Olkoon nimittéin
k reunahilapisteiden lukumédrd hypotenuusalla kér-
kien vilissid (hypotenuusan ja kateettien kohtaamispis-
teitd ei lasketa mukaan). Télloin B = m+n+ 1+ k
ja

(m—1)(n-1)—k

I = ;
2

silld m x n-suorakulmiossa on (m — 1)(n — 1) siséhila-
pistettd, josta vihennetdidn vastaavan suorakulmaisen
m x n-kolmion hypotenuusalla sijaisevien reunahilapis-
teiden lukuméadra k ja ndin saatu lukuméara jaetaan
kahdella. Nyt saadaan

B
I+—-1
+2

joka on suorakulmaisen m x n-kolmion pinta-ala.

3. Yleinen kolmio. Osoitetaan seuraavaksi Pickin
lause yleiselle kolmiolle, jonka ei siis tarvitse olla suo-
rakulmainen eiké sivujen tarvitse olla koordinaattiak-
selien suuntaisia.

Jokainen kolmio voidaan tdydentdd sivuiltaan koordi-
naattiakselien suuntaiseksi suorakulmioksi liittdmalla
sithen korkeintaan kolme suorakulmaista kolmiota. Tar-
kastellaankin siis kolmiota 7, joka tdydennetééin suora-
kulmioksi liittdmalld sithen suorakulmaiset kolmiot P,
Q@ ja R esimerkiksi seuraavassa kuvassa esitetylld taval-
la.

 suorakulmio § = TPQR |
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Oletetaan, ettd kolmiolla 7" on B reuna- ja Iy sisihi-
lapistetté. Vastaavasti kolmioilla P, @) ja R on reunahi-
lapisteitd Bp, Bg ja Br seké siséhilapisteitd Ip, Ig ja
Ir kappaletta. Merkitaédn kaikkien kolmioiden muodos-
tamaa suorakulmiota S = TPQR, seki sen reuna- ja
siséhilapisteiden lukuméaria Bg ja Ig. Koska tieddm-
me Pickin lauseen olevan voimassa suorakulmioille ja
suorakulmaisille kolmioille, niin

B B
ala(P) = Ip + == — 1, ala(Q) :IQ+TQ_ ,

B B
ala(R) = Ir + =i ala(S) = Is + TS —1.

Kolmioiden reuna- ja sisdhilapisteistd saadaan yhtélot
Bp+ Bg+ Br = Bs + Br
ja
Is=1Ip+1Ig+Ig+Ir+ (Bp+ Bqg+ Br— Bs) — 3.
Néistd ensimméinen voidaan kirjoittaa muotoon
Bp + Bg + Br — Bs = Br,
joka toiseen yhtdloon sijoittamalla johtaa yhtéloon
Is=Ip+Ig+1Ig+Ir+ By — 3.
Nyt saadaan
ala(T) = ala(S) — ala(P) — ala(Q) — ala(R)
Bs — Bp — Bg — Bg
2
={Up+Ig+Ip+Ir+Br—3)—Ip—1Ig—1Ir
" (BP+BQ+BR—BT)—BP—BQ—BR

=Is—Ip—1Ig—1Ig+ +2

2
5 +
B
:IT+BT—3—7T—|—2
B
=Ir+— -1,

joten Pickin lause pétee kaikille kolmioille.

4. Yleinen monikulmio. Todistetaan induktiolla n-
kulmion kérkien n > 3 lukumé&édrian suhteen, ettd Pic-
kin lause pétee mille tahansa monikulmiolle. On jo osoi-
tettu, ettd tulos on voimassa kolmioille eli 3-kulmioille
(induktion alkuaskel). Oletetaan, ettd tulos péitee n-
kulmioille, kun n > 3 (induktio-oletus). Osoitetaan, et-
té tdlloin tulos pitee myos n + 1-kulmioille (induktio-
askel).

Yleisesti n-kulmiosta péadstidan n+ 1-kulmioon kolmion
lisdamiselld tai poistamisella. Riittda kuitenkin todis-
taa induktioaskel vain liséitylle kolmiolle, silld jokainen
n + 1-kulmio saadaan jostakin n-kulmiosta kolmion li-
sdamiselld. TAm4 ei ole itsestddn selvdd, mutta melko
helppo perustella (ks. [Davis, IIL.3]).

Tarkastellaan n-kulmiota U ja kolmiota V', kun U:lla
ja V:1l4 on yksi yhteinen sivu. Yhdistdmalla U ja V'
saadaan n + 1-kulmio W = UV kuten seuraavassa esi-
merkkikuvassa.

Oletetaan, ettd Pickin lause on voimassa n-kulmiolle
U. Todistuksen alun perusteella tiedetdin, ettd se on
voimassa myos kolmiolle V. Merkitéén jélleen U:n, V:n
ja W:n reuna- ja siséhilapisteiden lukumééaria By, By
ja Bw seké Iy, Iy ja Iy . Olkoon k monikulmion U
ja kolmion V yhteisten reunahilapisteiden lukumaééra.
Talloin
IW:(IU+Iv)+(k—2)
ja
Bw = (BU+Bv)—2(k—2)—2,
joista ensimmaéisestd seuraa
Iy + Iy :Iw—(k—2),
ja jalkimméisesta
BU+BV:Bw+2(k—2)+2.

Néiin ollen

ala(W) = ala(U) + ala(V)

B B

:(IU+7U—1)+(IV+TV—1)

By + By

2

Bw +2(k —2) +2
2

Z(IU+Iv)+ -2

= Iy —(k—2)+ —2

B
:IW+TW_1'

Pickin lause on niin ollen todistettu. ]

Huomautus 1. Solmun 3/2009 kirjoituksessa n-
kulmion M pinta-alan kaavaksi johdettiin

ala(M) = Z (i1 + xi)2(yz‘+1 - yi),
=1

kun M:n kérjet ovat vastapéiviidn kiertden pisteissi
Mi = (ﬂji,yi), 1= 1, ey, ja Tpn+1 = 21 ja Yn+1 = Y1-
Havaitsimme kaavasta jo silloin, ettd hilamonikulmion
(kuinka monimutkaisen tahansa) pinta-ala on k-1, mis-
sd k € Z,;. Sama havainto on helppo tehdd Pickin
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lauseen kaavasta, koska I ja B ovat positiivisia koko-
naislukuja. Kaavahan voidaan esittdd muodossa

2I+B -2
ala(M) = %,

missd 2] + B -2 € Z,.

Huomautus 2. Edelléd todistamamme Pickin lause on
voimassa vain yksinkertaisille monikulmioille, joissa ei
saa olla reikié. Jos monikulmiossa on reikié, niin Pickin
lauseen kaavan loppuun on liséttéava reikien lukumaéara
n. Reiéllisen hilamonikulmion N pinta-ala on siis

B
ala(N):I+§—1+n,

misséd n on reikien lukumé&éra. Reidllisen hilamonikul-
mion pinta-alan saa toki laskettua myo6s niin, etté las-
kee ensin pinta-alan reidttomélle hilamonikulmiolle ja
vihentdd tuloksesta reikien yhteenlasketun pinta-alan.

Huomautus 3. Téssd kirjoituksessa késitellddn Pic-
kin lausetta tason hilamonikulmioille. Lause voidaan
yleistda avaruuden kappaleille ja vield ylempiin ulottu-
vuuksiin Ehrhartin polynomien avulla.

Tehtavan ratkaisu

Havaitsemme kuvasta, ettd I = 6 ja samoin B = 6,
joten

B 6
ala(M):I—f—E—l:6+§—1:6+3—1:8.
Tulos on tietysti sama kuin muissakin kirjoituksissa eri

tavoin laskettu monikulmion M pinta-ala.

Pickin lauseen soveltamisesta

Pickin lauseen kdytté monikulmion pinta-alan laskemi-
sessa vaatii kdrkien sijaitsemisen hilapisteissa. Ta4méa on
vahva rajoite, josta kuitenkin saatetaan p#dstd eroon
joidenkin sallittujen operaatioiden jilkeen. Aluksi mo-
nikulmiota kannattaa yrittdd siirtdd yhdensuuntaissiir-
rolla niin, ettd mahdollisimman moni kérki asettuu hi-
lapisteisiin. T&ll6in monikulmion pinta-ala ei muutu.

Jos siirron jilkeen osa monikulmion karjistd ei sijait-
se hilapisteissé, mieleen tulee heti kaksi mahdollista
tapaa edetéd. Ensinnékin, ositetaan monikulmio sopi-
vasti ja sovelletaan Pickin lausetta vain osaan ositet-
tua monikulmiota. Toiseksi, Hannu Korhosen kirjoituk-
sessaan esille tuomat geometrian dynaamiset ominai-
suudet ovat hyddynnettavissi. Osituksen monikulmioi-
ta voidaan muuttaa geometrian laskusédéntojen avulla
pinta-alat séilyttden toisiksi monikulmioiksi niin, etta
muokattujen monikulmioiden kérjet ovat hilapisteissé.

Esimerkki. Seuraavassa kuvassa olevan 9-kulmion G
mik#ddn karki ei ole hilapisteessé. Siirretddn G ensin
33 yksikkod oikealle ja 1 yksikkod alaspdin. Téllsin
kuusi kirked asettuu hilapisteisiin, loput kolme kérkea
(53,0), (53,1) ja (53,3) sen sijaan eiviit. Néin ollen
emme voi soveltaa Pickin lausetta ainakaan vield koko
monikulmioon. Siirretddn piste (5%,3) puoli yksikkoad
oikealle pisteeseen (6, 3), jolloin monikulmion pinta-ala
ei muutu. Ositetaan monikulmio nyt kahteen osaan G
ja Ga, joista G7:n kaikki kérjet ovat hilapisteissid (mer-
kitty kuvassa isolla pallolla ). Jiljelle jainyt osa Ga
on suorakulmio, jonka pinta-ala on selvésti

ala(Ga) = 1.

Pickin lauseen perusteella

Puuhaa pienille lapsille

Kun kéyttda Pickin lausetta monikulmion pinta-alan
madradmisessi, ei tarvitse osata muuta kuin lukuméi-
ran laskeminen, lisddminen ja vihentdminen sekd kah-
teen osaan jakaminen. Toisin sanoen on osattava luon-
nolliset luvut, yhteen- ja vihennyslasku sekd jakolasku
jakajana 2. Perusopetuksen opetussuunnitelman mu-
kaan kaikki ndmé opitaan jo vuosiluokilla 1-2, jako-
lasku kuitenkin ainoastaan "konkreettisilla vélineilld”.
Varsinaisesti jakolaskun ja jaollisuuden oppiminen ta-
pahtuu vasta luokilla 3-5, jolloin opitaan my&s pinta-
alan késite.

Valikoiduissa ja sopivasti asetetuissa tehtévissd vaati-
mus peruslaskutoimitusten osaamisesta on mahdollista
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kiertdd useallakin eri tavalla, joten yksinkertaisimmil-
laan Pickin lauseen kidyttoon riittdd pienten lukuméé-
rien laskemisen hallinta. Tehtéviéd voikin antaa ratkais-
tavaksi jo esikoululaisille ja jopa paivikoti-ikéisille lap-
sille, jotka osaavat laskea vaikkapa kymmeneen. Pinta-
alan késitteen ymmértdminen on néin pienille lapsil-
le vield vaikeaa ja vaillinaista, mutta mielikuvat voi-
vat silti olla aivan oikeita ja opettajan johdattelema-
na itse keksityt kuvaukset pinta-alasta hyvinkin osuvia
ja rikkaita. Pinta-alan puutteellinen ymmértédminen on
matematiikan maailmaan johdattelevassa lasten puu-
hastelussa kuitenkin sivuseikka eiké esté sité iloa, joka
syntyy kuvion reunalla ja sen sisdlld sijaitsevien hila-
pisteiden havaitsemisesta, erottelusta ja lukumé&irien
laskemisesta.

Helpoiksi tarkoitetuissa tehtédvissd monikulmiot kan-
nattaa valita niin, ettd niissé on reunahilapisteité paril-
linen méara. T&lloin kahdella jaettaessa pysytdén ko-
konaisluvuissa. Laskemisen helpottamiseksi ohjaaja voi
varittdd reunahilapisteet vuorotellen punaisiksi ja sini-
siksi seké sisdhilapisteet vield eri varilla, vaikkapa vih-
reiksi. Koska Pickin lauseen kaavassa lopuksi viahenne-
tdéan luku yksi, niin on mahdollista menetelld niin, et-
ta yhté siséhilapisteisté ei varitetdkaan vihredksi vaan
esimerkiksi keltaiseksi. Télloin tulee laskea yhteen mo-
nikulmion vihreiden siséhilapisteiden lukumaéara ja pu-
naisten reunahilapisteiden lukumééri. Tulokseksi saa-
daan 7sisdhilapisteiden lukumé&érd + reunahilapistei-
den lukumééréd jaettuna kahdella — 17, joka on mo-
nikulmion pinta-ala.

Ellei kdytettavissa ole vérejé, niin reunahilapisteet voi
merkitd vuorotellen valkoisella ja mustalla pallolla (o
ja @) seki siséhilapisteet neliolld (m), joista yksi eroa-
valla tavalla (O). Piirroksissa ei tarvita koordinaatistoa
kokonaisuudessaan asteikolla varustettuna, vaan riit-
téd merkitd ruudukko kuvion sisélle, kuten seuraavas-
sa kuvassa. Paksulle varipaperille piirrettéiessid kuvion
voi leikata irti ja antaa lapsille tutkittavaksi. Reuna-
hilapisteiden kohdalle kannattaa saksilla kiertd& pieni
ympyran kaari, jotta pisteet erottuvat.

Paras ja huonoin ratkaisu?

Ei tietenkéddn ole olemassa yksiselitteisia kriteereité,
joiden perusteella olisi mahdollisista selvittdd, mika mi-

nun ja Hannu Korhosen kirjoituksissa tehtévélle esite-
tyistd useista ratkaisuista on paras tai huonoin. Asi-
aa voi kuitenkin pohtia ldhestymallé sitd monipuolises-
ti useasta eri ndkokulmasta. Kaikki esitetyt ratkaisut
ovat varmasti jollakin koulutasolla ja jossakin opetus-
tilanteessa parhaita.

Jos kriteerind kéytetddn ratkaisun yksinkertaisuutta,
niin yli muiden nousee téssé kirjoituksessa esitetty Pic-
kin lauseeseen perustuva ratkaisu. Onhan jo tullut to-
dettua, ettd tilla tavalla tehtdvan voi ratkaista kuka
tahansa alakoululaisista ldhtien.

Samoin perustein yhté selvii lienee, etté tehtédvan huo-
noin ratkaisu on toisessa kirjoituksessa esitetty Greenin
lauseesta johdettuun kaavaan perustuva ratkaisu. Sen
ymméartdminen vaatii yliopistomatematiikan opintoja
esitiedoikseen. Tosin kirjoituksessa johdetun kaavan so-
veltaminen onnistuu paljon vihemmilla tiedoilla jo yla-
koululaisilta. Kaavan etuna verrattuna Pickin lauseen
kaavaan on, ettd monikulmion kérjet voivat sijaita mis-
sé tahansa. Niiden ei tarvitse olla hilapisteissé.

Pickin lauseen tai Greenin lauseesta johdetun kaavan
kéytto monikulmion pinta-alan laskemisessa on varsin
suoraviivaista, mikd on ndiden ratkaisutapojen vahvuus
mutta matematiikan opetuksen kannalta myo6s heik-
kous. Hannu Korhosen kirjoituksessaan esittdmissa rat-
kaisuissa tarvitaan paljon enemmén luovuutta, mika on
tarkedd oppilaiden matemaattisten taitojen kehittymi-
sessé.

Pickin lauseen tai Greenin lauseesta johdetun kaavan
kéaytto koulumatematiikassa yldluokilla ja lukiossa ei
olekaan ongelmatonta. Jos kyseiset tulokset kuuluisivat
opetussuunnitelmiin, niin luultavasti tarvittavat kaavat
loytyisivit taulukko- ja kaavakokoelmista. Télloin nii-
ta kédytettdisiin surutta ymmartamatta lainkaan, miksi
pinta-ala saadaan laskettua melko yksinkertaisiin kaa-
voihin hilapisteiden lukumaérié tai kérkien koordinaat-
teja sijoittamalla.

Ylempien luokkien opetuksessa tulisikin ensin varmis-
taa, ettd oppilaat todella ymmértaviat suorakulmion
kannan ja korkeuden tuloon perustuvan pinta-alan k-
sitteen. Vasta sen jélkeen voidaan pohtia Pickin lauseen
tai Greenin lauseesta johdetun kaavan yhteyttd pinta-
alaan, joiden ymmértdminen ei edistyneille oppilaille
ole lainkaan vaikeaa. Mainittuja ja muitakin samankal-
taisia tuloksia voikin mielestdni hyvin kayttaa opetuk-
sen eriyttdmisessd. Jo yldkoulun oppilaat osaavat itse-
kin konstruoida Pickin lauseen todistuksen ainakin eri-
koistapauksissa (suorakulmio, suorakulmainen kolmio)
esimerkiksi geolautojen avulla. Yleisen tuloksen todis-
tus sopii opetukseen mainiosti harjoiteltaessa induktio-
todistuksia.
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Tehtavia

Tehtéava 1. Laske Pickin lauseen todistuksessa esiinty-
vien esimerkkihilamonikulmioiden S, L, T ja W pinta-
alat Pickin lausetta kéiyttaen.

Tehtdva 2. Osoita, etté reiéllisen hilamonikulmion N
pinta-ala on

B
ala(N) :I+§ —1+4n,
missd n on reikien lukumé&ira.

Tehtdva 3. Laske seuraavien reiéllisten hilamoni-
kulmioiden N; ja N, pinta-alat kayttamalld Pickin
lauseen yleistystd. Tarkista tuloksesi hilamonikulmioi-
hin siséltyvien yksikkonelididen ja suorakulmaisten 1-
kateettisten kolmioiden lukuméérien perusteella.

Tehtiva 4. Laske seuraavien kuvioiden Ly, Lo ja Lg
pinta-alat.

Tehtava 5. Laske seuraavan hilamonikulmion pinta-
ala. Laske pinta-ala my06s kiyttadméitta Pickin lausettal

Tehtiva 6. Osoita Pickin lausetta kayttden, ettd
suorakulmaisen tasakylkisen hilakolmion pinta-ala on
k?/2, missi k on kyljen pituus.

Tehtiva 7. Tutkitaan hilasuunnikasta @, jonka vierek-
kiiset kulmat ovat 45° ja 135°. Osoita Pickin lausetta
kéyttden, ettd ala(Q) = kanta - korkeus.

Tehtava 8. Laske seuraavien hilamonikulmioiden

pinta-alat.

Tehtéava 9. Laske seuraavan tahtikuvion pinta-ala.

Tehtava 10. Laske seuraavan 10-kulmion pinta-ala.
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Kokemuksia matematiikan hyodyntimisesté

teollisuudessa

Erkki Heikkola ja Pasi Tarvainen
Numerola Oy, Jyviskyld

Johdantoa

Matemaattiset ja laskennalliset menetelmét ovat kes-
keinen tyokalu teollisuuden tutkimus- ja kehitystoimin-
nassa, ja niiden merkitys on jatkuvassa kasvussa. Tie-
tokoneiden laskentakapasiteetin ja ohjelmistotyodkalu-
jen kehitys on mahdollistanut aiempaa edistyneempien
matemaattisten menetelmien ja algoritmien hyodynté-
misen eri teollisuusalojen sovelluksissa. Matematiikan
ja siihen perustuvan tietokonelaskennan menetelmié ja
teollisia/kaupallisia sovelluksia kiisittelevii ala, teolli-
suusmatematiikka, alkaa olla jo vakiintunut késite.

Viime vuosina on tehty monia laajoja selvityksia teol-
lisuusmatematiikan ja laskennallisten tieteiden kehit-
tdmiseksi. Niiden ldhtokohtana on ollut laskennallis-
ten menetelmien kasvava tarve yhteiskunnan eri aloilla
sekd havaitut puutteet alan koulutuksessa ja tieteelli-
sen tietdmyksen vélittymisessd. Padtavoitteita on ollut
hakea keinoja alan koulutuksen, tutkimuksen ja teolli-
suusyhteistyon kehittdmiseksi. Esimerkiksi OECD jul-
kaisi vuonna 2008 raportin "Mathematics in Industry”,
jossa késitelladn teollisuusmatematiikan alaa ja sen ke-
hitysnikymid Euroopassa [1]. Vuoden 2009 alkupuolel-
la taas julkaistiin raportti Yhdysvalloissa tehdystéa alan
kansainvilisestd selvityksesté [2]. Myds Suomessa ope-
tusministerion asettama tyoryhmé on tehnyt selvityk-
sen laskennallisten tieteiden kansallisesta kehittdmises-
té [3]. Niiden raporttien pohjalta saa kattavan kuvan
alan ndkymista ja kehitystarpeista.

Osallistuimme elokuussa 2009 Euroopan tiedesii-
tion rahoittamaan workshopiin Wroclawissa Puolassa.
Workshop liittyi hankkeeseen "Forward Look on Mat-
hematics and Industry”, ja sen tarkoituksena oli koo-
ta yliopistojen ja yritysten ndkemyksié ja kokemuksia
teollisuusmatematiikan koulutuksen kehittadmiseksi Eu-
roopassa. Tamén artikkelin sisélto perustuu sielld pité-
madmme esitelméan. Lahes saman esityksen pidimme
myds lokakuussa Helsingin yliopiston matematiikan lai-
toksella jdrjestetyssd teollisuusmatematiikan péivéssé
sekd marraskuussa Tampereen teknilliselld yliopistolla
jirjestetyssé laskennallisten tieteiden seminaarissa.

Laskennallisen teknologian palvelut

Numerola Oy on laskennallisten tieteiden asiantun-
tijayritys. Tarjoamme matemaattiseen mallinnukseen,
optimointiin ja laskennallisiin menetelmiin perustuvia
konsultointi- ja ohjelmistokehityspalveluja. Yrityksen
palveluksessa on télld hetkellda 17 matematiikan, oh-
jelmistokehityksen ja insintoritieteiden asiantuntijaa,
joista 7 on suorittanut tohtorin tutkinnon omalla alal-
laan. Suuri osa tyontekijoistd on opiskellut Jyvéskylin
yliopiston matematiikan laitoksella erikoistuen numee-
risen analyysin ja tieteellisen laskennan menetelmiin.
Nykyinen palvelukonseptimme on toteutettu yhteis-
tyossd kuopiolaisen Kuava Oy:n kanssa, ja kutsumme
kokonaisuutta Laskennallisen teknologian palveluiksi.
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Olemme jakaneet laskennallisen teknologian palvelui-
den toiminnot ja osaamisen kolmeen osa-alueeseen:
Mallinnus ja optimointi, tekninen laskenta ja ohjelmis-
toratkaisut.

Mallinnus ja optimointi sisdltdd ilmididen, laittei-
den ja prosessien matemaattisen mallinnuksen joko
luonnonlakeihin perustuvien yhtéléiden tai empiiristen
mittausaineistojen perusteella. Muodostettuja malleja
kédytetddn edelleen apuvilineind prosessien simuloin-
nissa, ohjauksessa ja optimoinnissa. Mallinnukseen ja
optimointiin perustuvassa suunnittelussa suunnittelu-
tydkalut automatisoidaan yhdistdmaélld matemaattiset
menetelmét, luonnonlait ja tuotteen teknologiset omi-
naisuudet.

Teknisessé laskennassa laitteiden ja prosessien toimin-
taa tarkastellaan mallinnusohjelmistoilla. Voimme esi-
merkiksi arvioida laitteiden virtausteknistéd toimivuut-
ta, mallintaa akustisia ja sihkomagneettisia aaltoja ja
tehdd suurien mittausaineistojen tai signaalien ana-
lyysia. Teknisten laskentaohjelmistojen avulla voimme
tarjota nopeita ongelmanratkaisuja teollisuuden tarpei-
siin.

Laskennallinen teknologia on viime vuosina edennyt
yvhé selvemmin monimutkaisista simuloinnin yleisohjel-
mistoista kohti ra#taloityja toimiala- ja sovelluskohtai-
sia ratkaisuja. T4lld tavoin simuloinneista saadaan ta-
voiteltu hyoty nopeasti ilman yleisohjelmistojen edel-
lyttdmad erityisosaamista ja henkilostoresursseja. Oh-
jelmistoratkaisuissa kehitdmme laskennallisiin mallei-
hin ja menetelmiin perustuvia ra#taléityja ohjelmisto-
tuotteita, joita asiakas voi hytdyntda mm. tuotekehi-
tyksesséd, tuotannon suunnittelussa, koetoiminnan te-
hostamisessa tai myynnin apuvélineend. Naméa voivat
olla esimerkiksi tuotesuunnittelun tueksi toteutetut si-
mulaattorit tai olemassaolevaan jirjestelméén lisiomi-
naisuuksia tuovat liitdnnéaisohjelmistot.

Palvelukokonaisuuden tavoitteena on tuottaa mallin-
nus- ja simulointitydkaluja laajasti yritysten erilaisiin
litkketoimintaprosesseihin seké tuotteiden elinkaaren eri
vaiheisiin.

Esimerkkeji teollisuusprojekteista

Esittelemme téssd muutaman esimerkin toteuttamis-
tamme teollisuusmatematiikkaa hyodyntévista projek-
teista. Tarkoituksena on havainnollistaa, miten mate-
matiikkaa voidaan hy6dyntdd monipuolisesti yritysten
lilketoiminnassa, ei pelkéstddn tuotesuunnittelussa.

Aaltovoimala

Numerola on kehittdnyt laskennallista teknologi-
aa, jolla voidaan simuloida aaltovoimalajirjestelmaé.

WaveRoller-aaltovoimala on suomalaisen AW-Energy
Oy:n kehittdmé pohja-aaltoa hyodyntava voimalakon-
septi. Laite koostuu pohja-aallon kaappaavasta ”sii-
vestd” ja siihen hydraulisylinterin kautta kytketys-
td hydrauligeneraattorista. Numerolan kehittdma si-
mulointimalli perustuu Ansys CFX:d ja Numerolan
Numerrin-ohjelmistolla toteutettuun ajasta riippuvaan
virtaus-rakenne -malliin. Liséksi kehitystyossa hyodyn-
netddn Numerolan data-analyysiin kehittdmé&a Datain-
ohjelmistoa. Simulointimallin avulla voidaan mm. ar-
vioida eri konstruktioiden tehontuottoa ja optimoida
koko systeemin sa&atoa.

Kuva 1: Kuvassa on visualisoitu tietyllid ajanhetkelld
virtauksen virtaviivoja ja laskentaverkkoa yhdelld poik-
kitasolla sekd painetta siiven pinnalla.

Mallin lisiiksi Numerola on toteuttanut AW-Energylle
simulaattorin meren pohja-aaltoa energian tuotannossa
hy6dyntévén siiven toiminnan analysointiin. Simulaat-
tori

- mahdollistaa aaltovoimalan erilaisten siipikonstruk-
tioiden toiminnan analysoinnin annetuissa meriolo-
suhteissa,

- sisaltdd helppokéyttoisen toiminnon eri siipikon-
struktioiden vertailuun,
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- sisdltdd monipuolisen tulosten visualisoinnin.

Ohjelmisto on kiytossi AW-Energyn tuotekehitysyksi-
kossd Helsingissa.

Paperikonesimulaattorit

Numerola on toteuttanut Metso Paper Oy:n Service-
liiketoimintayksikolle PresSim-simulaattorin paperiko-
neen puristinkonstruktioiden tarkasteluun. Ohjelmis-
to siséltdd monipuolisia mallinnukseen ja simulointiin
perustuvia ominaisuuksia kuten eri puristinkonseptien
tarkka ja havainnollinen vertailu ja kayttokohteen mu-
kainen optimointi. Simulaattori on toiminut Metso Pa-
perin markkinoinnin tukena, ja sen avulla on voitu tar-
jota entistd paremmin sekd asiakasta ettd Metso Pape-
ria hyodyttavia ratkaisuja.
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Kuva 2: Nikymd PresSim-simulaattorista.

Paperikoneiden laadunvalvonnan tueksi Numerola on
toteuttanut Metso Paperille sddtojarjestelméasn in-
tegroidun optimointiohjelmiston. Ohjelmiston avulla
useaa paperikoneen kontrollisuuretta voidaan saitéa
parhaan laatukompromissin ja toimintaikkunan 16yta-
miseksi. Ohjelmisto on osa paperikoneen jalkikésittely-
yksikon automaattista sdédtojarjestelméd, ja se on otet-
tu kayttoon Metso Paperin konetoimitusten yhteydessa
mm. Skandinaviassa ja Kanadassa.

Datain-ohjelmisto

Esimerkki sovelluskohteesta tai asiakkaasta riippu-
mattomasta tydkalusta on kehittimdmme Datain-
ohjelmisto mittausaineistojen analysointiin. Tavoittee-
na on ollut toteuttaa helppokéayttoinen tyodkalu, jolla
saa nopeasti selkeén kokonaiskuvan aineistosta. Datai-
mella voi luoda erilaisia aineistoon perustuvia regres-
siomalleja ja tehdd malleihin perustuvaa monitavoit-
teista optimointia. Tyotkalu on suunnattu erityisesti
henkiloille, jotka tyoskentelevét usein mittausaineisto-
jen parissa, mutta joilla ei ole osaamista tai aikaa pe-
rehtyé data-analyysin jaredmpiin yleisohjelmistoihin.

Matematiikka ja laskennallinen teknolo-
gia teollisuudessa

Matematiikka ja laskennalliset menetelmit tarjoavat
monia mahdollisuuksia tukea ja edistdéd teollista toi-
mintaa. Mallinnuksen avulla voidaan esimerkiksi

- vahentdd kalliiden koejdrjestelyjen ja prototyyppien
tarvetta,

- havaita ja korjata suunnitteluvirheet aikaisessa vai-
heessa,

- parantaa koejarjestelyjen laatua ja tehostaa tulosten
analysointia,

- optimoida tuotteen ominaisuuksia ja testata uusia
ideoita,

- luoda tyokaluja markkinoinnin, koulutuksen ja laa-
dunvalvonnan tueksi.

Mallinnus- ja simulointimenetelmien kaytto teollisuu-
dessa on jatkuvassa kasvussa, mutta ne eiviat mieles-
tdmme ole vield vakiinnuttaneet asemaansa kaikilla
teollisuuden aloilla. Ndemme matemaattisen osaami-
sen hyddyntamiselld vield suuret kasvun mahdollisuu-
det teollisuudessa. Menetelmien ja nykyééan tarjolla ole-
vien tyokalujen soveltaminen vaatii korkeaa asiantun-
temusta, erityisosaamista ja resursseja. Suurilla teol-
lisuusyrityksilla on varaa palkata teollisuusmatematii-
kan ja teknisen laskennan asiantuntijoita, mutta pie-
nemmille yrityksille tdmé on usein mahdotonta. Myés
simuloinnin integrointi yritysten tuoteprosessin tehok-
kaaksi tyokaluksi on vield vajavaisesti toimivaa, kuten
on todettu VIT:n tekeméssé Digitaalinen tuoteproses-
si -tutkimusohjelman selvitysraportissa [4].

Yliopistoissa ja tutkimuslaitoksissa on paljon osaamis-
ta, joka kuitenkin vilittyy huonosti teollisuuteen. Aka-
teemiset julkaisut ja tutkimukset harvoin vastaavat sel-
laisenaan yritysten tarpeisiin. Ne edustavat alan viimei-
sintd osaamista, jota harvat osaavat hyodyntéda tai ai-
nakaan tehd& sen perusteella kannattavaa liiketoimin-
taa. Paremmin teollisuudessa hyodynnettiavissi olevat
perinteisemmét menetelmiit taas eivit ole akateemisen
tutkimuksen kannalta mielenkiintoisia. Toisaalta teolli-
suudessa puuttuu osaamista muotoilla ongelmia mate-
maattiseen muotoon ja esittdd niitd tarpeeksi tdsmél-
lisesti akateemisen tutkimuksen pohjaksi. Teollisuuden
ja yliopistojen suoraa yhteistyotd matematiikan alal-
la vaikeuttavat erilaiset ndkokulmat, tavoitteet ja aika-
taulut.

Yliopistojen ja teollisuuden vilille tarvittaisiin erdén-
laisia valittdjid, jotka ymmértéisivit molempien osa-
puolien tarpeita ja edistéisivdt vuoropuhelua. Tamé&
tarve on mainittu esim. OECD:n raportissa. Nakemyk-
semme mukaan Numerolan kaltaiset asiantuntijayrityk-
set osaltaan toimivat téllaisina valittdjind. Kokemus
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tutkimustyostéd ja sen myotd saavutettu akateeminen
osaaminen auttavat tyoskenteleméén yliopistojen kans-
sa ja hyodyntdmain edistyneitd matemaattisia teknii-
koita teollisten ongelmien ratkaisussa. Lisdksi palvelu-
yritykset tuntevat teollisuuden sovellusaloja ja osaavat
suodattaa akateemisesta tiedosta teollisuudelle olen-
naista tietoa ja jalostamaan sen ymmaérrettavaan muo-
toon. Teollisuusprojekteihin liittyy paljon tydvaiheita,
jotka eivit kuulu yliopistojen toimenkuvaan kuten pal-
velujen markkinointi, sovelluskehitys, dokumentointi,
kayttotuki, jne. Tésté syystéa olisi tarkedd, ettéd akatee-
misen osaamisen ympérille syntyisi liiketoimintaa, joka
vilittda tehokkaasti osaamista teollisuuteen. Alan pal-
velutarjonnan myo6ta myos pienet yritykset, joilla ei ole
mahdollisuutta sitoa omaa henkilost6d matemaattisiin
tehtéviin, voivat hyodyntdd matemaattista osaamista.

Matematiikan teollisia sovelluksia kehittavia projekteja
vaivaa usein tehottomuus. Ala on uusi ja sen mahdolli-
suuksia ei teollisuudessa laajasti vield tunneta. Projek-
tien tavoitteita ei osata tarpeeksi tdsmaéllisesti m&ari-
telld ja odotukset matematiikan mahdollisuuksista ovat
joskus epérealistisia. Ehkd my6s matematiikan osaa-
jien puolelta luvataan enemmén kuin mihin pystytaén.
Epédonnistumisten my6td motivaatio mallinnustoimin-
nan hyodyntédmiseen ja kehittdmiseen helposti katoaa,
joten projektien aiempaa tarkempaan suunnitteluun ja
tavoitteiden ymmaérrettavyyteen pitdisi kiinnittdaa huo-
miota. Teollisuusmatematiikan projektien pitéisi tarjo-
ta selkeitd vastauksia hyvin méariteltyihin kysymyk-
siin.

Teollisuusmatemaatikon péatevyysvaati-
muksia

Teollisuusmatemaattisten projektien toteutuksessa
harvoin riittdd yhden henkilon tai osa-alueen osaa-
minen, vaan tarvitaan useiden eri alojen osaajien yh-
teistyotd. Laskennalliset tieteet on tieteiden vélinen
ala, jossa tarvitaan matematiikan lisiksi mm. luonnon-
tieteiden, tilastotieteen, ohjelmistotekniikan ja insind6-
ritieteiden osaamista. Tarkemmat osaamisvaatimukset
riippuvat aina tarkasteltavasta sovellusalueesta. Mut-
ta matematiikan ja tietokonelaskennan menetelmien
osaaminen on keskeisté teollisuusmatematiikan menes-
tyksekkéille soveltamiselle. Yksi perusvaatimus, josta
ei kannata tinkid, on perusteellinen ja laadukas perus-
koulutus omalla alalla. Esimerkiksi hyvia luonnontie-
teellistd tai matemaattista peruskoulutusta on helppoa
taydentdd teollisuussovellusten vaatimalla lisdosaami-
sella, mutta peruskoulutuksen puutteita on vaikeaa
korjata teollisuusprojektien yhteydessa.

Teollisuusmatematiikassa on joitakin aloja tai teemoja,
joiden merkitys on viime vuosina huomattavasti kasva-
nut. Koulutuksen ei ole syyta seurata jokaista viimei-
sintd trendid, mutta kasvavat tarpeet esimerkiksi data-
analyysin ja peliteollisuuden alalla olisi hyva huomioi-

da myo0s teollisuusmatematiikan opetuksessa. Néin on
monessa yliopistossa kiitettavisti tehtykin.

Ohjelmistokehityksen tarpeita on térkedd ymmértdaa
my6s muiden kuin ohjelmistokehittédjien. Matemaat-
tisten mallien ja menetelmien laajamittainen levidmi-
nen teolliseen kdyttoon edellyttdd, ettd ne on liitetty
helppokéyttoisiin simulaattoreihin ja kayttoliittymiin.
Pelkké ansiokas mallinnus ei riitd. Sovelluskehityksen
on tirkedd tuottaa kiytettdvid, muunneltavia ja ylla-
pidettavia kokonaisuuksia.

Monissa alan asiantuntijayrityksissa kuten Numerolas-
sa ja Kuavassa tyontekijoiden koulutustaso on korkea,
ja monilla on paljon kokemusta tieteellisestd tutkimus-
tyostd. Tutkijan tausta ei ole valttdméatontd, mutta
usein sen myota kehittyvét taidot ja ominaisuudet ovat
hyodyllisia. Esimerkiksi kyky hakea uutta tieteellis-
td tietoa alan matemaattisista julkaisuista on téarkedé.
Teollisuuden ongelmat ovat usein erittdin haastavia, ja
projektien alkuvaiheessa ei ole aina selvad, pystytdan-
ko asetettuihin kysymyksiin vastaamaan ja ratkaisu-
ja loytdmaéaan. Tarvitaan siis usein tietynlaista tutkijan
rohkeutta perehtyé itselle uusiin asioihin ja ndkemysta
siitd, mistd olennainen tieto voisi 16ytyé.

Teollisuudessa matematiikan soveltaminen on yleensé
ongelmien ratkaisua jollakin tavalla ja harvemmin uu-
den tieteellisen tiedon tuottamista. Projekteja rajoitta-
vat lyhytjanteiset aikataulut, rahalliset resurssit ja tiu-
kat tavoitemééritykset. Perimmaéisend tavoitteena on
yleensd tuottaa rahallista hyotyé yritykselle. Tata voi
olla esimerkiksi ajan tai raaka-aineiden sd#styminen,
kilpailuedun saavuttaminen tai virheiden vélttdminen.
Teollisuusmatematiikan koulutuksen olisi hyvd antaa
perustietoja projektinhallinnasta ja liiketoiminnasta,
koska ndmé ovat térkeitd tekijoitd myos matemaattisen
osaamisen kaupallistamisessa. My6s erilaisten yleisten
taitojen kuten kirjallinen raportointi, suullinen esiinty-
minen seké kielitaito merkitystéd ei voi viheksyé, kun
matematiikan ja teollisuuden yhteisty6td pyritdin ke-
hittdméaan. Ndiden osaamista voisi parantaa esimerkik-
si sopivilla matematiikan opetusmenetelmilla.
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Lukion matematiikkakilpailun alkukilpailun tehtivit ja

ratkaisut 2009

Matemaattisten aineiden opettajien liiton lukion ma-
tematiikkakilpailu on kaksiportainen. Kilpailun ensim-
méinen kierros on kolmisarjainen, ja sarjojen osallis-
tumisoikeuden méirittelee kilpailijan ikd. Lukuvuoden
2009-10 kilpailun ensimmaéinen kierros pidettiin 29. lo-
kakuuta 2009.

Kilpailutehtévit olivat téllaiset:

Perussarja

1. Marjoja myytiin rasioissa, jotka oli hinnoiteltu mar-
jatyypin mukaan. 2 rasiaa vadelmia, 2 rasiaa herukoita
ja 1 rasia mustikoita maksoi yhteensid 8 euroa, 1 rasia
vadelmia, 3 rasiaa herukoita ja 1 rasia mustikoita mak-
soi 7,5 euroa ja annos, jossa oli 2 rasiaa vadelmia ja 3
rasiaa mustikoita, maksoi 7 euroa. Kuinka paljon mak-
soi yhteensé 3 rasiaa vadelmia, 2 rasiaa herukoita ja 3
rasiaa mustikoita?

2. Taydenn4 alla oleva ruudukko niin, ettéd siiné esiin-
tyvéat kaikki luvut 1, 2, ..., 16 ja jokaisen vaaka- ja pys-
tyrivin lukujen summa on sama. Etsi kaikki eri tavat
tdydentda ruudukko.

4

3. Neliopohjaisen laatikon pohjalle sijoitetaan kaksi
ympyranmuotoista kiekkoa. Kiekkojen sdde on r. Mika
on pienin mahdollinen laatikon sivu a?

4. Maarité kaikki tavat lausua 2009 kahden positiivisen
kokonaisluvun neligiden (eli toisten potenssien) erotuk-
sena.

Vilisarja

1. Sama tehtédva kuin perussarjan tehtava 2.

2. Tasakylkisen kolmion korkeusjana halkaisijana piir-
retdin ympyréd. Mihin suhteeseen sen kehi jakaa leik-
kaamansa sivut, kun kolmion kanta ja korkeus ovat yh-
td suuret?

3. Viisi tasavahvaa pelaajaa pelaa keskendén yksinker-
taisen sarjan peleji, jotka padttyvit jommankumman
pelaajan voittoon ja joissa molempien voittotodenné-
koisyys on % Pelit ovat kesken#én toisistaan riippu-
mattomia. Mikéd on todennékoisyys, ettd kukin voittaa
kaksi pelid?

4. Maarita kaikki tavat lausua 2009 kahden positiivi-
sen kokonaisluvun kuutioiden (eli kolmansien potens-
sien) erotuksena.

Avoin sarja

1. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 10 ja 24. Suu-
remmalla kateetilla oleva piste keskipisteené piirretédan
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ympyréviiva, joka sivuaa toista kateettia ja hypote-
nuusaa. Laske ympyrén sédde.

2. Kolmion sivujen pituudet muodostavat geometrisen
jonon, jonka suhde on ¢. Osoita, ettd /5 — 1 < 2¢ <

Vb +1.
3. Sama kuin vélisarjan tehtévé 4.

4. Osoita, ettd 10 suomalaista voi soittaa 10 ruotsalai-
selle 30 puhelua niin, etti

1) kukaan ei soita kellekééin kahdesti ja

2) mitkiin kaksi suomalaista eivit soita keillekéédn kah-
delle ruotsalaiselle kaikkia mahdollista neljad puhelua.

Tehtivien ratkaisut

Useimpiin tehtéviin 16ytyy useita ratkaisutapoja ja nii-
den muunnelmia.

Perussarja 1. Olkoot v, h ja m vadelmien, herukoi-
den ja mustikoiden rasiahinnat euroina. Tehtdvéan eh-
dot voidaan kirjoittaa yhtaloryhméksi

20+2h+ m=28
v+3h+ m="75.
2v +3m=7

Kun yht#lst lasketaan puolittain yhteen, saadaan 5(v+
h+m) =225 ¢eli v+ h+m = 4,5. Téstd ja toi-
sesta yhtdlostd saadaan 2h = 75 — (h+ v +m) =
7,56—4,5 = 3, joten h = 1,5. Toisesta yhtélosta saadaan
nyt 3v+2h+3m=3(v+h+m)—h=3-45-15=12.

Perussarja ja vilisarja 2. Ruudukon lukujen summa
on

16-1
1+2+---+16:¥=8-17=4'347

joten kunkin vaakarivin ja pystysarakkeen lukujen sum-
ma on 34. Vasemman sarakkeen alimpaan ruutuun tu-
lee siis luku 14 ja kolmannen rivin neljinteen ruutuun
15. Oikeanpuoleisen sarakkeen kahden tyhjdn ruudun
lukujen summa on 11. Lukuparit, joiden osien summa
on 11, ovat (1, 10), (2, 9), (3, 8), (4, 7) ja (5, 6). Kaik-
kien muiden paitsi viimeisen parin luvuista ainakin toi-
nen on jo kiytetty. Jaa siis selvitettdviaksi kaksi mah-
dollisuutta: 5 on oikean sarakkeen ylin ja 6 alin luku tai
6 ylin ja 5 alin. Jos 5 on ruudukon oikeassa yldkulmas-
sa, ylimmén rivin keskimmaéisten lukujen summa on 25,
ja luvut 1oytyvét pareista (9, 16), (10, 15), (11, 14) tai
(12, 13). Jélleen vain luettelon viimeinen pari on mah-
dollinen. Luku 16 ei voi olla alimmassa rivissé, koska
14 4+ 16 + 6 > 34. 16 on siis toisessa rivissd. 16 ei voi
olla kolmannessa sarakkeessa, koska 12 4+ 16 + 10 > 34.
Luku 16 on siis toisen rivin toisessa ruudussa. Silloin 1
on saman rivin kolmannessa ruudussa, joten alarivissa

keskimmaisissé ruuduissa ovat 2 ja 11. 12 ei voi olla yla-
rivin toisessa ruudussa, koska télloin toisen sarakkeen
lukujen summa olisi pariton. Yldrivissa on siis oltava
jarjestyksessd luvut 4, 13, 12 ja 5, ja kun alarivi on
14, 3, 11, 6, tehtdvan ehto tayttyy. Yksi mahdollinen
jarjestys on siis

7 2110 15

14 3111 6

Toinen mahdollisuus on, ettd ruudukon oikeassa yla-
kulmassa on 6 ja oikeassa alakulmassa 5. Samoin kuin
edelld paatellddn, ettd ylarivin keskimméisissd ruuduis-
sa on oltava 13 ja 11, ettd luvun 16 on oltava toisen rivin
toisessa ruudussa ja luvun 1 toisen rivin kolmannessa
ruudussa, ettd luvun 12 on oltava alarivin kolmannes-
sa ruudussa; tdmén jialkeen lukujen 11, 13 ja 3 paikat
méardytyvéit, ja ruudukko on

4113 | 11 6

9| 16 1 8

7 2110 15

14 3| 12 )

Perussarja 3. Kiekot voidaan aina asettaa kiinni toi-
siinsa. Voidaan siis rajoittua tutkimaan tapausta, jos-
sa kiekot sivuavat toisiaan. Jos kiekkojen keskipisteitéa
yvhdistdva suora muodostaa kulman « toisen nelitn si-
vun, sanokaamme vaakasivun kanssa, niin pystysivu-
jen etdisyyden on oltava ainakin r + 2rcosa + r =
2r(1 + cos a) ja vaakasivujen etdisyyden on oltava ai-
nakin r + 2rsina + r = 2r(1 + sin«). Laatikon sivun
on oltava suurempi luvuista 2r(1+cos a), 2r(1+sin ).
Kun o = 45°, molemmat luvut ovat 2r(1++/2/2). Kun
« < 45°) niin cosa > cos45° ja kun a > 45°, niin
sina > sin45°. Etéisyyksistd suurempi on siis pienin
mahdollinen, kun o = 45°, joten pienin mahdollinen a

on 2r(1+v/2/2).

Perussarja 4. Etsitdin positiivisia kokonaislukuja x
ja vy, joille 2009 = 22 — y? = (z + y)(z — y). Lukujen
x +y ja x —y on oltava luvun 2009 tekijoitd. Mutta
2009 = 7-287 =72 -41, ja koska x +y > x —y, on x:n
ja y:n toteutettava jokin seuraavista yhtdlopareista:

x4+ y = 2009 x4y =287 r+y=49
r—y=1 ’ r—y=7 " r—y=41"

Yhtéloparien ratkaisuiksi saadaan helposti (z, y) =
(1005, 1004), (147, 140) ja (45, 4).
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B D c

Vilisarja 2. Olkoon kolmio ABC' tasakylkinen, olkoot
BC = 2r ja AD = 2r kolmion korkeusjana. Olkoon
O AD:n keskipiste ja leikatkoon O-keskinen r-séteinen
ympyri sivun AB pisteessd E. Valitaan mittayksikko
niin, ettd EB = 1. Olkoon AE = z. Thaleen lauseen
perusteella ZAED = 90°, joten DE = h on kolmion
ABD korkeusjana. Suorakulmaisen kolmion tunnetun
ominaisuuden (tai yhdenmuotoisten suorakulmaisten
kolmioiden AED ja DEB perusteella) tiedetiiéin, et-
ti h?> = AE - EB = z. Suorakulmaisesta kolmiosta
BDE nihdiddn, etti « = h2 =12 —lelir? = 1+ 2.
Suorakulmaisesta kolmiosta AED puolestaan saadaan
2?2+ h? =42 Siis 2?4+ =4(x+1) eli x> =32 —4 = 0.
Tamén toisen asteen yhtéalon ainoa positiivinen ratkai-
su on x = 4. Jakosuhde on siis 4 : 1.

Vilisarja 3. Kukin pelaaja pelaa nelja pelid ja pele-

5
jé on yhteensa 2) = 10. Olkoon P; yksi pelaajista.

Todennédkdisyys, ettd P; voittaa tasan kaksi pelid, on

N /1" 6 3 i} .
<2) (5) =6-3% Oletamme, ettd P; voittaa Py:n

ja Ps:n ja ettd P, voittaa Ps:n ja ettd P; havida pe-
laajille Py ja Ps ja ettd P, voittaa Ps:n. On késitel-
ty kuusi pelid. Loppujen neljan pelin on kaikkien paa-
dyttédva madrattyyn lopputulokseen: Kaksi pelida havin-
neen Ps:n on voitettava P, ja Ps, tdmén jilkeen kaksi
pelid havinneen Ps:n on voitettava P, ja kaksi pelia
hévinneen Ps:n on voitettava Py. Todenndkdisyys, etta
1 1
namé neljd pelida padttyisivat juuri nédin on 2% = Tg
Todennikoisyys, ettd jokainen pelaaja voittaisi juuri
1 3

Kkaksi pelii iy S 2
aksi pelid on siten 3 16 123

Vilisarja 4 ja avoin sarja 3. Koska ratkaistavana
on yhtils 2009 = 23 — % = (z — y)(2? + 2y + ¥?) ja
2009 = 72 - 41 = 7 - 287, kokonaislukujen z ja y, x > v,
on toteutettava jokin yhtélopareista

z—y=1

2% 4+ xy + 3% = 2009’
T—y="7

22 4+ xy +y? =287

r—y=41
2?2ty +y?=49"

Ensimméinen pari johtaa yht#loon z2 +z(z —1) + (x —
1)2 = 2009 eli 322 — 3z = 2008. Koska 2008 ei ole jaol-
linen kolmella, yht#lo ei toteudu milldén kokonaislu-
vulla x. Vastaavasti toinen yhtélopari johtaa yhtaloon
2?2+ z(z—T)+(xz—7)% =287 eli 322 —212+49 = 7-41.
Siis 22 on jaollinen 7:11i. Mutta silloin = on jaolli-
nen 49:114 samoin kuin 21x:kin. Yht#lon oikea puoli
ei ole jaollinen 49:114, joten yhtilolld ei ole kokonais-
lukuratkaisua. Jos viimeiselld yhtéloparilla olisi ratkai-
su, jossa x on positiivinen kokonaisluku, niin z > 41 ja
2% + xy +y? > 412 > 49. Ratkaisua ei siis ole. Tehté-
vissd kysyttyja tapoja kirjoittaa luku 2009 ei siis ole
olemassa.

Avoin sarja 1. Olkoon suorakulmaisessa kolmiossa
ABC C suoran kulman kirki ja AC = 10, BC' = 24.
Silloin AB? = 4 - (5% + 12%2) = 4169 = 262, jo-
ten AB = 26. Olkoon O sivun BC piste ja sivut-
koon r-séteinen O-keskinen ympyra I' AC:ti ja AB:ta.
Koska BCLAC, T sivuaa AC:ti pisteessi C. Olkoon
D I':n ja AB:n yhteinen piste. Silloin OD1 AB. Tan-
genttien leikkauspisteen ja sivuamispisteiden viliset ja-
nat ovat yhtd pitkit, joten AD = AC = 10. Siis
BD = 26 — 10 = 16. Suorakulmaiset kolmigc AB5C

. . .. r
ja BOD ovat yhdenmuotoiset. Siis BD-BC - I
16-5 20 2

jar= 12 3 = 63.

Avoin sarja 2. Kolmion sivut ovat a, ga ja ¢?a. Ole-
tetaan ensin, ettd ¢ > 1. Kolmion pisin sivu on ly-
hempi kuin kahden muun summa. Siis ag? < a + aq
eli ¢> — ¢ —1 < 0. Ep#yhtilossi on yht#lo, kun
q = (1 +/5), joten epiiyhtils on voimassa, vain kun

1
1<¢g< 5(1—1—\/5) Siis 2 < 2¢ < 14+ /5. Oletetaan sit-
ten, ettd 0 < ¢ < 1. Nyt a on kolmion pisin sivu, joten
a < aq+aq? eli ¢> +q—1 > 0. Epayhtilossi on yhtilo,

kun ¢ = 3 (—14+/5), joten epiyhtils on voimassa vain

1
kun 5(—1—}—\/5) <g<leli-1+4v5<2¢<2 Lukug

toteuttaa siis tehtdvéssa ilmoitetun kaksoisepayhtélon.

Avoin sarja 4. Riitta4, ettd kuvailee jonkin tavan jir-
jestéd soitot niin, ettd tehtédvan ehto toteutuu. Olkoon
suomalaiset Sp, Sa, ..., S9 ja ruotsalaiset Ry, Ry, ...,
Ryp. Soittakoon suomalainen S; ruotsalaisille R;, R; 1
ja R;t3, missd indeksit luetaan mod 10. Puheluja on
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3-10 = 30, eikd kukaan suomalainen soita kellekdin | Jos jotkin kaksi suomalaista S; ja Sy soittaisivat kah-
ruotsalaiselle kahdesti, joten ehto 1) téyttyy. Ehdon 2) | delle ruotsalaiselle R,, ja R, kaikki nelji mahdollista
voimassaolon todistamiseksi riittdéd, kun tarkastellaan | puhelua, kaaviossa olisi rivien m ja n seké sarakkei-
kaaviota, johon on merkitty kaikki puhelut: den 7 ja k méarittdmén suorakaiteen kaikissa karjissa
So Si Sy Si Si S5 Se S+ Ss So x. Ka?wiota% riveittain tarkas‘Famalla nfike?e kuitepkin,
ettd siind ei ole yhtddn sellaista suorakaidetta, jonka
Ry [z = x Kaikissa Kiriisss olisi
aikissa kérjissé olisi z.
Ry T T T
Ry T T
R3 T T
Ry r T
R;5 T T
Rs T T
R | x T x
Ry T r T
Ro \ = T T

Lehdessé Tiedetoimittaja 4/08 kerrotaan, mité professori Phillipp Slusallek, Saksan tekodlyn tutkimuskeskuksen
tiedejohtaja ja tietokonegrafiikan professori Saarlandin yliopistossa ajattelee alan opiskelijoista je heiddn me-
nestyksensi yhteydestd menestykseen matematiikan opinnoissa. “Slusallekin mukaan uusia opiskelijoita riitta.
Ongelma vain on se, ettéd toisena vuonna ainoastaan osa jatkaa alan opiskeluja. Olemme huomanneet, ettd hyva
menestys matematiikan opinnoissa kertoo hyvéistd menestyksestd tietojenkisittelytieteen opinnoissa, Slusallek
sanoo. Esimerkiksi taitava tietokoneiden kanssa napraédja ei valttaméatta ole hyva alan teorian opiskelija. Mate-
maattisesti lahjakkaiden opiskelijanuorukaisten liséiksi Slusallek kaipaa alalle enemmén nuoria naisopiskelijoita.
Tuntuu kuin menettiisimme kokonaan puolet ikéluokasta, Slusallek valitti.”
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Mita todistaminen on ja ei ole — eridin kilpailutehtivan

opetuksia

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Syksyn 2009 Lukion matematiikkakilpailun ensimmaéi-
sen kierroksen avoimen sarjan tehtdvé 2 oli seuraava:

"Kolmion sivujen pituudet muodostavat geometrisen jo-
non, jonka suhde on q. Osoita, etti /5 —1 < 2q <

V5+1.7

Osallistuin kilpailuvastausten arviointiin, ja seuraavat
sindnsd triviaalit havainnot kuvaavat mielestédni jon-
kin verran matematiikan kulmakiven, loogisen péaét-
telyn, osaamisen ongelmallisuutta ja sitd, ettd pitkén-
kin “matematiikan” laskentopainotteisesta opetuksesta
se paljolti loistaa poissaolollaan. Kilpailun osallistujien
voi arvella edustavan yleensa lukiolaisten matematiikan
osaamisen karkipaita.

Tehtévé oli ajateltu ratkaistavaksi suunnilleen néin: jos
kolmion sivut ovat a, ga ja ¢?a ja jos ¢ > 1, niin ¢%a kol-
mion pisimpénd sivuna on lyhempi kuin kahden muun
sivun yhteispituus. ¢ toteuttaa siis epdyhtilon ¢? <
1 + ¢q. Tamé epayhtalo ratkaistaan totutulla tavalla;
epdyhtélon ratkaisu on ylospédin aukeavan paraabelin

1+
q*> — ¢ — 1 nollakohtien

rajaama vili, mutta ole-

1
tus ¢ > 1 rajaa ratkaisujoukoksi vilin {1, 5(1 + \/5)] .

Jos taas ¢ < 1, niin kolmion pisin sivu on a ja kol-
mioepiyhtils johtaa epiyhtiloon 1 < ¢ + ¢%. Tamin
yhtdlon ratkaisuja ovat ylospédin aukeavan paraabelin
-1+5

¢*> + ¢ — 1 nollakohtien ¢ = >

rajaaman sulje-

tun vélin komplementin luvut. Lisdehdon 0 < ¢ < 1
1
mukaisesti ratkaisuja ovat viliin (5(\/5 - 1), 1) kuu-

luvat luvut g. Todistus on valmis. Jakoa ¢ > 1, ¢ < 1
ei tietenkd#in tarvitse tehdd. Molempien kolmioepéyh-
taloiden ¢? < 14 ¢ ja 1 < ¢+ ¢* on joka tapauksessa
toteuduttava ja ¢:n on kuuluttava yhtéléiden ratkaisu-
joukkojen leikkaukseen, joka juuri on tehtdvéssa todis-
tettavaksi vaadittu ehto.

Melko useat kilpailijat vastasivat suunnilleen néin: ”Jos

V541
4=

, niin

s 6+2V5 3+6

1+¢

Mutta "kolmiossa”, jonka sivut ovat a, ga ja ¢%a, pisin

sivu on yhté pitkd kuin lyhempien sivujen summa, eli

kolmio onkin janaksi surkastunut eiké siis ole kolmio.

V5 —1
2

2_3-V5
2

Samoin, jos g = , niin

=1—q.

Kolmiossa, jonka sivut ovat a, ga ja ¢2a pisin sivu a
on yhté pitks kuin sivujen ga ja ¢?a summa, joten té-
mékin kolmio surkastuu epékolmioksi. Koska viitetyn
q:ta koskevan epayhtélon dédripdissé ei saada kolmiota,
on viitos todistettu!”
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Mutta mité tassd onkaan todistettu? Etta tehtiavian kol-
NGE! T
. Téa-

mé on tosin askel oikeaan suuntaan: viitteenhin todis-
VE—1 . V5 +1
Jaq 2 5

mioita médrittava parametri ei saa arvoja

taisi se, ettd epdyhtdlit q <

ovat asetetussa tilanteessa mahdottomia.

Muutamat kilpailijat esittivat huomattavasti sofistikoi-
tuneemman ratkaisuehdotuksen. ”Voimme olettaa, ettéa
kolmiossa ABC on AB = 1, BC = q ja CA = ¢
Jos ZABC = pf, niin kosinilauseen mukaan ¢* =
¢> +1—2qcosf eli

4 2
¢ g +1
cos p = <=~ f(g).
1 5
Tarkastellaan funktiota f(q). Kun ¢ = +2\/—, niin

74+3V5 | 3+5
_TH3VE 34V

_ 2 2 _
f(q)_ 1_'_\/5 - 1
V5 —1

jakun ¢ = 5 , niin
7T—3V5 3—+5
— 2\/_—1— 2\/—+1
= = 1.
f(q) Y
Lis#ksi
—4¢° +2¢)(29) = 2(—¢* + > + 1
P )22) 2 )
q
B¢t i -1
=g

Etsitddn derivaatan nollakohtia: sijoitus ¢ = ¢ palaut-
taa ongelman toisen asteen yht#loon —3t2 +t — 1 =0;
tdman yhtdlon diskriminantti on 1 — 12 < 0, joten
nollakohtia ei ole. Derivaatta siilyttdd merkkinsa ja

3
f(1) = —=, joten derivaatta on kaikkialla negatiivinen.

f on siis aidosti viheneva funktio, joten

<4=f<ﬁ?*><ﬂ@<f<ﬁtd>=L

V5 —1 V541
<4< —

arvoilla —1 < cos § < 1, joten kolmio on olemassa.”

kun . Johtopé&dtos: néilld ¢:n

Miksi tdmaé ei ole tehtdvin ratkaisu? Tietysti siksi, et-
ta todistettava véite oli muotoa "kun parametrista ¢
riippuva kolmio on olemassa, niin parametri ¢ kuuluu
tiettyyn véliin”. Y1l osoitettiin vain, etté jos parametri
kuuluu véliin, kolmio saattaa olla olemassa; ainakaan
kosinilauseen yhden osion kanssa ei jouduta ristiriitaan.
Sen sijaan ylld oleva lasku olisi mainiosti antanut mah-
dollisuuden epésuoraan todistukseen. Jos oletettaisiin,
ettd kolmio olisi olemassa ja parametri ¢ olisi tehtavés-
sé annetun vilin ulkopuolella, funktion f monotonisuus
antaisi seurauksen cos > 1 tai cos 8 < —1, jotka kum-
pikin olisivat ristiriidassa oletuksen kanssa.

Kosinilausetta hytdynsi myos seuraava kaunis ratkaisu.
Siind kolmio ABC on sama kuin edelld, ja ZCAB = a.

"Koska cosa < 1, niin kosinilauseen perusteella ¢ =
¢*+1-2¢%cosa > ¢* +1—2¢>. Siis ¢* —3¢%>+1 < 0. Si-
joitetaan g% = t ja ratkaistaan epiyhtlo t2—3t+1 < 0.
Vasemman puolen nollakohdat ovat

3+5
S

Epéayhtilo toteutuu siis, kun

3—+5 3+V5

t
7“3
Mutta
2
3-v5 6-2V6 [v5-1
2 4 2
ja

2
3+\/5_6+2\/5_<\/5+1>
2 4 B 2 ’

joten g on vaaditussa vélissa.”

Téssd on kaikki kohdallaan, vaikka ensin voi epdilyt-
tad se, ettd eri relevanttien kolmioepayhtéléiden tar-
kastelua vaativia tilanteita ¢ < 1 ja ¢ > 1 ei késitel-
14 erikseen. Onnellinen valinta on ollut tarkastella kes-
kimmaéisen sivun vastaista kulmaa. Se ldhestyy nollaa
kummassakin surkastumispééssi, ja johtaa molempien
reunojen loytymiseen samasta epayhtalosta.
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Mielenkiintoista laskentoa lapsille ja opettajillekin

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Teuvo Aittokallio: Patikkaretkii matematiikan
maisemaan. Matikkaretket 2009. 299 s. 30 e + posti-
kulut 5 e.

Lahde selkkailemiaan
matematiikan mielen-
kiintoiseen maallmaan

Teuvo Aittokallion kirjan ottaa kiiteensi melko ennak-
koluuloisena. Kustannusyhtié on kirjoittajan perheyh-
ti6, kielentarkastajana on kirjoittajan minié, kansi on

levoton kaksine maisema- ja ihmiskuvineen joiden p#al-
le on liimattu keltainen aurinko, jota koristaa kolmio
ympdri- ja sisddnpiirrettyine ympyroineen, eiké selké-
myksestéd 16ydy kirjan nimed. Tekstid selaamalla huo-
maa, ettd euron merkit ovat jiddneet tulostumatta ja
ajatusviivat ovat tavuviivan mittaisia. Kaksi ensim-
maisté virkettd padttyy huutomerkkiin. Amatoorityota
siis.

Mutta ulkoasu voi pettdid. Aittokallion kirja on itse
asiassa mitd mainioin opas laskennon ja matematii-
kan monitahoiseen maailmaan. Sen kohderyhméné ovat
alakoululaiset, siis nyttemmin poistuneen ala-asteen
oppilaat ja heidén vanhempansa. Ilman muuta lisdan
tdhén ainakin alakoulunopettajat, siis luokanopettajat
ja sellaisiksi opiskelevat.

Kirjan ensimmaéinen puolisko on Perusosa, joka kattaa
suurin piirtein koulussakin opetettavan laskennon. Ait-
tokallio ldhtee liikkeelle laskemisesta, perustelee kym-
menjarjestelmén sekéd peruslaskutoimitukset ja etenee
murtolukuihin ja padttyméttomiin desimaalilukuihin.
Aivan oppikirjan johdonmukaisuutta ei tavoitella, on-
han samat asiat yritetty jo koulussa oppia, tai yrite-
tadn. Hén ei arkaile ottaa esiin "pidemmaélle ehtineiden”
asioita: kirjainlaskento, potenssimerkintéd, vektorit ja
alkeellinen mittateoriakin tulevat luontevasti esiin koh-
dillaan. Hauskoja asioita otetaan esiin ja miké térkein-
té, perustellaan kunnolla, mutta helppotajuisesti. Juu-
ri ndin matematiikkaa voidaan opettaa kiinnostavasti:
on aina sellaista, joka ei vield ehké aukea, mutta se on
sielld odottamassa. Aittokallion laskento ei ole "leiki,
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laula ja puuhaile jotain kivaa” -toimintaa, vaan ihan
oikeaa tavaraa. Ja perusasenne on realistinen: vaikka
matematiikka on kivaa ja innostavaa, niin kertotaulua
on oikeasti pantéttiva (Aittokallion oma ilmaus), kun-
nes se on painunut selkdytimeen.

Kirjan puolivilistd alkaa Matikkaekspertit-osio, johon
on koottu monenlaisia mielenkiintoisia lastuja matema-
tiikan eri aloilta. Osa on toki kovinkin vaikeita, mutta
niiden kautta kdy ainakin selviksi, ettd matematiikka
jatkuu kauas oppikirjan ja opetussuunnitelman ulko-
puolelle. "Pulmanurkka”-osassa on laskennollisia ajan-
vietetemppuja ja ongelmia. Tehtéviin annetaan ratkai-
sut kirjan lopussa. Loppuun on vield laadittu noin 400
sanan suomalais-englantilainen sanasto, joka siséltéda
runsaasti sanoja aloilta, joita ei itse kirjassa késitel-
l4. Kirja suosittelee lukuisia englanninkielisié verkkosi-
vuja — niiden lukijat saattaisivat kaivata kddnnosapua
englannista suomeen.

Aittokallion teksti on leppoisaa ja sujuvaa, sopivasti

vitseilldkin hoystettyi, ja kirjoittajan persoona, omat
kokemukset ja innostuneisuus tulevat miellyttdvasti
esiin. Joskus pedagogiset huomiot saattavat vaikut-
taa kohderyhmaié ajatellen turhiltakin. Virheitad saat-
taa 16ytdd, mutta niitd on silmiinpistdvan vahan. Muu-
tamin paikoin kirja on tyokirjamainen: kdyttéjaa pyy-
detddn tdyttdméadn puuttuvia kohtia. Tamé& ei ehki
ole ollut paras ratkaisu kirjan mahdollista uusiokayt-
tod ajatellen.

Esipuheessaan Aittokallio arvelee kirjansa antavan ai-
nekset noin sataan matematiikkakerhotuntiin. En ar-
vioi luvun paikkansapitdvyyttéd, mutta se on selvia, et-
ta kerhonpitéjilta ei sanottava lopu, jos kirja on kasilla.

Mutta mielenkiintoinen kysymys. Miksi kirja on oma-
kustanne? Eiko téllaiselle lastenkulttuurin alalla mer-
kittaviksi teoksi luonnehdittavalle julkaisulle 16yty-
nyt kaupallista kustantajaa ja sen levitysmahdollisuuk-
sia? Kirjaa voi nyt tilata kustantajalta osoitteesta
www.matikkaretket.fi.

Olli Rehn kertoi jo pohtivansa uuden komission haasteita. Siiné tavoitteena on edelleenkin raskas salkku talous-
ja ulkoasioiden laajalta kentéltéd. ”Olen lukenut pitkén matematiikan ja perehtynyt todennikoisyyslaskentaan ja

optimointiin”, Rehn kertoi.

Helsingin Sanomat 21.11.2009
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Peruskoulun matematiikkakilpailun alkukilpailu

Lukuvuoden 2009-10 Matemaattisten aineiden opetta-
jien liitto MAOL:in valtakunnallisen Peruskoulun ma-
tematiikkakilpailun ensimmaéinen kierros pidettiin 4.
marraskuuta 2009. Tyoskentelyaikaa oli vain 50 mi-
nuuttia.

Kilpailutehtévét olivat seuraavanlaiset:

1. a) Piirré jonon seitseméis kuvio.

b) Piirré jonon seuraava kuvio. Mink4 sddnnon mukaan

jono muodostuu?
T HEHE

2. Laske a) kuinka monta grammaa (g) on unssissa
(0z.), b) kuinka monta unssia (oz.) on paunassa (Ib.),
¢) kuinka monta grammaa (g) on paunassa (Ib.).

[RRANER
FRESH SUCED |
LLOW PACK )

punne====cuny g RRAARAA
| REFRIGERATE
AFTER pPENlN)C

Aterns

summa, erotus ja

. . 1
3. Laske lukujen 1 ja 999999999 999

osamaara.

4. Piattele, kuinka suuri on kulma «. Kannat ovat yh-
densuuntaisia.

70°

5. Piirrd ympyré, jonka séde on kuusi ruutua. Jaa sen
kehé kahdeksaan yhtéd suureen osaan. Piirrd kahdeksan
puoliympyréan kaarta, joiden toinen pédtepiste on yk-
si jakopisteistd ja toinen on ympyréin keskipiste. Piirrd
selked kuva kédyttden harppia. Tummenna muodostu-
neista alueista joka toinen. Kuinka suuri osa tummen-
nettu alue on ympyrén pinta-alasta? Perustele.

6. Laske puuttuvien lukujen summa. Ruudukossa pitda
jokaisella pystyrivilld, jokaisella vaakarivilld ja jokaises-
sa pienessé 3 - 3-ruudukossa olla luvut 1, 2, 3, ..., 9,
jokainen vain yhden kerran.

7. Nelion kérkipisteet ovat ruutuviivojen leikkauspis-
teissd ja sivun pituus on viisi pituusyksikkod eli ruu-
dun sivua. Yksi kérki keskipisteené piirretdan ympyra,
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joka kulkee keskipisteené olevan kirjen vastaisen kér-
jen kautta. Kuinka monen ruutuviivojen leikkauspis-
teen kautta ympyréan kehé kulkee? Piirrd kuva. Tarkas-
ta tuloksesi laskemalla.

8. Nettiyhteistssd on tyttoja ja poikia. Jokaisella ty-
t6lla on kaverina neljé tyttod ja viisi poikaa. Jokaisella
pojalla on kaverina kolme poikaa ja seitsemén tyttoa.
a) Onko nettiyhteisossé enemmin poikia vai tyttoja?
Perustele. b) Miké on nettiyhteisén pienin mahdolli-
nen henkilom#ari? Perustele.

Ratkaisuja

Seuraavat, osin saivarteluakin siséltévit ratkaisut ovat
Solmun toimituksen. Niiden perusteella ei tule tehdi
padtelmid palkintoraadin arvioista eiké siitéd, kuinka
perusteellinen ty6 varsin niukan vastausajan puitteis-
sa olisi mahdollista.

1. Tehtévé on samanlainen kuin ns. dlykkyystesteissa
tavallinen "mikd on jonon seuraava jésen?” Téllaiseen
tehtavadn ei ole tédsmallistd matemaattista ratkaisua.
Positiivisten kokonaislukujen joukossa mééritelty funk-
tiohan ei m#drdydy pelkistddn joukossa {1, 2,..., n}
saamiensa arvojen perusteella, jos muuta informaatiota
ei ole annettu. "Luonnollisenoloinen” vastaus kohdassa
a) on tietenkin ylemmin kuvan figuuri ja kohdassa b),
jossa kuviot voi hahmottaa numeroiksi 1, 2, 3, 4 ja 5
asetettuna seldkkéin yhteen peilikuviensa kanssa, esi-
merkiksi oheinen kahta kuutosta markkeeraava kuvio.

2. Jos etiketti on rehellinen, niin Z Ib =340 g = 12 oz.

4 1
Téstd ndhdédn, ettd 1 1b = 16 oz = 3 -340 g = 453 3 g.

340

1
Liséksi 1 oz = I3 8= 28 38 [Koska (tavallinen) uns-

si on noin 28,35 g ja pauna eli naula 453,59 g, etiketti
on rehellinen.]

3. Kysytyt luvut ovat
1 999999 999 998
1 5999999999 999" 999999999 999 12 299 999 999999.

4. Kuvan merkinnoistd padtelldén, ettd kolmiot ABC
ja DEF ovat tasakylkisii. Leikatkoon suora AC' EF'n
pisteessd G ja DE:n pisteessi H. Koska kolmio DEF
on tasakylkinen, ZFED = 50°. Koska AB||DE ja kol-
mio ABC' on tasakylkinen, niin ZFHG = ZCAB =
70°. Koska kolmion kulman vieruskulma on kolmion
kahden muun kulman summa, ndhddidn kolmiosta
HEG, ettd a = LZAGE = 70° 4 50° = 120°.

A E

5. Tehtavin sanamuoto on hiukan vélja, kun se ei tar-
kemmin méérittele puoliympyrénkaarien asemaa. Eras
tehtdvan ehdot tdyttidvé kuvio olisi viereinen ylempi
ympyrakuvio. "Joka toinen alue” on mielekés, kun piir-
retddn kuvio alemman mallin mukaan. Silloin tietysti
kaikki kahdeksan aluetta ovat sama-alaisia, ja 45° kier-
to origon ympéri vaihtaa varjostetun ja varjostamatto-
man alueen toisikseen. Kummankin ala on siis puolet
ympyran alasta.

6. Jos tehtdvin sudokulla on ratkaisu, tehtédvan vas-
taukseksi riittdvé informaatio on esimerkiksi vaakari-
veja koskeva. Jokaisen vaakarivin lukujen summaksi on
tultava 1 +2+4+ 3+ --- + 9 = 45, joten koko ruudukon
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lukujen summa on 9-45 = 5-81 = 405. Kun esilld
olevien lukujen summa on (vaakariveittiin laskettuna)
21+124194+13+19+4+1448+9+424 = 139, puuttuvien
lukujen summa on 405 — 139 = 266.

Jos sattuisi niin, ettd sudokulla ei olisi ratkaisua, ei teh-
tévillakéadn olisi [silloin télloin sattuu aikakauslehdissi
silmiin sudokuja, jotka ovat virheellisid — useimmiten,
vaikkei aina, virhe osoittautuu ratkaisijan tekeméksi|.
Ratkaisun olemassaolon varmistamiseksi olisi siis sudo-
ku ratkaistava. Sudoku todellakin ratkeaa, sen ratkaisu

on
5 9 3 7 6 2 1 4 8

6 7 3 3 8 1 5 2 9
8§ 1 2 9 5 4 7T 3 6

[\
(=)
[0.]
[
o
\]
ot
NeJ
w

4 8 5 2 3 9 6 7 1
9 2 1 4 7 6 3 8 5
7 3 6 8 1 5 2 9 4

7. Témaénkin tehtdvin sanamuoto saattaa ndyttad hiu-
kan véljalta, kun nelion asentoa ruudukossa ei ole yk-
siloity. Voidaan olettaa, ettéd nelion yksi kiarki on origo
ja pituusyksikks on ruudukon nelién (silld nelivitdhén
ruudut lienevit) sivu. Kaksi nelién kiirkei on silloin sel-
laisissa pisteissé (x, y), joiden etdisyys origosta on 5 eli
joille pitee x2 452 = 25. Tillaisia pisteitd ovat (£5, 0),
(0, £5) ja (£4, £3) ja (£3, £4). Erilaisia tehtdvén to-
teuttavia nelioitd on kaikkiaan 12. Jokaisen ldvistdjan
pituuden nelit on 52 + 52 = 50, joten kaikkiin nelisi-
hin liittyy sama origokeskinen ympyra. Talla ympyrailla
olevien ruutuviivojen leikkauspisteet (z, y) toteuttavat
kaikki ehdon z2 + y? = 50. Kokeilemalla nihdééin, et-
té ainoat kokonaislukuparit, jotka yhtalon toteuttavat,
ovat (£5, £5) (4 kpl) ja (£1, £7) (4 kpl) sekd (£7, £1)
(4 kpl). Pisteité on siis 12.

8. Olkoon poikia p kappaletta ja tyttojd ¢ kappaletta.
Tehtéavissi ei ilmoitettu kaveruuden molemminpuoli-
suutta. Ilman téitad tietoa tehtdvilld ei ole ratkaisua:
samat seitsemén tyttod voivat olla kavereina esim. sa-
dalle pojalle, ja tyto6illa on kullakin omat muutamat

kaverinsa toisten tyttojen ja poikien joukossa, samoin
pojilla poikien joukossa. Jos kuitenkin kaveruus on mo-
lemminpuolista, voidaan "kaveruus” tulkita esim. kave-
riparia yhdistaviaksi viivaksi. Viivoja on 7p = 5¢, joten
p < t. Liséiksi p on jaollinen 5:114 ja ¢ 7:114. Pojasta poi-

kaan kulkevia viivoja on Ep’ koska jokaisesta pojasta

ldhtee kolme téllaista viivaa, ja jokainen viiva tulee las-
ketuksi kahdesti, kerran kummankin péénsi kohdalla.
Taméa merkitsee sitd, ettd p on parillinen luku, joten
p > 10 ja siis ¢ > 14. Osoitetaan, ettd 24 henkilén net-
tiyhteiso toteuttaa vaaditut ehdot. Jaetaan kymmenen
poikaa kahdeksi viiden pojan joukoksi P; ja P ja 14
tyttoa kahdeksi seitsemén tyton joukoksi 77 ja Ts. Jos
joukon P; jokaisen pojan kavereina ovat kaikki 7T7:n ty-
tot ja joukon P» jokaisen pojan kavereina kaikki joukon
T5 tytot, niin poikien ja tyttojen vélinen kaveruusehto
toteutuu. Jos kummassakin tyttéjoukossa erikseen ka-
veruus toteutuu esimerkiksi oheisen kaavion mukaan,
tyttojen tuttavuusehto tayttyy:

1 2 3 4 5 6

x r X
T T r X

8

]
]
8
]

r X x T
x r T x

N O O W N
8
&
8
&

Poikien kaveruusehto puolestaan tayttyy esimerkiksi
silloin, kun kaveruudet jdrjestyvéit téllaisen kaavion
mukaan:

1 2 3 45 6 7 8 9 10
1 T T T
2 T T T
3 T T T
4 T T T
) T T T
6 T T T
7 T T T
8 T T x
9 T T x
10 \ x T T
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Uusi koulukohtainen syventivi kurssi ja oppikirja

lukioihin

Sirkka-Liisa Eriksson ja Terhi Kaarakka
Matematiikan laitos, Tampereen teknillinen yliopisto

Kirja: Sirkka-Liisa Eriksson, Miika Huikkola, Terhi
Kaarakka, Erkki Pirttiméki, Risto Silvennoinen ja Las-
se Vehmanen, Matematiikka tieteiden kuningatar
ja palvelija, MFKA-Kustannus Oy, 2009.

Kurssin ja oppikirjan ldhtékohdat

Kevéalld 2006 Tampereen teknillisen yliopiston mate-
matiikan laitoksella aloitettiin yhteistyossd lukioiden
kanssa kehitelld lukioihin uutta syventéivia kurssia ja
sithen liittyvaéd oppikirjaa, jonka sisallot soveltuisivat
myods ammattikorkeakouluihin. Yhteistyokouluiksi il-
moittautuivat Pirkaanmaalta ja Matemaattisten Ainei-
den Opettajien Liiton MAOL ry:n tilaisuuksien kaut-
ta Eteld-Tapiolan lukio, Helsingin Suomalaisen Yhteis-
koulun lukio, Hervannan lukio, Kaurialan lukio, Tam-
pereen normaalikoulun lukio ja Valkeakosken lukio.

Kurssin tarkoituksena on tuoda lisdé innostusta ja mer-
kitystd matematiikan oppimiseen lukioissa ja ammat-
tikorkeakouluissa. Léhtokohtana on my6s helpottaa
siirtymisté lukiosta matematiikan yliopisto-opintoihin.
T&hén on suuri tarve, silld nykyisin matematiikkaa tar-
vitsevien yliopisto- ja ammattikorkeakouluopiskelijoi-
den mi#ra on voimakkaasti kasvanut.

Matematiikka lukiossa on muuttunut yhid enemméin
erilaisten malliesimerkkien tarkasteluiksi ja laskutehté-
vien ratkaisemiseksi. Tésté seuraa ongelmia, kun lukio-

laiset hakeutuvat jatko-opintoihin. Matematiikka yli-
opistoissa tai teknillisissd yliopistoissa ei ole vain las-
kutehtédvien ratkaisemista, vaan keskeistd on myos teo-
rian ja sen késitteiden hyva ymmértdminen ja tuloksien
vilisien yhteyksien oivaltaminen. Teknillisissd yliopis-
toissa matematiikan perusvalmiudet annetaan tiiviin
pakettina parin ensimmaéisen vuoden aikana, jotta am-
mattiaineille saataisiin hyva pohja. Tamé vaatii opiske-
lijoilta kyky# omaksua asioita nopeasti ja pohjatietojen
heikkous vaikeuttaa opiskelua merkittavésti. Monet so-
vellukset pohjautuvat pitkéllekin meneville matemaat-
tiselle teorialle.

Yhtené ratkaisuna ongelmaan on kurssi, joka toimii sil-
tana korkeamman asteen opiskelun ja lukion valilla.
Hyva siltakurssi ei vain kertaa vanhaa opittua, vaan
antaa suuntaa myo0s tulevista sisilloisté. Perusvalmiuk-
sien liséiksi sen tarkoituksena on kasvattaa kiinnostusta
matematiikkaan, jotta oppiminen onnistuisi ja opiskelu
olisi mielekéstd. Tahén olemme tyossdmme pyrkineet.

Kurssin kuvaus

Matematiikka tieteiden kuningatar ja palvelija on
lukion loppuvaiheen opiskelijoille suunnattu kurssi.
Kurssin tavoitteena on lisétd innostusta matematiik-
kaan esittdmalld matematiikan ajankohtaisia sovellus-
esimerkkejé nuoria kiinnostavista asioista ja parantaa
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heiddn perustaitojaan yliopistojen ja teknillisten yli-
opistojen opintoihin. Samalla kurssi tdydentdd ja sy-
ventdd alemmilla kursseilla opittuja asioita. Kurssil-
la esitelladin sovelluksiin liittyvdd matematiikkaa ja
niiden teoreettisia taustoja, mm. Googlen toiminta-
periaate, GPS-paikannus, tietokonegrafiikka ja MP3-
pakkaustekniikka.

Kirjan kirjoittamisesta ja kurssin sisélloistd vastaavat
matematiikan peruskursseja luennoineet henkil6t pro-
fessori Sirkka-Liisa Eriksson (projektin johtaja), DI
Miika Huikkola, lehtori Terhi Kaarakka, pt. tuntiopet-
taja Erkki Pirttiméki, lehtori Risto Silvennoinen ja leh-
tori Lasse Vehmanen. Kirjan kirjoittajien lisdksi kurs-
sin tekemisessd ja kommentoimisessa ovat aktiivisesti
olleet mukana opettajat Sarpa Heino (Hervannan lu-
kio), Ville Hynonen (Helsingin Suomalaisen Yhteiskou-
lun lukio), Sinikka Jarvi (Valkeakosken lukio), Jukka
Ménnisté (Tampereen normaalikoulun lukio), Sakari
Salonen (Kaurialan lukio), Ulla Sorri (Hervannan lu-
kio) ja Marja Voipio (Eteld-Tapiolan lukio). Projekti-
tutkijoina mukana ovat olleet Virve Pihlava-Lahtinen
ja Lauri Judin seké sihteerind Tiina Sévilahti.

Kurssia ja oppikirjaa on kokeiltu 2008-2009 yhteis-
tyokouluissa. Projektin rahoitti Teknologiateollisuuden
100-vuotissaétio ja projekti on mukana opetushallituk-
sen Tiede- ja teknologiahankkeessa.

Kurssin aiheita ovat:

e Differentiaalilaskenta tyokaluna
derivaatta, differentiaaliyhtdlét, mallinnusta

e Matematiikan perusteista
lause, todistaminen, induktio, joukkojen mahtavuus

e Kompleksilukujen joukko
laskutoimitukset, geometriset ominaisuudet, ekspo-
nenttiesitys

e Matriisilaskentaa

laskutoimitukset, lineaariset yhtaloryhmét, ominais-
arvot, tekniikan sovelluksia

Ensimméinen aihe kertaa differentiaalilaskentaa ja sen
lisiéiksi se antaa teoreettisia perusteita esimerkiksi seu-
raaville malleille: populaation ”luonnollinen” kasvu,
Englannin Stonehenge-monumentin luota 16ytyneiden
puuesineiden iké, korkoa korolle jatkuvana prosessina.
Toisessa aiheessa kuvataan matematiikkaa tieteené ja
esitellidn matemaattisia peruskésitteitd ja selvitetdin
muun muassa, mité reaaliluvut ovat ja miten ne eroa-
vat rationaaliluvuista. Kompleksilukujen joukko on ta-
son pistejoukko, joka laajentaa reaalilukujen lukujouk-
koa tason geometristen ominaisuuksien avulla. Tama
aihe ndyttid, kuinka tarkasti jo télla tasolla pystymme
luomaan matemaattista teoriaa. Matriisilaskenta antaa
keinoja késitelld useiden rivien ja sarakkeiden muodos-
tamia taulukkoja, joita tarvitaan esimerkiksi mallin-
nettaessa internet-hakukoneita, GPS-paikannusta, tie-
tokonegrafiikkaa ja MP3-pakkaustekniikkaa.

FEi-kaupallisia tietokoneohjelmia Scil.ab tai Octave tai
vastaavia kaupallisia ohjelmia, kuten MatLab ja Maple,
voidaan kdyttéad kirjan ohessa ja osassa esimerkeisté on
annettu ohjeita tdhédn. Maolilta voi saada kirjaan liitty-
vani oheismateriaalina SciLab-ohjelman kiyttooppaan
ja harjoitustehtévien ratkaisuja.

Kokeilukouluissa tehtiin kurssiin osallistuneille kurssi-
kysely. Vastanneita oli 45. Asteikolla 1-5 kurssista pi-
dettiin keskiarvolla 3,8. Pohjatiedot koettiin riittaviksi
(ka. n. 3,7) ja tyomé&drd sopivaksi (ka. n. 3,9). Opiske-
lijoiden mielestd kurssilla opituista asioista tulee ole-
maan hy6tyé jatkossa (ka. n. 3,9). Kurssi valittiin ma-
tematiikan taitojen parantamiseksi (ka. n. 4,1).

Kirjaan on tehty korjauksia ja muutoksia kyselyn jér-
jestdmisen jdlkeen. Tehtévid on lisdtty ja joitakin teh-
tavid muokattu. Asiasiséltéjd on paranneltu ja tdyden-
netty. Tietokone-esimerkkejé on lisdtty ja tietokoneella
suoritettavien tehtdvien méa#rad on lisdtty.
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Oliko vuosi 2009 sittenkin tylsa?

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Solmussa 3/2009 julkaistiin parikymmentid koululais-
kilpailutehtévad, joita yhdisti luku 2009, ja toivot-
tiin niihin lukijoiden ratkaisuja. Solmun postilaatikon
ei voi sanoa pullistelleen palautteen méaarasté. Iloisen
poikkeuksen muodosti Matti Leinonen Espoosta, jo-
ka ldhetti melkein kaikkiin tehtéviin oikean ratkaisun.
Useimmat seuraavista ratkaisuista noudattavat Leino-
sen suuntaviivoja.

Ratkaisuissa kédytetddn lukuteorian ja logiikan kurs-
sista tuttua lukukongruenssiformalismia. Muutaman
tehtévén ratkaisussa turvaudutaan Eulerin ¢-funktion
ominaisuuteen, joka ei kuulu Suomessa lukioissa opis-
keltavan lukuteorian kurssin piiriin. Tulos sinénsd on
melko helppo muotoilla: jos n on positiivinen kokonais-
luku, niin ¢(n):114 merkitidéin niiden lukujen &k, 1 < k <
n — 1, lukumééria, joilla ei ole muuta yhteista teki-
jad luvun n kanssa kuin 1. Siis esimerkiksi ¢(3) = 2 ja
¢(8) = 4. Luvulla ¢(n) on seuraava merkillinen omi-
naisuus: jos a:lla ja n:lla ei ole yhteisid tekijoitd, niin
luku a®(™ —1 on jaollinen n:1li. — Témén asian sininsé
melko yksinkertaiseen todistukseen palataan Solmussa
my6hemmin.

Mutta nyt 2009-tehtévien ratkaisut.

1. Olkoon D = 111...1. Koska A = 102009 — 1 = 9D
——

2009 kpl

4 4
ja B = 5(10%% — 1), niin AB = 5 (102 — 1)? =

(104018 —2.102099 1) = 4D - 10%°%% — 4D. Siis

O =

C:
444 ...4000...0—-444 .. .4 =444 ...43555...56.
—_————— T e ——

2009 kpl 2009 kpl 2009 kpl 2008 kpl 2008 kpl

Viimeinen luku saadaan normaalilla "vdhennyslaskulla
allekkain”. C':n numeroiden summa on siis 2008 - (4 +
5)4+3+6=2009-9 = 18081.

2. Koska luvuilla n ja n + 1 ei ole yhteisia tekijoité,
yht#ls voi toteutua vain, jos 2009 = 72 - 41 on jaollinen
luvulla n2. Tdmé on mahdollista, jos n = 1 tai n = 7.
Josn =1, niin m = 4018. Josn =7, m = 8- 41 = 328.

3. a) Koska 10* = 1 mod 9 kaikilla k, tehtivin lu-
ku on modulo 9 sama kuin 12 + 22 4 - .- + 2009%. Nyt
9k +1)2+ Ok +2%+ -+ (9k+1)>=1+4+
0+7+74+04+44+14+0=24 =6 mod?9 ja koska
2009 =223-9+2ja223 =7 mod9, 124+22 4+ ... +
2009% = 223 - 6 + 20082 +2009> = 7-6+1+4 =2
mod 9. Mikéén nelicluku ei ole 2 modulo 9, joten viite
on tosi.

b) Samasta syystd kuin edellisessd kohdassa tutkitta-
va luku on modulo 9 sama kuin 1 + 2 + --- + 2009 =
1005-2009 = 6-2 = 3. Miké&an nelidluku ei ole 3 modulo
9.

4. Pelin voittaa aina jompikumpi pelaajista. Pelaajalla
B on seuraavanlainen voittostrategia: 1) Jos jossain ne-
liossd on kolme keltaista sivua ennen B:n vuoroa, hén
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virittidd tdmén nelion neljinnen sivun ja voittaa. 2) Jos
tdtd mahdollisuutta ei ole, B véirittdd sivun, joka on
symmetrinen ruudukon keskipisteen suhteen sen sivun
kanssa, jonka A viimeksi viritti. Osoitetaan, ettéd ellei
B voi tehdé askelta 1), hiin voi aina tehdd askeleen 2).
Ellei niin olisi, A olisi edellisellé siirrollaan voittanut
eli vérittdnyt neljinnen sivun erdéstd neliostéd; olkoon
tdméd nelio CDEG ja olkoon A:n viimeksi varittdma
sivu C'D. Talloin B on vérittinyt sivuista DE, EF ja
FC viimeksi véritetyn, esimerkiksi DFE'n, silla jos té-
mé olisi ollut A:n varittadmii, olisi B:n ollut mahdollis-
ta kiyttid askelta 1) sen vuoron jilkeen, jona A vérit-
ti kolmannen sivun. Tarkastellaan nelikulmion CDEF
symmetrianelikulmiota C'E’D’F’ (ruudukon keskipis-
teen suhteen). Koska B on aina viirittanyt symmetrisen
sivun, A oli viimeisté edelliselld vuorollaan varittanyt
D’E’:n. Mutta koska C'F ja F'E jo olivat viritetyt, niin
olivat myds C'F’ ja F'E’. A:n viimeisté edellisen siirron
jilkeen B olisikin voittanut véarittimélla C’ D’ ! Ole-
tus, ettd A voittaa, johtaa siis ristiriitaan. — Sama pa&t-
tely voidaan soveltaa myos tilanteeseen, jossa ABCD
on ruudukon keskimmaéinen ruutu.

5. Oppilas ottaa ensin a; palaa ja pilkkoo ne. Nyt hé-
nelld on 7 — ay + 7Ta; = 7 + 6a; palaa. Kun hén va-
litsee niistéd ao ja pilkkoo ne seitsemédn osaan, hénelld
on 7+ 6a; —as + 7az = 7 + 6(a1 + az). Induktiolla
nihdaén, ettd palojen médrd on aina 7 + 6k. Jos oli-
si 74 6k = 2009, olisi 2002 = 6k. Koska 2002 ei ole
jaollinen kolmella, tdmé tilanne ei voi toteutua.

6. Jos (z, y, z) on yhtéilon ratkaisu, niin 99(z+y+2) <

2
2009 < 101(z+y + ). Koska % <21ja 29 < g,

on oltava = + y + z = 20. Kun tehtdvin yhtilo kirjoite-
taan muotoon 100(x 4+ y + 2) + z — « = 2009, ndhd&én,
ettd z = ¢ + 9. Yhtélostd  + y + z = 20 saadaan nyt
2z+y =11. Koskay > 1, on oltava 1 < x < 5. Kun an-
netaan x:lle arvot 1, 2, 3, 4, 5 saadaan yhtélon ratkaisut
(1,9, 10), (2, 7, 11), (3, 5, 12), (4, 3, 13) ja (5, 1, 14).

7. Laskemista helpottaa havainto /2010 4 2+/2009 =

/2009 + 21/2009 + 1 = (1+ \/2009)2 =+/2009 £ 1.
Koska 1 + /2009 on yht#lén 22 + ax + b = 0 ratkaisu,
on 2010 + 2+/2009 + a (1 + \/2009) +b = 0. Koska a
ja b ovat kokonaislukuja ja 1/2009 on irrationaaliluku,
on oltava (a + 2)v/2009 = 0 eli a = —2. Tésté seuraa
b = —2008. Yhtilon 22 — 22 — 2008 = 0 juurien summa

on 2; kun toinen juuri on 1+ /2009, toisen juuren on
oltava 1 —+/2009. v/2009—1 ei voi olla yht&lon ratkaisu.

8. Oletetaan ensin, ettid 0 < n < 53. Vasemmanpuoli-
nen epdyhtéld on triviaalisti tosi ja oikeanpuolinen on
yhtépitiavi epdyhtilon 2009 < (53 — n)? eli epiyhti-
16n /2009 < 53 — n kanssa. Nyt 442 = 1936 < 2009 <
2025 = 452. Epayhtilo ei toteudu, kun 53 —n < 44 eli
n > 9, mutta toteutuu, kun 53 —n > 45 eli n < 8.
Olkoon sitten 53 < n. Epédyhtilé on nyt yhtépitdva
epiyhtilon (n — 53)% < 2009 < 53(n — 53) kanssa.

2009 + 53%
53 B

48
90 3’ joten n > 91. Vasemmanpuolisen epayhtélon no-

jalla n < 53 + /2009 = 97 + (/2009 — 44). Koska vii-
meinen suluissa oleva erotus on positiivinen, mutta < 1,
n < 97. Epdyhtalon toteuttavat siis luvut 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8, 91, 92, 93, 94, 95, 96 ja 97.

Oikeanpuolisen epdyhtédlon nojalla n >

9. Koska 2009 = 223 - 9 + 2, tehtavissa tarkastelluis-
sa luvuissa on ainakin 224 numeroa. Etsitddn pienintéa
ehdot tayttavia lukua 224-numeroisten lukujen joukos-
ta, ts. tarkastellaan lukuja © = ¢333Ca223 - - - C1Cp, missi
0 < ¢, < 9. Jotta numerosumma 2009 saavutettaisiin,
on oltava cgo3 > 2. Jos olisi ca03 = 2, kaikki muut nume-
rot olisivat yhdeksikkoja. Silloin 2 = 3-10%23 — 1. Koska
Fermat'n pienen lauseen nojalla 105 =1 mod 7 ja 222
on jaollinen kuudella, niin 10?23 = 10- 10?22 =10 = 3
mod 7. Siten 3-10??2> —1=9—-1=1 mod 7, joten x
ei ole jaollinen 7:114 eiké siis varmasti myoskédan luvul-
la 2009 = 72 - 41. Oletetaan sitten, etté olisi cao3 = 3.
T&lloin luvun muut numerot ovat yhdeksikkojé, paitsi
ettd joukossa on yksi kahdeksikko. Siis

£=23999...9899---9=4-10?* -1 — 10"
N—_—— N —
222—1 kpl i kpl

Helppo lasku osoittaa, ettd luvut 10, 102, 103, 10* ja
10% ovat modulo 41 kongruentteja lukujen 10, 18, 16,
37 ja 1 kanssa. Niin ollen 10°%t! = 10! mod 41, joten
4-10%23 =4-16 = 23 mod 41 ja x = 22— 10" mod 41.
Edellisen perusteella x ei ole jaollinen 41:1l14 eiké siis
my6skaan 2009:114.

Jatketaan yritystd. Oletetaan, ettd coo3 = 4. Muut nu-
merot ovat yhdeksikk6ja, paitsi ettd mukana on joko
kaksi kahdeksikkoa tai yksi seitsemén. Joka tapaukses-
sax =25-10%2% — 1 — 10° — 107, missi voi olla i = j.
Nyt saadaan z = 38 — (10° + 107) mod 41. z on jaolli-
nen 41:114, jos {4, j} = {0, 4} mod 5. Téstd ndhdéén,
ettd i # j ja i, j < 220. Mahdollisimman pienen luvun
16ytdmiseksi tutkitaan tapausta 7 = 220. Silloin on ol-
tavai =4 mod 5. Pyritddn 16ytdméan sellainen 4, ettéd
2 on jaollinen 49:114. Alussa mainitun Eulerin lauseen
perusteella tiedetiifin, ettd 10249 = 10*2 =1 mod 49.
Jos d on pienin positiivinen kokonaisluku, jolle 10¢ = 1
mod 49, niin d on luvun ¢(49) = 42 tekijé. Lasketaan
modulo 49: 10! = 10, 10% = 2, 102 = 20, 10° = 400 = 8,
107 = 80 = 31, 10 = 312 = 961 = 30 ja 10%! =
31-30 = 930 = 48. Pienin k, jolla 10¥ =1 mod 49 on
siis 42. Nyt = = 5-10" — 10 — 1 — 10’ = 31 — 10¢
mod 49. x on jaollinen 49:1l#, jos 10° = 31 = 107
mod 49. Téméa on mahdollista, jos ¢ =7 mod 42. Mut-
ta on my6s oltava ¢ = 4 mod 5. Molemmat ehdot tayt-
tdd vain luku ¢ = 49. Kysytty luku on siis

r=4998999...98999...9.
—_—
170 kpl 49 kpl

10. Tehtdva oli epdtarkasti muotoiltu. Kun se luetaan,
niin kuin se oli Solmussa 3/2009 kirjoitettu, ratkai-
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su on tietysti 2007. Ei ole ongelma konstruoida 2007
eri yksikkoséteista ympyraé, jotka kaikki siséltévét sa-
mat kaksi pistettd. Tehtdvan laatijan tarkoitus oli il-
meisesti kuitenkin, ettd punaiset pisteet olisivat niiden
sinipistekeskisten yksikkdympyroiden kehdalld. Ratkais-
taan tehtdvi téssd versiossa. Olkoon pisteistd punai-
sia p kappaletta ja sinisid s = 2009 — p kappaletta.
Jokainen punainen pistepari voi olla enintidéin kahdella

yksikkosateisella ympyrallda. Pistepareja on , joten

sinisid pisteitd voi olla enintédin 2 - <§> =plp-1)

kappaletta. Siis p + p(p — 1) = p? > 2009, joten
5 < 2009 — /2009 < 2009 — 44 = 1965. Siis s < 1964.
Tamé& s:n arvo saavutetaan esimerkiksi niin, ettéd vali-
taan janalta, jonka pituus on alle 2, 45 eri pistettd. Pis-
teparit maarittavat 44 - 45 = 1980 eri yksikkoséteista
ympyréd, joista jokaisella on tasan yksi pistepari. Va-
litaan néistd jotkin 1964 ympyraé. Niiden keskipisteet
kelpaavat tehtévén sinisiksi pisteiksi.

11. Téassé tehtavéassd vuosiluvut ovat vain silménlu-
meena. Olkoot a ja b mitd hyvénsd positiivisia lu-

kuja ja olkoon A = Va++vVb+ \/b++a ja B =
Va+a+ b+ Vb Silloin

A2 _ p? :2\/ab+a\/5+b\/5+\/5
—21/ab + aVb + by/a + Vab.
Koska av/a+bvb—avb—by/a = (a—b)(y/a—vb) >0

ja nelisjuurifunktio on kasvava, on A2 > B2. Jos a # b,
erisuuruus on aito. Tehtdvin kahdesta luvusta edelli-
nen on suurempi. (Ero ei ole suuri: alle 3 sadasmiljoo-
nasosaa.)

12. Koska f(0) = 0, vélttamiiton ehto sille, ettd funk-
320097
N2

tion f jakso olisi 3w on cos(37n) - sin<

-2

0. Tamé& toteutuu vain, jos sin (ﬂ) = 0 eli
n
. 3-20097
jos ———
n

3-2009 = 3-72-41 on oltava jaollinen luvulla n?. TAm&
on mahdollista vain, jos n = 1 tai n = 7. On helppo
nihdé, ettéd 37 todella on funktioiden cos(z) sin(2009x)
ja cos(7x) sin(41x) jakso.

= km jollain kokonaisluvulla k. Luvun

13. Asetetaan ruudukko niin, ettd kunkin ruudun
keskipiste on kokonaislukukoordinaattinen piste, ruu-
dukon keskipiste on (0, 0) ja oikea ylikulma on
(1004, 1004); nimet&én ruutu sen keskipisteen mukaan.
Erds tapa tayttda ruudukko tehtdvian ehtojen mukai-
sesti on asettaa ykkoset ruutuihin, joiden keskipisteet
ovat suorilla y = x + 1004 ja y = x — 1005, ja tayt-
tda kukin vaakarivi ykkosestd oikealle perdkkaisin lu-
vuin. Ruudukon oikean laidan tultua vastaan jatketaan
tdyttod samalta riviltd vasemmasta laidasta. Ruudus-
sa (=502, 502) on ykkoénen. Ruudun etiisyys keskel-

td on 502 (sithen piisee 502:lla kuninkaan siirrolla,
joista jokainen tapahtuu vinottain). Voidaan helposti
laskea, ettd etdisyys jokaiseen muuhun ykkosruutuun
on suurempi kuin 502. Osoitetaan sitten, ettd jokai-
sessa numeroiden sijoittelussa on ainakin yksi ykkos-
ruutu, jonka etdisyys keskeltd on enintddn 502. Ruu-
dukon ylimmillad 502 rivilld ja alimmilla 502 rivilld on
yhteensd 1004 ykkostéd, samoin ruudukon 502 vasem-
manpuolisimmassa sarakkeessa ja 502 oikeanpuolisim-
massa sarakkeessa on yhteensé enintddn 1004 ykkosta.
Ainakin yksi ykkonen on silloin alueella, joka ei sisdlly
kumpaankaan edelld kuvattuun, eli siind 1005 x 1005-
neliossé, jonka keskipiste on keskimmaéinen ruutu. Té-
mén nelion jokaisen ruudun etéisyys keskeltd on enin-
tddn 502.

14. Olkoon f(z) = (x — A)(x — B)(x — C), missd A, B
ja C ovat kokonaislukuja. Jos |f(34)| = |34 — A||34 —
B||34 — C| on alkuluku, niin tulon kolmesta tekijisté
kaksi on ykkosid ja kolmas on alkuluku. Voidaan olet-
taa, ettéd |34 — A| = [34—B| = 1 ja |34—C| on alkuluku.
Luvut 32, 33, 35 ja 36 ovat yhdistettyjd. Siis C' > 3.
Nyt |[ABC| > 332 - 3 = 3267 > 2009. Tehtéiviin muut
ehdot téyttivi polynomi ei siis tidytéd ehtoa |c¢| < 2009.
Tehtévassé vaadittua polynomia ei ole olemassa.

15. Oletetaan, ettid Fhy + 2009 = 22 jollain n > 0 ja
kokonaisluvulla z > 0. Jos n > 41, niin Fo(n) on jaolli-
nen luvulla n(n—20)(n—40). Koska =20 =1 mod 3 ja
—40 =2 mod 3, n(n—20)(n—40) = n(n+1)(n+2) =0
mod 3. Koska 2009 = 2 mod 3, 22 = Fy(n)+2009 = 2
mod 3. Tama on mahdotonta, koska nelioluku on ai-
na = 0 tai = 1 mod 3. Tarkastellaan sitten tapauk-
sia 21 < n < 40. Nyt Fy = n(n — 20). Saadaan
2009 = 22 — n? +20n = 22 — (n — 10)% + 100 eli
23-83 = 1909 = 22 — (n—10)? = (z—n+10)(z+n—10).
Koska z2 > 2009, z > 44 jax+n—-—10>x—n+10>
44 — 40 + 10 > 1, ainoa mahdollisuus on

r+n—10 =83,
r—n+10 =23.

Téasté ratkaistaan n = 40, x = 53. Jos sitten n < 20,
niin Fyo(n) = n. Yhtilén n + 2009 = z? ainoa rat-
kaisu on nyt n = 16, x = 45. Tehtéavalld on siis kaksi
ratkaisua n = 40 ja n = 16.

16. Luvuilla 40 ja 2009 ei ole yhteisid tekijoitd. Voi-
daan kayttdd hyvéksi alussa mainittua Eulerin funk-
tiota ¢. Pitee 40°(2°99) =1 mod 2009, (¢(2009):n ar-
volla ei ole ratkaisun kannalta merkitysté; se sattuu ole-
maan 1680.) Ainakin, kun n > ¢(2009), a, = a,—1 +1
mod 2009. Tdma merkitsee, ettd jonon a, lukujen ja-
kojasnnokset kayvit lapi jarjestyksessa kaikki eri mah-
dolliset arvot jaksollisesti ja ddrettémén monta kertaa.
Erityisesti jakojaénncs 0 tulee jonossa vastaan ddretto-
mén monta kertaa.

17. Jos kahdella aritmeettisella jonolla on sama ero-
tus ja jos niilld on yksikin sama termi, niin jonot jat-
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kuvat téstd termistéd alkaen samoina. Ne eivit siis voi
olla olennaisesti eri jonoja. Tehtdvissd kysytdédn siis
aritmeettisia jonoja, joilla on eri erotus. Jos tehté-
vin geometrinen jono on b, bq, bg?, bg?, ..., niin bg® =
40 - 2009 = 23 -5-7%2.41. On kolme mahdollisuut-
ta: ¢ = 2, ¢ = 7 tal ¢ = 2 -7 = 14. Vastaavasti
b=2-5-72-41,b=2%-5-41 tai b = 2 -5 - 41.
Koska myos b ja bg ovat aritmeettisen jonon jdsenii,
bg — b = b(q¢ — 1) on jonon erotuksen monikerta. Jos
b(q¢ — 1) on aritmeettisen jonon erotuksen monikerta,
niin bg™ — b on myds erotuksen monikerta (koska ¢” — 1
on jaollinen ¢ — 1:114). Néin ollen olennaisesti erilais-
ten, tehtdvin ehdon tayttdvien aritmeettisten jonojen
lukumé&éréd saadaan laskemalla lukujen b(g—1) eri teki-
joiden lukumééré edelld mainituissa kolmessa tapauk-
sessa. Ensimmaéisessi tapauksessa b(¢—1) = 2-5-72-41,
toisessa b(g — 1) = 6-23-5-41 =2%.3.5-41 ja kol-
mannessa b(q — 1) =2-5-13-41. Luvulla 2-5- 7% - 41
on 24 tekijis, luvulla 24 -3 -5 - 41 40 tekijii ja luvul-
la2-5-13-41 on 16 tekijad. Lukujen suurin yhteinen
tekijd on 2 - 5-41; sen 8 tekijad ovat tekijoind jokaises-
sa luvussa ja ainoat tekijit, jotka ovat yhteisid missdan
kahdessa luvuista. Kolmella luvulla on siis eri tekijoi-
td kaikkiaan 8 + (24 — 8) + (40 — 8) + (16 — 8) = 64
kappaletta. Tamé on myos kysytty olennaisesti erilais-
ten tehtdvin ehdon tdyttdvien aritmeettisten jonojen

lukumé&ara.

18. Jos kéytetddn enintddn 14:44 postimerkkid, niin
voidaan maksaa enintddn 14 - 143 = 2002 sentin mak-
suja. Jos kédytetddn 15:tt4 merkkid, niin maksettavien
arvojen on oltava ainakin 15-134 = 2010 sentti&. Kaikki
arvot x, 2010 < x < 2145 = 15 - 143 voidaan muodos-
taa 15:std merkisté. Kaikki arvot, jotka ovat suurempia
kuin 2145 senttié ovat (esimerkiksi) muotoa z+mn- 134,
missd 2010 < x < 2145 ja n positiivinen kokonaisluku.
Nain ollen suurin arvo, jota merkeistd ei voi muodos-
taa, on 2009.

19. Olkoon d # 0 aritmeettisen jonon perikkaisten
termien erotus. Silloin as = 14+ d, a5 = 1 + 4d ja
a11 = 14+10d. Koska asg, a5 ja a;1 muodostavat geomet-
risen jonon, aZ = agaq; eli (1+4d)? = (1 +d)(1+ 10d)
eli 6d?> =3delid = 3 Jonon 2009 ensimmaéisen termin

1+ (14 1004)

= 1010527.
5 0105

summa on 2009 -

20. Yhtélon oikean puolen eksponentissa olevan arit-
142009
meettisen jonon summa on 1005 - 120 = 10052

Koska 121 = 112, todistettava yht#ls on 1005211 =
11201005 45 e(ln 1005)-2:ln11  _ e(ln 11)-2:In 1005 Koska

eksponentit ovat samat, yhtdlo on tosi.

Paperisen Solmun lukijalle: Muistathan, ettd Solmu on ennen kaikkea verkkolehti, paperikopioina julkaistavat
numerot ovat sille erdénlainen kdyntikortti. Verkosta 16ytyy paitsi paperikopioina julkaistut aikaisemmat lehdet,
my0s erittdin paljon sellaista, mité ei ole julkaistu paperikopioissa. Sielld on materiaalia kouluille alkaen lasten-
tarhatasolta. Alaluokille on laajat unkarilaisvaikutteista matematiikanopetusta késittelevit tiedostot. Lisdksi on
paljon tehtdvid, muutama peli, runsaasti kirjoituksia matematiikan asemasta, laaja tiedosto matematiikan his-
toriasta, matematiikkaan ja yhteiskuntaan liittyvid kirjoituksia. Solmussa on myos kokonaisia kirjoja, kuten K.
Viisdlan Algebra. Matematiikkadiplomiosio karttuu, I, I, III, IV tehtdvit ovat nyt verkko Solmussa. Tutustu

Solmun tarjontaan, jota on kartutettu jo yli 10 vuottal
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