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Taydellisyytta etsimassa

Anne-Maria Ernvall-Hyténen
Kungliga Tekniska Hogskolan, Tukholma

Johdanto

Jatketaanpa Solmussa 2/2010 aloitettuja tekijafunk-
tioon liittyvid harjoituksia. T&lla kertaa keskitytédan
hieman toisenlaiseen tekijafunktioon kuin aikaisemmin,
nimittain luvun n kaikkien positiivisten tekijéiden sum-

maan
n) = Z d.

d|n
Téistéi eteenpéin téméin tekstin aikana oletetaan sanan

n alkutekijéhajotelma on n = pi* --- pp*, niin
g(n) = (1+p1_|_...+p?1)...(1+pk+...+pz‘k)
R R
p1—1 Pe—1

Téamén todistaminen jatetddn harjoitustehtaviksi. Ta-
vallisen tekijafunktion d(n) = >_,,, 1 yliraja on varsin
pieni: d(n) < n° milld tahansa positiivisella &, mutta
samaa ei funktiosta ¢ voi sanoa, silla

n)=n-+ Z d.

d|n, d<n

Voimmekin nyt keskittya aivan toiseen ongelmaan: Mil-
loin luvun n sité itsedén pienempien positiivisten teki-
joiden summa on sama kuin luku itse, eli milloin pa-
tee o(n) = 2n? Tallaisia lukuja kutsutaan téydellisiksi
Iuvuiksi. Esimerkiksi luku 28 on téydellinen luku: Sen
positiiviset tekijat ovat 1, 2, 4, 7, 14 ja 28, ja

1+2+4+74+14+28 =56 =2-28.

Selvésti siis téaydellisia lukuja on olemassa (ainakin yk-
si kappale). Seuraavat kysymykset ovatkin: Onko néi-
td enemman? Onko néité peréti paljon? Pilataan heti
jannitys kertomalla loppuratkaisu:

1. Parillisia tdydellisia lukuja on olemassa, ja niiden
muoto tunnetaan taysin. Sen sijaan ei tiedeté, onko
niitd darettoméan vai aérellisen paljon.

2. Parittomia taydellisid lukuja ei oleteta olevan ole-
massa. Valitettavasti tétd ei ole viela todistettu
(useista yrityksistd huolimatta ja vaikka jotkut it-
se uskovatkin tdmén todistaneensa).

Parilliset taydelliset luvut

Kuten edelld todettiin, parillisten taydellisten lukujen
tilanne on varsin selkeé. Selvennetéén ensin parillisten
taydellisten lukujen muoto ja jutustellaan sen jélkeen
enemman niiden etsimisesté.

Lause 1. Jos 2P — 1 on alkuluku, niin 2P~*(2P
parillinen taydellinen luku.

—1) on

Todistus. Tamén vaitteen todistus on hyvin helppo las-
ku. Alkuluvun ainoat tekijat ovat luku 1 ja luku itse.
Siispa

o (217—1(21) —

D)=0c(2"" o2 —1)=(2"—1)-2°,

mikéa todistaa vaitteen. O
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Toinen suunta on aavistuksen hankalampi kuin edelli-
nen, mutta kuitenkin vielé varsin helppo:

Lause 2. Kaikki parilliset tdydelliset luvut ovat muo-
toa 2P71(2P — 1), jossa 2P — 1 on alkuluku.

Todistus. Olkoon 2"d parillinen tiydellinen luku, ja ol-
koon d pariton. Nyt

o(2"d) = o(2M)o(d) = (2" — 1) (d).
Jotta kyseinen luku voi olla tdydellinen, on padettava
2" lg = (2" — 1)o(d).

Siispd 2! — 1| d. Kirjoitetaan d = (2"*1 — 1) k. Nyt
o(d) > 2"k, missd yhtdsuuruus vallitsee, jos ja vain
jos k=1 ja 21 — 1 on alkuluku, eli

2h+1 (2h+1 o 1) k= 2h+1d _ (2h+1 . I)U(d)
2 (2h+1 o 1)2h+1k,

missé yhtasuuruus vallitsee vain edelld mainituilla eh-
doilla. Koska puolet kuitenkin ovat yhtasuuret (helppo
sievennys), niin yhtdsuuruuden on vallittava. TAmé to-
distaa véitteen. O

Nyt siis tieddmme millaisia parilliset taydelliset luvut
ovat. Esimerkiksi aiemmin esimerkkind kaytetty luku
28 on tatd muotoa:

28=4-7=2%"1.(2°-1).

Koska jokainen parillinen téydellinen luku vaatii ihan
ikioman alkuluvun muotoa 2P —1, seuraava luonnollinen
kysymys on, miten paljon téllaisia alkulukuja, eli niin
kutsuttuja Mersennen alkulukuja, on olemassa. Ensim-
maéiseksi todettakoon, ettd jotta tdllainen luku voi olla
alkuluku, on luvun p oltava alkuluku (helppo harjoitus-
tehtdvi). Aikoinaan jopa uskottiin tAmén olevan riitta-
va kriteeri, mutta valitettavasti M1, eli luvun p arvolla
11 saatava Mersennen luku ei ole alkuluku:

M11 = 2047 = 23 x 89.

Lopulta Mersennen alkuluvut ovat varsin harvassa, eli
laheskédn kaikilla alkuluvuilla p ei luku M, ole alku-
luku. Toisaalta ei kuitenkaan tiedeté, onko téllaisia al-
kulukuja ddrettoméan paljon vai ei. Yleinen otaksuma
tuntuu olevan, etté niitd on ddrettomasti, mutta varsin
harvassa.

Parittomat taydelliset luvut

Parittomille taydellisille luvuille voi todistaa kaikenlai-
sia lystikkditd ominaisuuksia varsin alkeellisesti. Ky-
seenalaista tietenkin on, onko néilld ominaisuuksilla
mitddn todellista merkitystd, mutta kertovat ne aina-
kin siité, ettd jos pariton taydellinen luku on olemassa,
niin sen on oltava varsin jannittdvan muotoinen. Aloi-
tetaan hyvin yksinkertaisella véitteella:

Lause 3. Nelio ei voi olla pariton tdydellinen luku.

Todistus. Todistuskin on hyvin yksinkertainen. Jotta n
voisi olla taydellinen luku, olisi kaikkien sen tekijoiden
summan oltava parillinen (jotta o(n) = 2n). Kuiten-
kin tekijoiden summa voidaan laskea esimerkiksi seu-
raavasti:

o(n) =+vn+ Z <d+g) =vn=1 (mod 2).
d</n

Viite onkin nyt selva. O

Osoitetaan nyt, etté jossain mielessé luku ei kuitenkaan
voi kovin paljon poiketa neliosté:

Lause 4. Jos pariton tdydellinen luku on olemassa,
niin se on muotoa qd?, missi q on alkuluku (joka jakaa
tai ei jaa lukua d).

Todistus. Olkoon luvun n alkutekijahajotelma
n=pi. . pit,
Nyt
o) =0 +pr+--+p") A +pe+--+pg*).

Huomaamme, ettd jos «; on pariton, niin
(14 p;+---+p") on parillinen. Kuitenkin 2n on vain
kerran jaollinen luvulla 2 (eli se ei ole millaéan suurem-
malla kakkosen potenssilla jaollinen), jolloin myds o(n)
saa olla vain kerran jaollinen luvulla 2. Téten vain yksi
tekijoistd (1 4+ p; + - -+ p) voi olla parillinen. Viite
on todistettu. (|

Tarkennetaanpa nyt edellistd tulosta:

Lause 5. Josn = qd? on pariton tdydellinen luku, niin

g=1 (mod4).

Todistus. Olkoon luvun n alkutekijihajotelma

qpiet .
Nyt
o(n)=0(¢") o (pi* - pp™).

Muistetaan nyt, ettd ¢> = 1 (mod 4). Jos olisi ¢ = 3
(mod 4), niin olisi & (qﬁ) =1+q+---¢° =0 (mod 4),
miké ei ole mahdollista. Tamé& todistaa vaitteen. O

Todistetaan ihan lopuksi vield pieni tulos alkutekijoi-
den lukumééaraéan liittyen, eli ettd niitd on oltava pal-
jon:

Lause 6. Parittomalla taydelliselld luvulla on oltava
véhintddn pienimmdn alkutekijin verran erisuuria al-
kutekijdita.
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Todistus. Olkoon luvun n  alkutekijihajotelma
Pyt - pek. Jos pétee
1 1
Y AT G
P md pr—1

niin arvioimalla ylospéin oikeaa puolta saadaan

ai+1 ap+1
. Py Py
2pa1...pak< s
! F p—1 pp—1
eli » »
1 k
2 < .
pr—1 pp—1

on laskeva, kun x > 1 (epaileviiset lukijat voivat de-
rivoida ja pa#tyd samaan johtopdatokseen). Voimme
myOs paattaa, etta

p1<p2 <-- <Pk

Siispé
P1 Pk
2 < ce
-1 pp—1
p1 p1+1 pm+k—1 pr+k—1
< . PR = .
-1 m pt+k—2 p1—1
Loppu onkin varsin helppo lasku:
2(p1 — 1) <pr+k—1,
joten p; — 1 < k, mika todistaakin véitteen. O
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