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Induktio, ympyra, kartio ja pallo

Markku Halmetoja
Maéntén lukio

Ympyran ja pallon pinta-ala seké pallon ja kartion ti-
lavuus jadvat koulussa ulkoa opituiksi kaavoiksi lukion
integraalilaskennan kurssiin asti. Kartion tilavuutta to-
sin voidaan havainnollistaa dyskédréimalla kolme kar-
tiollista vetté vastaavaan lierioén, mutta tdmaé todistus
ei ole "vedenpitdva”; se voidaan tehdé vain &érellisel-
le méaarélle kartioita mittaustarkkuuden rajoissa. Né-
maé asiat voitaisiin kuitenkin kohtuullisen helposti kési-
telld jo peruskoulussa eriyttdvané oppiaineksena. Seu-
raavassa kerrotaan miten se tehdadn. Esitys perustuu
kahteen erittdin vanhaan aritmeettiseen totuuteen, ja
pohjatietoina tarvitaan lisdksi suoran lierion tilavuus,
yhdenmuotoisuusopin alkeet sekéd Pythagoraan lause.

Aritmetiikalla ei aluksi néyttéisi olevan yhtymékoh-
taa mainittuihin geometrisiin objekteihin, mutta yh-
teys paljastuu tekemisen myota. Ilmié on matematii-
kassa varsin yleinen. Monia matematiikan aloja on vuo-
sikymmeniakin kehitelty toisistaan riippumatta, kun-
nes joku on I8ytényt niiden vilille yllattadvan yhteyden.
Pienemmaéssa mittakaavassa tdméa ndhdidan myods kou-
lumatematiikassa: aikaisemmin opittuja asioita put-
kahtelee tavantakaa esiin uusia asioita késiteltdessa.
Siksi tdytyy kaikkeen matematiikassa opittuun suhtau-
tua tietylld kunnioituksella.

Induktio

Olet varmaankin ndhnyt uutislahetyksen kevennysosas-
sa japanilaisten opiskelijoiden pystyttdvin muutamia

miljoonia dominopalikoita jonoon, minké jédlkeen he
kaatavat jonon ensimmaéisen palikan, jolloin kaikki pa-
likat kaatuvat yksitellen. Néilla tempauksilla yritetdan
péadstd Guinnessin ennétysten kirjaan ja padstédnkin,
mikéli saadaan palikoita kaatumaan enemmén kuin
muut ovat aikaisemmin saaneet. Matematiikassa on
mahdollista kuitenkin pistdd paljon paremmaksi, sil-
14 voimme ensimmaisen palikan avulla kaataa daretto-
man monta seuraavaa palikkaa. Kaatamismenetelméaa
kutsutaan matemaattiseksi induktioksi tai lyhyesti vain
induktioksi. Sen juoni selvidé seuraavasta esimerkista.

Esimerkki. Todistettava, ettd kokonaislukujen summa
Sp=1+2+...4+n=3n(n+1). (1)

Tutkitaan yht&loa (1) aluksi pienilld n:n arvoilla. Esi-
merkiksi

Si=1=%.1-(1+1) ja
Sp=1+2=1-2-(2+1),

joten véite on tosi n:n arvoilla 1 ja 2. Taméa havainto
vastaa ensimméisen ja toisenkin palikan kaatumista.
Miten sitten loput palikat saadaan nurin? Osoittamal-
la, ettd jos viite on tosi arvolla n = k, niin sen seu-
rauksena se on tosi myos arvolla n = k 4+ 1. Kutsutaan
tété toistaiseksi kaatumissddnndksi. Nyt voidaan péa-
tella seuraavasti: Koska véite kokeilun perusteella on
tosi arvolla n = 2, niin kaatumissddnnon perusteella se
on tosi myos arvolla n = 241 = 3. Koska véite nyt tie-
detddn todeksi arvolla n = 3, niin se kaatumissddnnon
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mukaan on tosi my6s arvolla n = 3 + 1 = 4. Néin voi-
daan jatkaa loputtomiin. Siis kaikki palikat kaatuvat,
eli yhtalo on tosi kaikilla n:n positiivisilla kokonaislu-
kuarvoilla.

Kaatumissdannon oikea nimi on induktioaskel ja se téy-
tyy vield todistaa, jotta tdmé ajatusrakennelma olisi
aukoton. Oletetaan siis, etta véite on tosi arvolla n = k,
jolloin

Sp=142+...+k=3k(k+1).
Nyt

Skr1=14+2+...+k+(k+1)
=1k(k+1)+ (k+1)
=(k+1)(3k+1)

=1k+1)(k+2)

e+ D ((k+1)+1),

eli viite on tosi my6s arvolla n = k + 1. Induktioaskel
on néin todistettu.

Positiivisten kokonaislukujen neliéille on voimassa hie-
man hankalamman niakodinen yhtélo

P+22+. 40’ =inn+1)2n+1), (2

jota my0s tarvitsemme jatkossa. Puhtaasti esteettisisté
syistd mainittakoon vield kolmaskin:

PB+28 4+ +nP=0+2+...+0n)% (3

Todistamalla yht&lot (2) ja (3) opit induktion. Se kan-
nattaa tehd4, silld kyseessé on yksi tdrkeimmistd mate-
matiikan todistusmenetelmistd. Induktiosta kerrotaan
myo6s kirjoituksessa [1].

Ympyra

Kaikki ympyrat ovat keskenddn yhdenmuotoisia, joten
kahdessa annetussa ympyrésséd vastinpituuksien suhde
on vakio. Jos siis kehét ovat p ja p’ ja halkaisijat d ja
d’, niin on voimassa verranto

d _p

a P
joka p’/d:114 kertomalla tulee muotoon

/

p_P
d d
Kehén ja halkaisijan suhde yhdessé ympyréssé on sa-
ma kuin toisessa ympyréssé, eli tdmé suhde on ympy-
rén koosta riippumaton luku. Se merkitdan kreikkalai-
sella kirjaimella 7, ja sen kaksidesimaalinen likiarvo on

3,14. Siis, jos ympyrédn kehé ja halkaisija ovat p ja d,
niin
==

d
Tasta seuraa, ettd p = wd, ja koska d = 2r, edelleen
p = 2zr. Tama puhtaasti geometriseen paéttelyyn poh-
jautuva ympyrdan kehédn pituuden perustelu voidaan
tdsmentad analyyttisesti vasta yliopisto-opinnoissa.

Miten lasketaan r-séteisen ympyréan pinta-ala? Tutkail-
laan aluksi kuviossa ndkyvid sisdkkéisid renkaita, joi-
den kehét jakavat sdteen n:ddn

o
N

yhtdsuureen osaan. Jokaisessa renkaassa sisi- ja ulko-

kehén vélinen etdisyys on siten Z. Ympyrédn pinta-ala
. . . n

on renkaiden pinta-alojen summa:

Ao = A1+ Ag + ...+ A,

Arvioimalla renkaiden pinta-aloja saamme arvion myos
ympyran pinta-alasta. Kuviossa tummennettuna naky-
van k:nnen renkaan sisé- ja ulkosédteet ovat

(k=1)

Th_1 = roja rk:%r.

Sisé- ja ulkokehén pituudet ovat 27rg_1 ja 2mrg. Kun
ulkokehén pituinen suorakulmio, jonka korkeus on -,

kierretddn renkaan péélle, se peittdd sen

=

Tk

3=

27ry,

tdysin, ja osa peittyy kuvion osoittamalla tavalla kah-
teen kertaan. Suorakulmion pinta-ala on suurempi kuin
renkaan pinta-ala, ja kaikkien ndiden suorakulmioiden
pinta-alojen summa on siksi suurempi kuin ympyran
pinta-ala. Yhteenlaskettavat suorakulmioiden pinta-
alat sievenevit muotoon

k. r 2712

2777";@2:271'77“7— 5k,
n n n n
missd k= 1,2,...,n, ja niiden summa
2772 2772 n(n +1) 9 1
3 (1+2...+n): 3 T:TF’I’ (1+E)'
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Ympyréan pinta-alalle saadaan siis ylaraja
1
Ap <mr® (1+ 5) (4)

Kun sisékehén pituinen suorakulmio, jonka korkeus on
=, kierretdén

SN

27T7"]c,1

3=

renkaan péélle, se ei peita sitd tdysin, vaan jaa kuvion
osoittamalla tavalla vajaaksi. Suorakulmion pinta-ala
on pienempi kuin renkaan pinta-ala, ja kaikkien néi-
den suorakulmioiden pinta-alojen summa on siksi pie-
nempi kuin ympyran pinta-ala. Yhteenlaskettavat suo-
rakulmioiden pinta-alat sievenevit muotoon

kE—1 2712
27T7’k_1£:27r( )rzz W; (k—1),
n n n n
missd k = 1,2,...,n, ja niiden summa

2772 27r? (n —1)n
1
— 2 _ -
=7r (1 n)

Ympyran pinta-alalle saadaan siis alaraja
1
7T7'2 (1 — ﬁ) < A@. (5)

Yhdistamailla epayhtalot (4) ja (5) saamme kaikilla n:n
positiivisilla kokonaislukuarvoilla voimassaolevan kak-
soisepayhtalon

2 _l 2 l
mr? (1 n)<A@<7T7" (1+n).

Antamalla n:n kasvaa hyvin suureksi, tulevat kaksoise-
péyhtilén vasemmalla ja oikealla puolella olevat mr2:m
kertoimina olevat luvut yhé ldhemmés ja ldhemmaés lu-
kua 1. Lukion matematiikassa tdma ilmaistaan niin, et-
ta néiden lausekkeiden raja-arvo on 1, kun n ldhestyy
ddretontd. Ala- ja yldrajalla on siis yhteinen raja-arvo
772, kun n kasvaa, ja koska Ag kaikilla n:n arvoilla on
niiden valissd, ei ole muuta mahdollisuutta kuin etté

A@ :7TT2.

Ympyrén pinta-ala on niin térked asia, ettd aktiivi-
sen lukijan kannattaa miettid vield seuraavaa pienté
sitd valaisevaa tutkimustehtdvia: Voidaanko ympyrdin
pinta-ala laskea niin, ettd ajatellaan renkaat puolisuun-
nikkaiksi, joiden korkeus on - ja kantoina ovat renkaan
sisa- ja ulkokehdn pituudet? Talloin ei tarvittaisi ala-
ja yldrajoja, vaan pinta-ala saataisiin suoraan laske-
malla puolisuunnikkaiden alat yhteen. Jos tdmd onnis-
tuu, niin kuinka moneksi renkaaksi ympyrd pitdd ja-
kaa?

Kartio

Olkoon h kartion korkeus ja A sen pohjan pinta-ala.
Kuvion kartio ndyttdd ympyrapohjaiselta, mutta poh-
jan muodolla ei ole merkitysté. Kartiota leikkaava poh-
jan suuntainen taso erottaa siité kérjen puolelle alkupe-
rdisen kartion kanssa yhdenmuotoisen kartion. Niiden
pohjat ovat yhdenmuotoisia

o

tasokuvioita, joiden pinta-alojen suhde on vastinpi-
tuuksien, esimerkiksi korkeusjanojen, suhteen nelio.
Jaetaan korkeusjana pohjan suuntaisilla tasoilla n:4an
yhtésuureen osaan. Kohdassa zj = %h olevan leikkaus-
kuvion pinta-alan A ja pohjan pinta-alan A suhde on
siis

Ay kb 2 k2
j*(g-h) *(n) -
Téasté seuraa .
Ay :A(g)?

Kohdassa x; olevan lierion tilavuus on

2
A oA AR o
n

nZn nd

Koska kartio jaa néiden lierididen yhdessd muodosta-
man kappaleen sisédén, on lierididen tilavuuksien sum-
ma kartion tilavuutta suurempi. Siis

Ah
‘/kartio < F (12+22+—|—n2)

_Ahn(n+1)(2n+1)

n3 6
Ah 1 1
=5 (1+-)2+-),

joten saamme kartion tilavuudelle ylarajan

Ah 1 3
Vkartio < ?(24’?4*5) (1)
Aktiivinen lukija voi samalla tavalla johtaa kartion si-
sddn jaavien lierididen tilavuuksien summasta kartion
tilavuudelle alarajan

Ah
?(2+

ja paatelld ndin saatujen epéayhtélsiden (1) ja (2) avul-
la, etta

3
ﬁ) < Vkartioa (2)

1
n2

Vkartio = %Ah
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Pallo

Pallon tilavuuden méérittdmiseksi leikataan sitd yh-
densuuntaisilla tasoilla niin, ettd side r jakaantuu
n:dan yhtdsuureen osaan. Kuvioon

merkittyjen tietojen avulla aktiivinen lukija osaa nyt
itsendisesti johtaa pallon tilavuudelle alarajan

2 1 1
271'7"3 <3 - 6? - 2n> < Vpallo

ja ylarajan

2 1 1
3
Voo <2077 (5= 1+ 3, )

ja paatelld niiden perusteella, etta
Vpallo = %71'7“3.

Pallon pinta-ala voidaan méaarittaa tdsmallisesti mate-
maattisen analyysin keinoin vasta yliopisto-opinnoissa.
Seuraava kuvaileva esitys on laadittu kirjan [4] pohjal-
ta.

Pallon pinta-alan laskemiseksi peitetddn se pallon ko-

koon nahden
\

dA

pienilld osapinnoilla eli pinta-alkioilla Ay, joiden sum-
ma
A1 +As+ ...+ A, :Apallo~

Pinta-alkioita ajatellaan itse asiassa olevan ddrettomén
monta, jolloin niitd merkitddn symbolisesti dA ja nii-
den summaa venytetylla S-kirjaimella:

/ dA = Apallo .
pallo

! Arkhimedes (287-212 eaa.), kreikkalainen matemaatikko.

Kahdella pinta-alkiolla saattaa olla yhteisid reunapis-
teitd, mutta ei yhteisid sisdpisteitd. Kun pinta-alkion
dA reunapisteet yhdistetddn pallon keskipisteeseen,
saadaan kartio, jonka pohjan pinta-ala on dA ja kor-
keus on r . Tallaisen tilavuusalkion tilavuus on noin
dV = £dA. Likimaardisyys johtuu siitd, ettd pinta-
alkiot eivéit ole tasomaisia. Jos ne kuitenkin ovat hyvin
pienié, niin niiden tulkitseminen tasomaisiksi aiheuttaa
vain olemattoman virheen. Pallon tilavuus on néiden
tilavuusalkioiden summa:

Vpallo = / dV = %/ dA = gApallou
pallo pallo

misté seuraa, etta

2
Apallo = 4mre.

Lopuksi

Néhdyt esimerkit, tai oikeammin niiden téssé nédhty ké-
sittely, kuuluvat integraalilaskennan esihistoriaan. Jo
Arkhimedes! padtteli pinta-aloja ja tilavuuksia peri-
aatteessa samalla tavalla, mutta puhtaasti geometrisin
késittein. Pari muunnelmaa hénen esittdméstddn ym-
pyrén pinta-alan todistuksesta 16ytyy kirjasta [3, s. 179]
ja kirjoituksesta [2]. Nykyaikaisen integraalilaskennan
perusteet julkaisi ensimmaisend, Leibniz? vuonna 1675.
Han 16ysi yhteyden kédyran rajoittaman pinta-alan ja
kayraé sivuavan suoran maarittdmisen vilille. Perustel-
lusti voidaan todeta, ettd se tiede ja teknologia, jonka
tdnddn koemme jokapédiviisessd elaméssdmme, on pit-
kélti juuri tuon yksittaisen keksinnon seurausta. Esihis-
torian tunteminen puolestaan antaa erinomaisen poh-
jan lukiossa alkavalle integraalilaskennan opiskelulle.

Kiitokset dosentti Heikki Apiolalle rakentavista kom-
menteista.
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2Gottfried Leibniz (1646-1716), saksalainen matemaatikko ja filosofi.
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