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Aluksi

Dosentti Matti Lehtinen kirjoitti Tehtdvd maassa -
kirjan! arvostelussa seuraavasti:

“..mutta ehkd kirjoittajat jattdvdt Inspiratiuksen, Frac-
talian ja Hackerian suomalaiseen lukioonsa kirjan
jatko-osaa odottamaan. Tehtdvd maassa tuskin muo-
dostuu myyntimenestykseksi. Se on tietysti vahinko, sil-
ld tietoromaani on kuitenkin ideana hauska ja kirjoit-
tagilla on yhtd ja toista sanottavaa, rivien vdlissikin.
Matematian suurmestarit esimerkiksi ndyttdvdt olevan
atka tasaisesti kumpaakin sukupuolta.”

Kirjan ensimmaéisessd osassa imaginaariyksikko esiin-
tyi térkedissa sivuroolissa. Seuraavassa artikkelissa esi-
tellddn naytteitad jatko-osasta. Samalla paljastetaan jo-
tain siitd, mitd ensimmaéisessa osassa oli rivien vélissé.
Sielld esiteltiin muun muassa luku 2,107299476 . . .. Nyt
on aika pohtia, miksi tétd lukua voidaan pitda vahin-
tadnkin mielenkiintoisena.

Ensimmainen luku

Seuraava teksti on osa Tehtdvd maassa -kirjan jul-
kaisemattomasta toisesta osasta. Juuso on suomalai-

nen koululainen, jota matematiikan planeetalta lihete-
tyt nuoret auttavat.

Juuso oli aivan myyty. Han ei ollut endd varma siité,
mikd héneen oli iskenyt. Aikaisemmin hén oli vaatinut,
ettd kaikesta, mihin hén ryhtyisi, piti olla selkedd kay-
tdnnon hyotya. Nyt numerot kiehtoivat hantd omina it-
sendan. Juuso oli kaivanut Elisan papereista talta salaa
esiin kielletyn luvun — mystisen Absurdicuksen luvun.
Téstd luvusta hén oli jutellut ohimennen matematii-
kan planeetan ihmenuorten kanssa, mutta ndma Maan
asukkaita valistamaan singotut ihmelapset eivit olleet
innostuneet asiasta.

Juuson tyttoystdva Elisa oli ldhes jadtava, ihmepoika
Into taas valinpitdméaton. Jopa aina kultainen ja hert-
tainen Fanni oli innostamisen sijasta toppuutellut ja
vain todennut, ettd Lambertin funktiosta oli hyotya.
Ikivanha totuus oli kuitenkin se, ettéd kiellot lisasivét
kiinnostusta. Alakoululainenkin tiesi, ettd nimittajassa
ei saanut olla lukua nolla. Kielto ja kiinnostus.

Nimittajé ei saa olla nolla. Entépé, jos se on hyvin 14-
helld nollaa oleva luku: sadasosa, miljoonasosa, miljar-
disosa ja niin edelleen? Tdmé&n keksimé&lld ihminen oli
paassyt matematiikassa syvemmalle ja ymmartanyt pa-
remmin todellisuutta. Elisa oli luvannut, ettd Juusosta
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kuultaisiin vield. Siis toimeen. ..

Kaikki oli saanut alkunsa, kun Juuso oli pohtinut seu-
raavaa: Onko alkeisfunktioiden joukossa toista funk-
tiota, joka olisi yhtd immuuni derivoinnille kuin e-
kantainen eksponenttifunktio. Pelkkd kantaluku e oli
jo itsessddn mielenkiintoinen — olihan sen kdénteisluku
tarkealla sijalla vaikkapa tyttoystdvéan valinnassa.

Aluksi Juuso selvitti reaaliarvoiset funktiot, joilla on
ominaisuus ,
f'(x)

f(z)

jossa k on vakio. Niinpd hén merkitsi

g9(x) = In[f(x)],

jonka derivaatta on

=k, (1)

1

9/(55) = m : f’(:c) = k.

Téstd seuraa g(x) = kx + ¢ ja edelleen f(z) = eF*+e.

Merkitsemélld e© = b Juuso sai selville, etta kaikki re-
aaliarvoiset funktiot, joilla on ominaisuus (1), voidaan
esittdd muodossa

f(z) = bek=.
Juuso alkoi pohtia, olisiko toista derivoinnille yhta im-

muunia funktiota. Hin muisti, ettd kosinin ja sinin de-
rivaatat ovat

Dsinz = cosx
ja
Dcosx = —sinz,
joista seuraa
D(cosz +sinx) = —sinx 4 cosx = cosx — sin x.

Kosini séilyi, mutta sini vaihtoi etumerkkia. Juuso tun-
si olevansa lupaavan ladhelld. Han yksinkertaisti yhtalon
(1) ratkaisua ja kirjoitti

u(z) =e

sekd tamén derivaatan

axr

v (x) = ae™ = au(x).

Liséiksi u toteuttaa ehdot w(0) =1 ja «/(0) = a.

Seuraavaksi Juuso pyrki rakentamaan kosinin ja sinin
summasta funktion, jolla olisi tietty ominaisuus: funk-
tion derivaatta saataisiin kertomalla funktio vakiolla a.
Vakio a piti siis sijoittaa summaan cos z + sin z. Koska

termi cosx siilyi derivoinnissa, kannatti vakio liittda
termiin sin . Juuso keskitti huomionsa funktioon

v(x) = cosx + asinz
ja sen derivaattaan
12 .
v'(x) = acosx —sinz.

Tamé funktio toteuttaa samat ehdot kuin funktio u,
v(0) =1 ja v'(0) = a. Kertomalla vakiolla a Juuso sai

av(z) = acosz + a’sin z.

Juuson oli selvitettdvd, milld vakion a arvolla funktio
v toteuttaa differentiaaliyhtalon

v =av
eli
acosT —sinz = acosz + a’sinz.

Yhtilo toteutuu kaikilla 2 € R, mikéli a®> = —1, eli jos
a on imaginaariyksikks. Néin ollen funktiot

u(z) =e
ja
v(z) = cosx + isinx
ovat differentiaaliyhtdlon 3y’ = iy ratkaisuja samoilla
alkuehdoilla, joten ndmé& funktiot ovat samat. Toisin

sanoen
e =cosx +isinw. (2)

Juuso halusi todentaa tdman vield toisella tavalla, joten
héan tutki taulukkokirjasta loytamidan Taylor-sarjoja

1 2 a2t
coszT = f§+z+~~,
. o 3
smxfx—g—ka—
ja
2 3
v _ LT
ef1+x+2!+3!

Tekemélld viimeiseen sarjaan sijoituksen = = iz ja
muistamalla ominaisuuden i2 = —1 Juuso sai muodos-
tettua sarjojen vilille yhteyden:

g (o @) (i)
e =1+ (iz) + 51 o T
.T2 LE3 :U4
BT TR TR
LU2 LU4 . (ES {E5
T TR e TR T

=cosx + tsinx.

Juuso sai néin todennettua kaavan (2).
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i? = —1 tuntui Juusosta aluksi vaikealta ymmartis,

mutta koska luvun 4 avulla aidosti monotoninen funk-
tio muuttui jaksolliseksi, ¢ tuntuikin todella kiyttokel-
poiselta.

Kaavaa (2) kiyttden Juuso totesi
e +1=0,
koska e'™ = cos T + isinm = —1.
Juuson suosikki oli kuitenkin yhtdsuuruus

it =e"

B

(3)

Téamén yhtdsuuruuden Juuso sai seuraavasti: hén si-
. . .
joitti x = § kaavaan (2), ja sai
ig

T .. T
e :cosg—i—zsmf,

2

josta seurasi

s
w3
Il

.N.

Korotettuaan potenssiin ¢ Juuso naki yhtdsuuruuden

(3): o
" =e 2 =0,2078795764 . ...

Tamé naytti mielenkiintoiselta. Kun Juuso tarkasteli
funktiota (z > 0)

f(JU) — 2% = ezlnz7
hén huomasi, etté
f'(z)

f(x) =0, kun z =
funktion minimi oli

1 1
e

=e"M%(1 4 Ing) = 2%(1 + Inz).

. Tarkasteltavan reaaliarvoisen

fo)=(2)F

€

)e = 0,6922006276. . .,

eli i’ oli reaaliluku, joka oli pienempi kuin funktion z*
minimi, kun x > 0.

Seuraavaksi Juuso alkoi pohtia yhtaloa

s =1i"=e"

[SE]

jossa s € R,.
Téama voitiin kirjoittaa

s°=e

[NE]

Juuso halusi ratkaista téstd yhtélostd tuntemattoman
s, joten han kirjoitti (ottamalla puolittain luonnollisen
logaritmin)
™
slns = —. 4
. ()

Koska yhtdlon vasemmalla puolella olevan funktion
f(s) = sln s derivaatta f'(s) = Ins+1 oli negatiivinen,

kun s < %, ja positiivinen, kun s > %, oli f(s):114 kak-
si monotonista haaraa. Néilld haaroilla taytyi siis olla
kaanteisfunktiot. Mikéli Juuso onnistuisi ratkaisemaan
kdanteisfunktion...

Erilaisten kokeilujen jélkeen Juuso huomasi, ettd hén
ei onnistuisi 10ytamé&an kiadnteisfunktiota algebrallisin
menetelmin. Tadma oli mielenkiintoista. Jos funktio oli
aidosti monotoninen, silld oli kidanteisfunktio. Juuso ei
olisi padssyt eteenpéin, ellei olisi muistanut avainsano-
ja — Lambertin funktio. Se méaritelldan funktion

flx) =xe”

kisinteisfunktiona eli f~1(z) = W(x), jossa W(z) on
Lambertin funktio. Nyt Juuso palasi yhtdloon (4).
Asettamalla s = e™* hén sai

T
e lns = —.
2

Kayttdmalla Lambertin funktiota Juuso kirjoitti
Ins=W(=),

josta seurasi
W(%)

s=e
Juuso oli aina ollut innokas tietokoneen kayttéja. Wol-
framAlphalla (http://www.wolframalpha.com/) oli
helppo laskea s = 2,107299476.... Juuso oli niin in-
noissaan, ettd haki kreikan kielen aakkosista symbolin
luvulle s. Han merkitsi sitd nyt symbolilla ¢ ja listasi
sen ominaisuuksia:

2¢Ing =,

2¢
gﬂ =e.

Tutustuessaan paljon puhuttuun Riemann-hypoteesiin
Juuso oli torménnyt kaavaan

P’ 1
H ps—l_ ns’

p on alkuluku

Sijoittamalla vasemman puolen tuloon alkulukuja ja
muuttujan s paikalle kokonaislukuja saattoi taulukko-
laskentaohjelmallakin havaita, ettd kaava néytti pité-
van paikkansa. Riemann oli kuitenkin asettanut s =
a + tb. Siksi Juuso ryhtyi tarkastelemaan sellaisia
kompleksilukuja, jotka syntyvéat, kun reaaliluku koro-
tetaan kompleksiluvun osoittamaan potenssiin.

Juuso merkitsi
_ .—xtix
Zz) = .

Kaavan (2) avulla hén laski

) X 1
Zg) =277 = 27222 = Z(cos(2ln 2) +isin(21n 2))

oy 1
25 = 377 = - (cos(31n3) + isin(31n3))


http://www.wolframalpha.com/
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Erityisesti Juuso ilahtui havaitessaan

Z(g) — g*<+i< — ZZ eislns — gl -i+1'

Juuso innostui téstd niin, ettd méaritteli kompleksi-
luvun z imaginaariyksikolliseksi, jos se voitiin esittéaa
muodossa

jossa m € Z. Esimerkiksi jos m = 0, niin kompleksilu-
vun z imaginaariosa oli 0 ja, kun m = 1, reaaliosa oli
0.

Perin kauniilta naytti yhtdsuuruus

2,107299476 » .—2,107299476..4+i27107299476... =q. Zl

Solmun matematiikkadiplomit

Oli hienoa néhdé, kuinka epdmé&ériisen ndkoinen vasen
puoli pelkistyi oikean puolen muotoon. Mutta pienikin
muutos lukuun ¢ hévittiisi tdméan ominaisuuden ja vas-
taukseksi tulisi kompleksiluku, jonka reaali- ja imagi-
naariosat olisivat nollasta eroavia.
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marjatta.naatanen(at)helsinki.fi
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Lukujarjestelmista

Desimaaliluvut, mité ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
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