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Matematiikan merkityksesta

Aatos Lahtinen
professori emeritus, Helsingin yliopisto

Johdanto

Matematiikka on kautta aikojen kuulunut koulujen ja
yliopistojen opetusohjelmaan. Jo 2400 vuotta sitten an-
tiikin Kreikassa filosofi Platonin perustaman yliopiston
edeltdjin Akademeian padsyvaatimuksena oli geomet-
rian osaaminen. Ei siis ihme, ettd Suomessakin mate-
matiikka on pakollinen aine niin peruskoulussa kuin lu-
kiossa jo ensimmaisestd luokasta alkaen. Téastd huoli-
matta matematiikan merkitys ja tarpeellisuus jaa usein
epaselviksi. Ehké oleellisimpana syynd tdhdn on ma-
tematiikan kumulatiivinen luonne, jonka vuoksi kou-
lussa ei pystytd opiskelemaan varsinaista matematiik-
kaa, vaan ainoastaan erdiden matematiikan tyokalujen
kayttoa. Se, mitd matematiikka itse asiassa on, jaa pi-
mentoon. Samalla jad pimentoon yhteiskunnan kaikilla
alueilla oleva suuri matematiikan tarve ja sen syyt.

Matematiikan olemuksesta

Matematiikan todellisen olemuksen ymmaértamista vai-
keuttaa se, ettd me emme voi ndhda emmeké kosketel-
la sitéd, silld matematiikka on ndkyméton ja aineeton.
Siitd huolimatta on mahdollista havainnollistaa, mité
matematiikka oikein on ja mita se saa aikaan.

Oleellista on, ettd matematiikka on ikivanha tieteen-
ala, joka on téysin itsendinen. Se ei tarvitse mitdan
ulkopuolista tukea. Matematiikassa rakennetaan ja ké-
sitellddn abstrakteja systeemejé logiikan keinoin. Sys-
teemeilld ei tarvitse olla mitddn tekemistd todelli-
suuden kanssa. Tyokaluina rakennustyossé kéytetédan
muun muassa koulumatematiikassa opiskeltuja asioita.
Tyon vaiheet kirjataan muistiin erityisen matemaatti-
sen kielen avulla. Taméan kielen tarkkuus ja ilmaisuky-

ky on saanut my6s monien muiden tieteenalojen tutki-
jat kayttdméan sitd omissa tutkimuksissaan.

Matematiikkaa voi verrata valtavan kokoiseen moniker-
roksiseen katedraaliin, joka kurottuu korkeaholvisine
laivoineen, torneineen ja sivulaivoineen korkeammalle
ja korkeammalle kohti taivasta. Vaikka katedraalia on
rakennettu jo tuhansia vuosia, se on edelleen selvésti
keskenerdinen. Kuitenkin katedraalin tyomaalla on jat-
kuvasti runsaasti rakentajia. World Directory of Mat-
hematicians, joka pitda luetteloa tydomaan miehitykses-
té, sisdltdd talla hetkelld yli 50 000 nimed. TAmé jouk-
ko rakensi viime vuonnakin katedraaliin lisdkerroksia,
torneja ja ulokkeita yli 50 000 tieteelliselld julkaisulla,
joista jokainen sisaltdd uusia matemaattisia tuloksia.
Ei ole mitddn merkkejd siitd, ettd rakentamisen tah-
ti hiipuisi, pikemminkin péinvastoin. Téstd huolimatta
katedraalin valmistuminen ei tunnu lainkaan ldhesty-
van. Katedraalin rakennussuunnitelmassa kerrosten lu-
kumaédaraé ei ole rajoitettu, joten matemaatikoilla riit-
tanee tyota koko maapallon arvioidun elinidn eli aina-
kin viisi miljardia vuotta.

Viime vuosina on puhuttu paljon rakentamisen huo-
nosta laadusta. Vain parikymmenté vuotta vanhat ra-
kennukset saattavat jo olla peruskorjauksen tarpeessa.
Matematiikan katedraali tekee téssd suhteessa poik-
keuksen. Sen jokainen tiilikin kestdd muuttumattoma-
na ikuisuuden, silla oikeaksi todistetut matematiikan
tulokset pysyvét ikuisesti oikeina.

Matematiikan katedraalin rakentajien ei tarvitse kos-
kaan korjata vanhaa, vaan he voivat huoletta rakentaa
uusia tuloksia jo olemassa olevan matematiikan paal-
le. Tama mahdollistaa matematiikan jatkuvan nousun
yvhéa korkeammalle. Tamé matematiikan kumulatiivi-
suus ei valttamatta ole ilouutinen aloittelevalle raken-
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tajalle, silld hdnen on kiivettdvd monet katedraalin ker-
rokset ylospéin, ennen kuin 16ytdd kohdan, josta voi
jatkaa rakentamista ylospéin. Tosin suuret matemaati-
kot ovat nousseet niin nopeasti huipulle, ettd heidén on
taytynyt syntyéd katedraalin yldkerroksissa alakertojen
pohjapiirustus nyrkissédan.

Matematiikan kasittamaton tehokkuus

Matematiikka on siis loogisia rakenteita késitteleva
abstrakti tiede, jota tutkitaan muiden tieteiden tapaan
sen itsensd kehittdmiseksi. Téllaisten todellisuudesta
riippumattomien rakenteiden luominen ja tutkiminen
on kiehtovaa luovaa tyoté, joka tarjoaa myos esteettisia
elamyksid. Nykyisen markkinatalouden aikana on kui-
tenkin kysyttava, mitd hyotyd on todellisuudesta riip-
pumattomien rakenteiden tutkimisesta.

Kysymykseen on yllattava, paradoksinen vastaus. Ni-
menomaan matematiikan todellisuudesta riippumatto-
muus tekee siitd késittdmattomén tehokkaan todelli-
suuden kuvaajan, jota voidaan kayttdad kdytdnnon on-
gelmien ratkaisuun ldhes kaikilla elaménaloilla. Tama
matematiikan ainutlaatuinen soveltuvuus seké teorian
ettd kdytdnnon tehtéviin tekee siitd tdarkedn sekd muil-
le tieteille ettd yhteiskunnalle ja antaa matematiikalle
itseoikeutetun sijan koulujen opetusohjelmissa.

Matematiikan rakenteen todellisuudesta riippumatto-
muuden etu on siinéd, ettd matemaattista rakennetta
voidaan kiyttdd kuvaamaan mité tahansa ilmioté, jon-
ka perusominaisuuksiin juuri t&mé rakenne sopii. Sill4,
miké ilmio todellisuudessa on, ei ole rakenteen kannalta
mitddn merkitystd. Tarkastellaan paria yksinkertaista
esimerkkia.

Todellisuudesta riippumattomuus alkaa jo luvuista.
Luku ei riipu siitd, minkd lukumééréé se asetetaan ku-
vaamaan. Luvulla 7 voidaan merkitd yhtd hyvin Ota-
van tahtien lukumaérda kuin asuinrakennuksen kor-
keutta metreissa.

Lukujen riippumattomuudesta seuraa edelleen lasku-
toimitusten riippumattomuus kohteesta. Prosenttilas-

kun kaavassa »
fr— 1 —
b=(1+ 100) a

on aivan samantekevid, onko a metrejé, kiloja, euroja,
kappaleita tai mitd tahansa luvuilla kuvattavaa, kaava
antaa aina p prosentin kasvun vaikutuksen mille tahan-
sa prosenttiluvulle p. Poplaulaja Robinin levymyynnin
kasvu, hampurilaisaterian hinnannousu ja hiilidioksi-
din lisdédntyminen ilmakehéssé, kaikki saadaan samalla
tavalla kaavasta.

Lukiossa esitelty derivaatta on esimerkki vahan syval-
lisemmaéstd matematiikan tyokalusta. Derivaatta méa-
ritelldén raja-arvona, joka liittdd annettuun funktioon

f jokaisessa pisteessi x arvon f'(z). Maéritelmé ei rii-
pu siitéd, onko funktiolla f ja pisteelld = jokin merkitys
todellisuudessa vai ei. Talla abstraktisti méaaritellylla,
todellisuudesta riippumattomalla derivaatalla on kui-
tenkin runsaasti kdytdnnon sovellutuksia.

Yleinen sovellutus on annetun systeemin pienimmén
arvon méaarittdminen. Jos derivoituva funktio f kuvaa
tiettyd yhden muuttujan x systeemid, 10ytyy systee-
min pienin arvo derivaatan f’(x) nollakohtien joukosta
(tai vélin padtepisteistd, jos tarkasteluvilin péaétepis-
teet kuuluvat tarkastelujoukkoon). Se, millainen sys-
teemi on ja millaista todellisuutta funktio f kuvaa, ei
vaikuta tarkasteluun. Kyseessa voi yhté hyvin olla pak-
kausmateriaalin méaéra kuin ldmmityskustannukset.

Derivaatta antaa kaytdnnon tietoa myos liikkuvasta ob-
jektista, jonka kulkema matka s tiedetdén ajan ¢t funk-
tiona muodossa s = f(t). Jos funktio on derivoituva,
antaa sen derivaatta f’(¢) objektin nopeuden v(t) het-
kella ¢ taysin riippumatta siitéd, onko kyseessé pikajuok-
sija, leijona, auto, lentokone vai laavavirta eli riippu-
matta siitd, mikéd objekti todellisuudessa on. Itse asias-
sa sama patee kaikkiin systeemeihin, jotka muuttuvat
jollain tavalla ajan mukana. Derivaatta antaa aina sys-
teemin muutosnopeuden kokonaan siitd riippumatta,
mita systeemi todellisuudessa kuvaa.

Matematiikan sovellutuksissa ilmion kéyttaytymista
hallitaan matemaattisilla yhtél6illd, jotka on muodos-
tettu sen tiedon varassa, mitd meilld ilmiostd on. Yh-
tdlot saattavat olla hyvinkin monimutkaisia ja niilla
saattaa olla monenlaisia ratkaisuja. Oma ongelmansa
on tulkita, mitd saadut matemaattiset ratkaisut ker-
tovat ilmiostd. Saattaa myos kéyda niin, ettd joillekin
ratkaisuille ei 16ydy konkreettista merkitystd. Téallai-
sen ratkaisun ei kuitenkaan aina tarvitse olla sovelta-
jalle hyodyton. Néennéisesti outo ratkaisu saattaakin
joskus kertoa ilmiostd ominaisuuksia, joita ei vield ole
16ydetty. Esimerkiksi antimateria ja osa alkeishiukka-
sista on 16ydetty juuri pohtimalla, mitd matemaattisen
mallin outo ratkaisu yrittda kertoa meille.

Vaikka matematiikan rakenteet ovat todellisuudesta
riippumattomia, niiden muodostaminen on saattanut
saada innoituksensa todellisuudesta. Usein on kéynyt
niin, ettd kun todellisen maailman ilmidlle ei 16ydetéa
sopivaa matemaattista mallia, matemaatikot ovat in-
nostuneet kehittdméén sellaista uutta matematiikkaa,
jolla ilmi6 saataisiin hallintaan.

Matematiikan katedraali on soveltajalle varsinainen
aarreaitta, jossa on lukemattomia kaytdnnon tarpeisiin
soveltuvia abstrakteja rakennelmia. Ongelmaksi jaa,
miten soveltaja 16ytdéd téstd paljoudesta juuri hdnen
tarvitsemansa rakenteet. Katedraalin rakenteet ovat
todellisuudesta riippumattomia, eiké niissd ole tuote-
selosteita, jotka kertoisivat mihin kaikkeen niitd voisi
kayttad. Ei myoskaan ole mitdan takeita siitd, ettd um-
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pimdhkidn valitulle matematiikan rakenteelle 16ytyisi
talla hetkelld kayttod ihmisen todellisuudessa.

Punainen tarra

Warwickin yliopiston matematiikan professori lan
Stewart esitti kerran, ettd matematiikan merkitysta
voitaisiin havainnollistaa kiinnittdmalld kaikkeen ma-
tematiikkaa hyddyntdviin punainen tarra: "SISAL-
TAA MATEMATIIKKAA?”. Stewart ryhtyi samalla, lis-
taamaan kiinnityskohteita.

Punaisen tarran saisi tietysti jokainen tietokone, jokai-
nen tabletti ja jokainen puhelin. Tarra kiinnitettéisiin
myos jokaiseen automaattihissiin, jokaiseen uudehkoon
tai uuteen autoon, jokaiseen lentokoneeseen, jokaiseen
sdhkoveturiin ja jokaiseen laivaan. Lisdksi tarra tuli-
si jokaiseen CD-, DVD- ja BlueRay-soittimeen, jokai-
seen televisioon ja jokaiseen erikoistehosteita sisalté-
vaan elokuvaan. Véistdmatta tarran saisi Internet ja jo-
kainen sitd kayttava sovellus kuten Google, Facebook,
YouTube, Twitter. Tarra liimattaisiin my6s jokaiseen
vaaligallupiin ja jopa jokaiseen kaupallisesti viljeltyyn
vihannekseen, koska niiden jalostus on nojannut bio-
matematiikkaan.

Punaisten tarrojen kiinnitys ei rajoittuisi vain esinei-
siin. Tieteiden puolella punaisen tarran saisivat mel-
kein kaikki luonnontieteiden tulokset samoin kuin useat
muiden tieteiden tulokset, koska niiden kehittelyssa ja
ilmaisussa on kaytetty matematiikkaa.

Luetteloa voisi jatkaa, mutta jo esitetty osoittaa, et-
td punaiset tarrat peittdisivit lahes koko maailman.
Niinpa idean toteutus kaatuisi kdytdnnossd rahan ja
kiinnittdjien puutteeseen. Tarroittaminen on kuitenkin
niin hyvé keino havainnollistaa matematiikan merkitys,
ettd matemaattinen yhteis6 voisi yrittdd saada EU:n
sdatamadn direktiivin, joka velvoittaisi kaikki matema-
tiikkaa sisdltavien laitteiden valmistajat kiinnittdmaan
laitteisiinsa tuon punaisen tarran. On EU tehnyt paljon
turhempiakin direktiiveja.

Punaiset tarrat osoittavat, ettd matematiikka on yh-
teiskunnalle vélttamétontd. Lisdksi matematiikka on
monen tieteenalan oleellinen apuviline. Esimerkiksi fy-
siikan kehitys olisi ollut mahdotonta ilman matema-
tiikkaa. Samoin ihmiskunnan tulevaisuudelle elintéirked
ilmastonmuutoksen ennustaminen on téysin riippuvai-
nen monimutkaisten matemaattisten mallien kyvysta
kuvata ilmastoa.

Matematiikka ei kuitenkaan tee itse mitéén, tarvitaan
ihmisid, jotka ymméartdvit matematiikkaa ja osaavat
kéyttad sitd. Matematiikan valtavan laajuuden vuoksi
sen parissa tyoskentelevien on pakko erikoistua.

Tarvitaan ensinndkin tieteentekijoité, ns. puhtaita ma-
temaatikkoja, jotka omalla luovalla tyollaén rakentavat
matematiikan valtavaan katedraaliin uusia kerroksia ja
torneja, joista nikee yha kauemmaksi. Toiseksi tarvi-
taan kaytdnnon soveltajia, insindorejé, maistereita ja
tohtoreita, jotka kehittdviat punaiseen tarraan oikeut-
tavia, matematiikan avulla toimivia laitteita. Kolman-
neksi tarvitaan oppaita, ns. soveltavia matemaatikko-
ja, jotka tuntevat matematiikan katedraalia niin hy-
vin, ettd osaavat 16ytdd tosielimin ongelman parissa
tyoskenteleville insindoreille, maistereille ja tohtoreille
juuri sellaiset matematiikan rakenteet, joita ongelman
ratkaisemiseen tarvitaan.

Matematiikan katedraalin suuruus ja punaisten tarro-
jen paljous kertovat, ettd uuden matematiikan luojia,
matematiikan kaytdnnon soveltajia ja oppaita tarvi-
taan paljon. Suomessakin téllaisten osaajien vuosittai-
nen kysyntd ylittdd tarjonnan eli ylioppilaskirjoituk-
sissa pitkdn matematiikan kokeen suorittajien maéaran.
Matemaattispohjaisten alojen jatko-opiskelu on nimit-
tdin vaikeata ilman lukion pitkdn matematiikan anta-
maa pohjaa. Lukion aloittava opiskelija, joka haluaa
katedraalin rakentajaksi, punaisen tarran kdyton lisda-
jaksi tai katedraalin oppaaksi, tekee siis viisaasti va-
litessaan pitkdn matematiikan. Valinta tuo mukanaan
tyontekoa, mutta myos elamyksid. Ennenkaikkea valin-
ta antaa mahdollisuuden osallistua paremman tulevai-
suuden rakentamiseen.
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