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Differentiaaliyhtiloita
Lehtori K.

Differentiaaliyht&lot tulivat kouluopetukseen 1960-
luvulla, kun differentiaalilaskentaa alkoi esiintya yliop-
pilaskokeissa. Vaihtoehtoisina tehtdvini oli usein yh-
taloitd. Oppikirjoissa niitd ei 60-luvulla ollut, mutta
monissa lukioissa jéarjestettiin aiheesta erikoiskursseja
ja kerhotoimintaa. Eturivin oppilaitoksissa vaikutta-
neet opettajat julkaisivat kehittdmi&ddn kurssimateri-
aaleja kirjasina laajemmankin lukiolaisjoukon saatavil-
le. Tyypillisend sisdltona oli ns. separoituvien yhtéloi-
den ratkaiseminen seké vakiokertoimiset ensimmaéisen
ja toisen kertaluvun lineaariset yhtalot. Liséksi niissa
mallinnettiin erditd mekaniikan ja sihkéopin ilmioita.
Mainittujen yhtaléiden ratkaiseminen on varsin kaava-
maista toimintaa, minké lukiokurssit kohtuullisesti hal-
litseva pystyisi nykyisinkin helposti opiskelemaan itse-
néisesti nettildhteista, ks. esim. [6].

Suurena vaikuttimena tdmén harrastuksen viridmiseen
oli se, ettd teknilliseen korkeakouluun pyrittdessa oli
osattava yhtaloiden alkeet — padsykokeissa, ja ne olivat
pakolliset, esiintyi differentiaaliyhtél6itd. Niihin val-
mistauduttaessa oli opiskeltava myts Vaisdlan vekto-
rianalyysin [7] ensimmaéinen luku, joka on sisélloltdén
hieman nykyista lukion vektoriopin kurssia laajempi si-
sdltdaen mm. vektoritulon erédine fysikaalisine sovelluk-
sineen.

Differentiaaliyhtélot eivit kuulu lukion nykyiseen ei-
vatka tulevaankaan opetussuunnitelmaan, mutta erai-
td yksinkertaisia yhtdloitd voi silti helposti ratkaista
opetussuunnitelmiin sisaltyvilla tiedoilla ja taidoilla.
On vain yhdisteltdva eri kursseilla esiin tulevia asioi-
ta. Lehtori jatti edellisessé kirjoituksessaan [5] lukijan

pohdittavaksi kolme tehtdvéé, jotka ratkaisemme seu-
raavassa yksinomaan lukion nykyistd oppiméaraéd so-
veltaen. Ensimmaéisend tehtdvina oli bakteeriviljelméan
kasvun mallintaminen oletuksella, ettei kasvua rajoit-
tavia esteitd ole. Bakteerit lisddntyvat jakautumalla
kahtia, joten on jarkevid olettaa, ettd pienessé aikava-
lissé tapahtuva lisdys on suoraan verrannollinen bak-
teerien méadrddn aikavélin alussa sekd tietenkin aika-
valin pituuteen. Bakteerien lukumaééré ei ole jatkuva
suure, mutta voimme silti laatia kasvua esittdvan dif-
ferentiaaliyhtélon tutkimalla lukuméérin sijasta kas-
vuston massaa. Olkoon se m = m(t) hetkelld ¢ seké
m(0) = mg > 0. Liséksi on jarkevaa olettaa tunnetuk-
si viljelmén kahdentumisaika 7', jonka kuluessa viljel-
mén koko tuplautuu; erityisesti m(7T) = 2m(0) = 2my.
Samalla tavalla kuin kirjoituksessa [5] paddymme yh-
taloon
m'(t) = km(t)

alkuehdolla m(0) = mg, missd vakio k on positiivinen
verrannollisuuskerroin. Yhtélostd nahdaan, ettd m on
aidosti kasvava, joten silld on derivoituva kadnteisfunk-
tio t = t(m). Kdanteisfunktion derivoimissdantoa sovel-
taen saamme yhtalon

tl(m) = 7
josta integroimalla seuraa
1
t(m) = z Inm + d.

Ehdosta m(0) = mg saadaan t(mg) = 0, joten integroi-
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misvakioksi tulee

d= —%lnmo7
ja
1 1 1
t(m) =t = Elnm— Elnmo = Eln (%)
Taten

m(t) = moe®t.
Verrannollisuuskerroin k& eliminoituu kahdentumisajan
T avulla, minké aktiivinen lukiolainen todetkoon néh-
tyddn ensin tdmén tehtdvan vaihtoehtoisen ratkaisun.
Voimme nimittain ldhes samalla tavalla johtaa ongel-
masta differenssiyhtilon. Olkoon N = N(t) bakteeri-
en lukumaéra hetkelld ¢. Aika t oletetaan diskreetik-
si muuttujaksi, joka saa arvoja t = 0,1,2,.... Vali-
taan aikayksikko pieneksi kahdentumisaikaan verrat-
tuna. Verrannollisuutta soveltaen lukuméarén muutos
aikavélissa [t — 1, ]

Nt)—-N(t-1)=k-N(t—-1)-1,
joten
N(t)=(1+k)N({t—-1), N(0)=Np.

Saadun rekursiokaavan avulla ndhdddn vélittomaésti,
etta
N(t) = (1+k)'N(0) = (1 + k)" No.

Kahdentumisajan avulla saamme edelleen
(1+ k)T Ny = 2Ny,
mista seuraa
(14k)=2YT ja N(t)= N2/,

Eliminoimalla verrannollisuuskerroin k& kahdentumis-
ajan T avulla ndhdéan, etta ratkaisut

m(t) = mee™ ja N(t) = No2t/T
ovat samat.
Toisena tehtavéna oli yhtalon

dy _

1 2
dx ty

ratkaiseminen alkuehdolla y(0) = 1. Trigonometrian
kurssilta muistuu mieleen tangenttifunktion derivaat-
ta, mutta késittelemme tehtdvan kuitenkin kirjoituk-
sessa [5] esitetyn Lindelof-sitaatin mukaisesti. Koska
y'(x) = 1+y? > 1 > 0, on ratkaisufunktio y = y(z)
aidosti kasvava, joten silld on (derivoituva) kddnteis-
funktio = z(y). Kdanteisfunktion derivoimissdinnon
mukaan

dz 1
dy_ n

Integroimalla saamme
x = z(y) = —d + arctan y,
josta edelleen
y =y(x) = tan (x + d).
Koska y(0) = 1, on tand = 1, mistd seuraa, etta

dzz+n7r, n € 7.

4

Ratkaisufunktioita on siis ddretén méara,

y(x) = tan <x+%+nw>7 n € Z.

Kolmas kysymys oli ylioppilaskokeessa syksylla 1967.
Siind pyydetdén ratkaisemaan differentiaaliyhtélo

dy
I = o8 (x+1y)

valitsemalla x + y apumuuttujaksi. Ohjeen mukaan
merkitsemme
z(x) =z +y(z),

jolloin
Y(2) =1+ ().

Talla sijoituksella yhtélo tulee muotoon

d
£ :1+cosz:20052§.

Turvaudumme taas Lindeldfin [1] neuvoon. Jos
% # g +nm, nez

eli

y#—x+ (14+2n)7, neZ,

niin funktiolla z = z(x) on derivoituva kddnteisfunktio
x = x(z), joka saadaan integroimalla yhtdlosta

dx 1

dz  2cos? %’
Tulos on
T = —d—i—tang = —d + tan (% —mr),

josta seuraa

g — nm = arctan (z + d),

ja edelleen
y = —x + 2nw + 2arctan (z + d),

missd n € Z ja d € R. Tam4 on yhtalon ratkaisu siind
tapauksessa, etta

y#—x+ (14+2n)r, nez.
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Enta jos

y=—x+(14+2n)7r, neZ?

Talloin yhtélon y'(z) = cos (x + y) vasen puoli on —1
ja myos oikea puoli on —1, joten yhtéld toteutuu. Siis
myos suoraparvi y = —x + (1 + 2n)w, n € Z toteut-
taa yhtéalon. Ratkaisu koostuu siis kokonaisuudessaan
kahdesta kayraparvesta

y=—x+ (14 2n)m,
y = —x + 2nw + 2arctan (z + d),

missd n € Z ja d € R. Helposti ndhdaan, ettd ylemman
parven suorat ovat alemman parven kéyrien asymp-
tootteja. Lisdksi alemman parven kayrat ldhestyvit
suoraparven suoria, kun d — oo tai d — —oc.

1970-luvulla harrastettu, paljon parjattu uusi matema-
tiikka toi koulumatematiikkaan monen murheen vasta-
painoksi my0s tietynlaisen tarkkuuden. Yhtéloiden ja
juurien méarittelyehtoja ja nimittajien nollakohtia tut-
kittiin tarkemmin senkin jilkeen, kun joukko-opista oli
suurelta osin luovuttu. Vield 60-luvulla né&ihin asioi-
hin ei koulumatematiikassa juuri kiinnitetty huomio-
ta, ja niinpé esimerkiksi yo-tehtévikokoelmassa [3] ja
kirjasessa [4] el tdmén tehtdvin yhteydessd huomata
ollenkaan suoraparviratkaisua. Kokoelmassa [3] tehtéd-
vin ratkaisu on ldhes téysin virheellinen ja [4] jattda
kéasittelyn vajaaksi ilmoittaen kdyrdparviratkaisun ai-
noastaan implisiittisesti.

Verkko-Solmun oppimateriaalit

Suomen matemaattisen yhdistyksen nettisivulta [8]
16ytyy lahes kaikki ylioppilastehtévéit. Differentiaaliyh-
taloista kiinnostuneelle lukijalle lehtori suosittelee ke-
vaan 1999 tehtdvaa n:o 9b.
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