Solmu 3/2016

57. kansainvaliset matematiikkaolympialaiset

Hongkongissa

Esa V. Vesalainen
Basque Center for Applied Mathematics

57. kansainvéliset matematiikkaolympialaiset jarjes-
tettiin Hongkongissa 9-16.7.2016. Suomea kilpailussa
edustivat Ella Anttila, Hannes Ihalainen, Alvar Kal-
lio, Tiro Kumpulainen, Joose Lehtinen ja Antti Roysko.
Ella Anttila, Iliro Kumpulainen ja Alvar Kallio saivat
kunniamaininnat.

Ensimmaisen kilpailupaivan tehtavat

1. Kolmiolla BC'F' on suora kulma kérjesséd B. Olkoon
A piste suoralla C'F siten, ettd FFA = F'B ja piste F'
sijaitsee pisteiden A ja C vilissd. Valitaan piste D si-
ten, ettd DA = DC ja AC puolittaa kulman /DAB.
Valitaan piste E siten, ettd FA = ED ja AD puolit-
taa kulman ZFAC. Olkoon M janan C'F keskipiste.
Olkoon X se piste, jolla AMXFE on suunnikas (missi
AM || EX ja AE | MX). Osoita, ettéd suorat BD, F X
ja M E kulkevat saman pisteen kautta.

2. Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille n X n-
ruudukon jokaiseen ruutuun voi asettaa yhden kirjai-
mista I, M ja O siten, etta:

e jokaisella rivilld ja jokaisella sarakkeella yksi kolmas-
osa kirjaimista on I-kirjaimia, yksi kolmasosa M-
kirjaimia ja yksi kolmasosa O-kirjaimia; ja

e jokaisella lavistajalla, jolla ruutujen lukuméérd on
kolmella jaollinen, yksi kolmasosa kirjaimista on I-

kirjaimia, yksi kolmasosa M-kirjaimia ja yksi kolmas-
osa O-kirjaimia.

Huomautus: Numeroimme n x n-ruudukon rivit ja sa-
rakkeet luonnollisella tavalla luvuilla 1, 2, ..., n. Taten
jokainen ruutu vastaa positiivisten kokonaislukujen pa-
ria (i,7), missd 1 < 4,7 < n. Kun n > 1, ruudukossa
on 4n — 2 ldvistdjdd, jotka edustavat kahta eri lajia.
Ensimmaisen lajin lavistdjé koostuu niistd ruuduista
(4,7), joissa i + j on jokin vakio, kun taas toisen lajin
lavistaja koostuu niistd ruuduista (7, 5), missd ¢ — j on
jokin vakio.

3. Olkoon P = A;A,5... A, tason konveksi monikul-
mio. Kérkien Ay, As, ..., A koordinaatit ovat koko-
naislukuja ja ne sijaitsevat erddn ympyréan kehélla. Ol-
koon S monikulmion P ala. On annettu pariton posi-
tiivinen kokonaisluku n siten, ettd monikulmion P si-
vujen pituuksien neli6t ovat kokonaislukuja ja jaollisia
luvulla n. Osoita, ettd 25 on kokonaisluku ja jaollinen
luvulla n.

Toisen kilpailupiivan tehtavit

4. Positiivisista kokonaisluvuista koostuva joukko on
sulotuoksuinen, jos se sisdltdd ainakin kaksi alkiota
ja jokaisella sen alkioista on yhteinen alkulukutekija
ainakin yhden toisen alkion kanssa. Olkoon P(n) =
n? +n + 1. Mikéi on pienin mahdollinen positiivisen
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kokonaisluvun b arvo, jolla on olemassa ei-negatiivinen
kokonaisluku a siten, ettd joukko

{P(a+1),P(a+2),...,P(a+b)}
on sulotuoksuinen?

Huomautus. Téssé sanan “sulotuoksuinen” takana on
se seikka, ettd Hong Kong tarkoittaa suurin piirtein sa-
maa kuin ”"sulotuoksuinen satama”.

5. Liitutaululle kirjoitetaan yhtalo
(x=1)(x—2) -+ (—2016) = (z—1)(z—2) - - - (x—2016),

missd kummallakin puolella on 2016 lineaarista teki-
jaa. Mikd on pienin mahdollinen k, jolla on mahdol-
lista pyyhkié pois tédsméilleen k kappaletta néistd 4032
lineaarisesta tekijéasté siten, ettd yhtdlon kummallekin
puolelle jéa jaljelle ainakin yksi tekija ja ettd lopputu-
loksena syntyvilla yhtalolld ei ole reaalilukuratkaisui-
ta?

6. Tasossa on n > 2 janaa siten, ettd mitkéd tahansa
kaksi janaa leikkaavat toisensa, ja mitkdan kolme ja-
naa eivit kulje saman pisteen kautta. Geoffin on valit-
tava jokaisesta janasta toinen sen péaitepisteisté ja ase-
tettava sille sammakko niin, ettd se katsoo janan toista
pédtepistetta. Sitten hén taputtaa kisidan n — 1 ker-
taa. Joka kerta, kun han taputtaa, jokainen sammakko
valittomasti hyppéaé eteenpéin janansa seuraavalle leik-
kauspisteelle. Mikddn sammakoista ei koskaan vaihda
hyppysuuntaansa. Geoff haluaisi asettaa sammakot si-
ten, ettd mitkdan kaksi niistéd eiviat milloinkaan ole sa-
massa leikkauspisteessé samaan aikaan.

1. Osoita, ettd Geoff voi aina toteuttaa toivomuksensa,
kun n on pariton.

2. Osoita, ettd Geoff ei koskaan voi toteuttaa toivomus-
taan, kun n on parillinen.

Tehtiavien kotimaat. Tehtdva 1 oli Belgian ldhettéa-
mé, tehtdva 2 Australian, tehtdvit 3 ja 5 Venéjén, teh-
tédvéd 4 Luxemburgin ja tehtdva 6 Tsekin.

Ratkaisut

1. Koska kolmiot AABF ja AACD ovat yhdenmuo-

toiset, on
AB AF

AC ~ AD
Koska lisiksi /BAC = /ZFAD, ovat myos kolmiot
ANABC ja AAF D yhdenmuotoiset. Voimme laskea

ZDFA = /ZCBA=90°+ ZBAC = 90° + ZLDAE

180° — LAED

=90° + = 180° — %AAED,

ja muistaen, ettd FA = ED, kehdkulmalauseen nojalla
piste I sijaitsee F-keskiselld F A-séteiselld ympyralla,
ja aivan erityisesti on EF = FA = ED. Koska lisaksi

LEFA=/FAE =2/BAC = /ZBFC,

nidemme, ettd pisteet B, F' ja E ovat samalla suoralla.

Koska /EDA = ZMAD, kohtaa suora AD molem-
mat suorista AM ja ED samassa kulmassa, jolloin
ED | AM || EX, ja pisteet E, D ja X lepdavit sa-
malla suoralla.

X

/

/ c

A B

Kuva. Vahvennetuilla viivoilla piirretyt kolmiot ovat
tehtdvinannon oletusten nojalla yhdenmuotoisia tasa-
kylkisia kolmioita.

Koska M on suorakulmaisen kolmion ABFC hypote-
nuusan keskipiste, on M F' = M B = MC'". Nyt kolmiot
AFEAF ja AMBF ovat tasakylkisié kolmioita, joiden
kannat AF ja BF ovat yhta pitkét, ja molempien kan-
takulmat ovat suuruuksiltaan 2 ZBAC. Taten kolmiot
AFAF ja AMBF ovat yhtenevid.

Nyt MB = FEA = XM, ja toisaalta
BE=BF+FE=AF+FM =AM = EX,
ja siten kolmiot AEM B ja AEMX ovat yhtenevét.

Lopuksi, koska EF = E D, ovat janat FF.X ja DB keske-
ndaan symmetriset suoran EM suhteen, misté toivottu
johtopaétos seuraakin.

2. Olkoon n € Z, halutunlainen, ja oletetaan, etté
meille on annettu halutunlainen n x n-kirjainruudukko.
Jos jokaisella rivilld on k € Z kappaletta kutakin kir-
jainta, on tietenkin kullakin rivilld yhteensa 3k kirjain-
ta, ja siis n = 3k.

Jaetaan ruudukko nyt 3 x 3-aliruudukoihin luonnollisel-
la tavalla — niitd syntyy siis n? kappaletta — ja otetaan
erityisesti tarkasteluun ndiden 3 3-aliruudukoiden kes-
kimmaiset ruudut. Kutsutaan néitd ruutuja vaikkapa
tarkeiksi. Kutsutaan lisdksi niitd rivejé, sarakkeita ja
lavistéjia, jotka kulkevat tdrkedn ruudun kautta tdr-
keiksi tai tdarkeiksi linjoiksi. Ratkaisun ajatuksena on
laskea kahdesti modulo 3 se luku N, joka kertoo niiden
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parien (£,r) lukuméérin, missi £ on tarked linja ja r
on sellainen linjan ¢ ruutu, jossa majailee M-kirjain.

Ensinnikin, M-kirjaimia on taulukossa kaikkiaan 3k2
kappaletta. Jokainen niistd kuuluu joko tédsmélleen yh-
teen tai tdsmalleen neljaén sellaiseen riviin, sarakkee-
seen tai lavistdjdan, joka kulkee tdrkedn ruudun kaut-
ta. Koska 4 = 1 (mod 3), on nyt oltava N = 3k? = 0
(mod 3).

Toisaalta, jokainen tédrked rivi sisdltdd tdsmaélleen k
kappaletta M-kirjaimia, ja tédrkeita riveja on tasmal-
leen k kappaletta. Samoin térkeita sarakkeita on k kap-
paletta, ja jokainen niistd sisaltdd tdsmélleen k kappa-
letta M-kirjaimia. Vasemmalta ylhdiltd oikealle alas
suuntaavilla tarkeilld lavistdjillda on M-kirjaimia yh-
teensa

142434+, 4+ (k=) +k+(k—1)+...+3+2+1 =k?

kappaletta. Téssd yhteydessd on tarkeda, ettd tarkei-
ta lavistajia ovat tédsmaélleen ne, mitka kulkevat jonkin
tdrkedn ruudun kautta. Samoin voimme késitelld va-
semmalta alhaalta oikealle ylos suuntaavat tarkeat 1&-
vistdjit. Tiaten N = k% + k2 + k% + k? = 4k = k2
(mod 3).

Yhdistamalls kaksi saatua kongruenssia saadaan k2 =
N =0 (mod 3), ja siis luvun k on oltava jaollinen kol-
mella, ja edelleen luvun n on oltava jaollinen yhdeksal-
l4. Riittda osoittaa, ettd jokaisella yhdekséllé jaollisella
n € Z4 16ytyy halutunlainen ruudukko.

Mutta tdmaé ei ole kovin hankalaa. Ensinnédkin, on help-
po tarkistaa, ettd seuraava 9 x 9-ruudukko on halutun-
lainen:

OE—~OE~OE~
OE—~OE—~OE~
OE~O0OE~0OE~
—OE—=O0OE~0OZ%
—OE—=0E~0Z%
—OEZE—~O0OEZ~0RZ%
Z—~0Z2—0Z2+~0
Z—~0Z2—0g2+~0
E—~0Eg~0E~O

Lopuksi, jos n € Z on jaollinen yhdekséll4, niin halu-
tunlainen n x n-ruudukko saadaan tekemaélld ylla an-
netusta taulukosta (n/9)? kopiota ja asettamalla ne
n/9 x n/9-ruudukoksi.

3. Todistetaan ensin, ettd 25 € Z. Koska monikulmion
voi pilkkoa lavistajilla kolmioiksi, tdma seuraa suoraan
seuraavasta havainnosta: jos kolmion A kérkien koor-
dinaatit ovat kokonaislukuja, niin kyseisen kolmion ala
on kokonaisluvun puolikas. Témén nékee vaikkapa piir-
tamalla kolmion kérkien kautta sellaisen suorakaiteen,
jonka sivut ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset ja

jonka kéarkien koordinaatit ovat kokonaislukuja. Tal-
16in kolmion A ala saadaan laskemalla suorakaiteen
ala (joka on selvisti kokonaisluku), ja vihentdmalld sii-
td sellaisten suorakulmaisten kolmioiden aloja, joiden
kérjet ovat kokonaislukukoordinaattisia pisteita ja ka-
teetit koordinaattiakseleiden suuntaisia, ja joiden alat
siis selvésti ovat kokonaislukujen puolikkaita.

Kuva. Kuinka todeta, ettd kolmion, jonka kdrkien
koordinaatit ovat kokonaislukuja, alan on oltava koko-
naisluvun puolikas.

Tehtdvan varsinainen haaste on siis todistaa, ettd pé-
tee n | 25. Olkoon monikulmiolla k kérked ja nimetéan
monikulmion kérjet Ay, As, ..., A, tissé jarjestykses-
sd ymparipiirretyn ympyran kehad pitkin. Riittaa sel-
vésti osoittaa tulos siind tapauksessa, missd n on jonkin
parittoman alkuluvun p potenssi pt, missi ¢t € Z .

Kéaytdmme induktiota monikulmion kérkien lukumé&é-
rdn k suhteen. Olkoon ensin k = 3, ja olkoot sivujen
pituuksien neliét an, bn ja cn, missa a,b,c € Z,. Tal-
16in Heronin kaavan nojalla

1652 = 2y [(Va + VB + V) (Va+ V5 - VE)
AJ(Va— VB Ve) (~Va+ VB4 ve)

=n? (2ab+2bc+2ca—a2—b2—c2).

Koska nyt n? | 1652 ja n on pariton, on n | S.

Olkoon seuraavaksi k > 4, ja oletetaan, ettd viite on
jo todistettu vihemmaén kuin k kérked omaaville moni-
kulmioille.

Jos mink&an monikulmiomme lavistédjéan pituuden ne-
li6 on jaollinen luvulla n, voimme téata lavistajad pitkin
pilkkoa sen kahdeksi pienemmaksi monikulmioksi, joil-
le viite induktio-oletuksen mukaan pétee erikseen, ja
on selvad, ettd asia on kunnossa. Voimme siten olettaa,
ettei minkddn monikulmion lavistdjan pituuden nelié
ole jaollinen luvulla n. Tdméa oletus tulee johtamaan
ristiriitaan.

Kun r € Z,, merkitsemme alkuluvun p eksponenttia
luvun 7 alkutekij6éihinjaossa v, (r). Osoitamme, etté jo-
kaiselle m € {2,3,...,k — 1} pétee

V(|41 4m|*) > vp(| A1 A1), (*)
mista valittomasti seuraa ristiriita
vp(|A1Ao|?) > t > v, (|41 As[*) > 1, (| A1 Adl?)
> (| 4145 > > v, (|4 A > ¢,
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missé kaksi ensimmaéistd epdyhtdloa seuraavat oletuk-
sista pt | |[A14s]? ja p' t |A1A3]?, ja viimeinen oletuk-
sesta pt | | Ay Ag|*.

Meidén pitdd vield todistaa epdyhtdlé (*) annetul-
le m € {3,4,...,k—1}. Kaytdmme induktiota, ja
oletamme, etti v,(|A1 A, 1]?) > v,(|A1An[%). So-
veltamalla Ptolemaiosin lausetta jdnnenelikulmioon
A1 A1 A Ay p1 ndemme, ettéd

kl = ac+ bd,

missd a, b, ¢ ja d ovat nelikulmion sivujen pituudet
|A1Am—l|7 ‘Am—lAm|7 |AmAm+1| ja |Am+1A1|a ja k ja
¢ ovat sen lavistajien pituudet |41 A4,,| ja |Am—1A4m+1]
seuraavan kuvan mukaisesti.

N
A

Nyt siis tietenkin myos
b2d? = a?c® + k0% — 2acke,

misté edelleen seuraa, etté 2ackl € Z. Koska v,(a?) >
vp(k?) induktio-oletuksen nojalla, ja koska v, (c?) > ¢ >
vp(€%), on myés v,(a®c?) > v,(k?¢?), jolloin selvisti
myds vp(2ackl) > v,(k*0?), ja on oltava v,(b?d?) =
vp(k?0?). Mutta koska lisiksi v,(b%) > t > v,(£?), on
oltava v,(d?) < v,(k?), miki olikin todistettava.

4. Aloitetaan tekemélld joitakin havaintoja polynomin
P arvoista.

Havainto A. Luvuilla P(n) ja P(n + 1) ei ole yhteista
alkulukutekijaa millaan n € Z.

Todistus. Jos d € Z4 on lukujen P(n) ja P(n+ 1) yh-
teinen tekijé, niin d jakaa my6s luvun

(n+2)P(n)—mP(n+1)=2

jasiis d = 1 tai d = 2. Mutta luvut P(n) ja P(n + 1)
ovat selvasti parittomia, eli luvun d on oltava pariton
myos, ja siten d = 1.

Havainto B. Olkoon n € Z. Télloin lukujen P(n) ja
P(n + 2) ainoa mahdollinen yhteinen alkulukutekiji
on 7.

Todistus. Jos alkuluku p jakaa molemmat luvuista P(n)
ja P(n + 2), niin sen on myos jaettava luku

(2n+7)P(n) — (2n—1)P(n+2)=14=2-7,

eli on oltava p = 2 tai p = 7. Mutta koska luvut P(n)
ja P(n + 2) ovat parittomia, voi olla vain p = 7.

Havainto C. Olkoon n € Z. Talléin lukujen P(n) ja
P(n + 3) ainoa mahdollinen yhteinen alkulukutekiji
on 3.

Todistus. Jos alkuluku p jakaa molemmat luvuista P(n)
ja P(n+ 3), niin sen on jaettava myos luku

(n+5)P(n)—(n—1)P(n+3)=18=2-3%

eli p = 2 tai p = 3. Mutta jilleen, koska luvut P(n) ja
P(n + 3) ovat parittomia, voi olla vain p = 3.

Tehtdvain 4 ratkaisu. Olkoot siis a € Z U{0} jab € Z4
sellaisia, ettd joukko

{P(a+1),P(a+2),...,Pla+Db)}

on sulotuoksuinen. Tietenkin b > 2. Toisaalta ei voi olla
b = 2, koska luvuilla P(a + 1) ja P(a + 2) ei havain-
non A nojalla ole yhteisié alkutekijoité, ja siten b > 3.
Mutta ei voi mytskéén olla b = 3, koska havainnon A
nojalla luvulla P(a+2) ei voi olla yhteisia alkutekijoita
kummankaan luvuista P(a + 1) ja P(a + 3) kanssa, ja
siten on oltava b > 4.

Oletetaan sitten, ettd b = 4. Luvulla P(a+2) ei havain-
non A nojalla ole yhteisia alkutekijoita lukujen P(a+1)
ja P(a + 3) kanssa, ja luvulla P(a + 3) ei ole yhteisié
alkutekijoitd lukujen P(a+ 2) ja P(a+4) kanssa. Siis-
pa luvuilla P(a + 2) ja P(a + 4) on oltava yhteinen
alkutekija, samoin luvuilla P(a + 1) ja P(a + 3). Mut-
ta havainnon B nojalla tdméan alkutekijén on oltava 7,
jolloin 7 on molempien lukujen P(a + 2) ja P(a + 3)
alkutekijé, vastoin havaintoa A. Téten on oltava b > 5.

Oletetaan sitten seuraavaksi, ettd b = 5. Luvulla
P(a + 3) ei havainnon A nojalla ole yhteisid alkute-
kijoitd lukujen P(a + 2) ja P(a + 4) kanssa, joten sillé
on oltava yhteinen alkutekijé luvun P(a+ 1) tai luvun
P(a+5) kanssa, ja havainnon B nojalla luku P(a+3) on
jaollinen seitsemalld. Mutta samassa hengessd luvulla
P(a + 2) ei ole yhteista alkutekijad lukujen P(a + 1)
ja P(a + 3) kanssa havainnon A nojalla. Jos luvuil-
la P(a + 2) ja P(a + 4) olisi yhteinen alkutekiji, olisi
se havainnon B nojalla 7, jolloin luvuilla P(a + 2) ja
P(a + 3) olisi yhteinen tekija 7, vastoin havaintoa A.
Siispé luvuilla P(a + 2) ja P(a + 5) on oltava yhteinen
alkulukutekijé, jonka havainnon C nojalla on oltava 3.

Mutta aivan samoin luvulla P(a 4 4) ei havainnon A
nojalla ole yhteisid alkutekijoitd lukujen P(a + 3) ei-
ki P(a+5) kanssa, ja jos silld olisi yhteinen alkutekija
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luvun P(a + 2) kanssa, olisi sen oltava havainnon B | visia, ja lisdksi
nojalla 7, jolloin luvut P(a+3) ja P(a+4) olisivat mo-
lemmat jaollisia luvulla 7, vastoin havaintoa A. Téaten ($ - 4] +1) ) ( — (47 +4) )
luvuilla P(a+1) ja P(a+4) on oltava yhteinen alkulu- = a2 — (8§ +5)z + (1652 + 205 +4)
kutekija, jonka havainnon C nojalla on oltava 3. Mutta 9 .
nyt luvut P(a+1) ja P(a+2) ovat molemmat jaollisia <a® = (8 +5)z + (16j° +20j + 6)
luvulla 3, vastoin havaintoa A, ja toteamme, etti on = (x (45 + 2)) (CE — (45 + 3))
oltava b > 6.

Olkoon lopuksi z € ]2,3[ U ]6,7[ U ]10,11[ U ... U

Mutta arvo b = 6 onkin sopiva. Esimerkiksi luvut

P(196) = 38613,
P(199) = 39801,

P(197) = 39007,
P(200) = 40201,

P(198) = 39403,
P(201) = 40603

muodostavat sulotuoksuisen joukon, silla luvuilla 38613
ja 39801 on yhteinen tekija 3, luvuilla 39007 ja 40603
on yhteinen tekija 19, sekd luvuilla 39403 ja 40201 on
yhteinen tekija 7.

5. Jos poistamme vihemmén kuin 2016 tekijaa, niin sil-
loin varmasti molemmille puolille jia sama tekija x —n
jollakin n € {1,2,...,2016}, jolloin yhtalolld on re-
aalinen ratkaisu x = n. Siksi on poistettava ainakin
2016 tekijdd. Tulemme osoittamaan, ettéd riittdd pois-
taa sopivasti valitut 2016 tekijad — nimittain vasemmal-
ta puolelta ne tekijit x — n, missd n € {1,2,...,2016}
jan = 2 tai 3 (mod 4), ja oikealta puolelta ne teki-
jat & —n, missd n € {1,2,...,2016} jan = 1 tai 4
(mod 4). Toisin sanoen, osoitamme, ettei yhtalslla

(z—1D(x—4)(x—5)(x—8)(x—9)(z —12)
- ( — 2009) (x — 1012) (z — 2013) (= — 2016)
=(x—-2)(x—3)(zx—6)(x—T7)(x—10) (z — 11)
(2 — 2010) (z — 2011) (z — 2014) (x — 2015)

ole reaalilukuratkaisuita.

Selvastikddn mikddn luvuista z € {1,2,...,2016} ei
voi olla yhtalon ratkaisu, silla jokaisella ndista arvoista
yhtélon toinen puoli hividd, kun taas toinen puoli ei
hévia.

Myo6skédan mikddn luvuista z € |1,2[ U [3,4[ U |5,6] U
7,8[U...U]2013,2014[U]2015,2016] ei voi olla ratkai-
su, silla néilla arvoilla yhtdlon vasemman puolen lause-
ke on negatiivinen, kun taas oikea puolen lauseke on
positiivinen.

Olkoon sitten = € |—o0,1[ U [4,5[ U ]8,9[ U ]12,13[ U

U ]2012,2013[ U |2016, co]. Namé arvot eivit ole
ratkaisuita, silla vaikka néilld arvoilla yhtdlén mo-
lemmat puolet ovat posiitivisia reaalilukuja, vasem-
pi puoli on itseisarvoltaan oikeaa puolta pienempi.
Tama seuraa vertaamalla puolia kahden vierekkéisen
tekijan pareissa. Nimittdin, jos j € {0,1,2...,503},
niin tekijat (x—4j+1)(x— (45 +4)) ja
(x—(4j+2)) (z — (45 + 3)) ovat molemmat positii-

2010, 2011[ U ]2014,2015[. Néilld arvoilla molemmat
puolet ovat negatiiviset, mutta nyt oikean puolen itseis-
arvo on pienempi kuin vasemman puolen. TAméa vaa-
tii molemman puolen ensimmaéisen ja viimeisen tekijan
kéasittelyn erikseen: tietenkin

O<zrz—-2<z—-1 ja x—2016 <x—2015<0.

Loppuja termejad voi jélleen vertailla puolittain
kahden vierekkédisen termin pareissa, kuten aiem-
min. Olkoon j € {1,2,...,503}. Talloin tekijét
(x—4j) (x— (47 +1)) ja (z — (45 — 1)) (z — (4 + 2))

ovat molemmat positiivisia ja

(z—(4j—1)) (z — (4§ +2))
=2 — (8 + 1)z + (165° + 45 — 2)
<a®— (8 + 1)z + (1652 + 47)
= (z—4j) (z — (45 + 1)).

6. Piirretdédn ympyra niin, etta kaikki n janaa ovat ko-
konaan sen sisédpuolella, ja jatketaan niitd molemmilta
puolilta, kunnes niiden paatepisteet ovat ympyran ke-
hélla. Tamé helpottaa janoista ja niiden pédtepisteista
puhumista. Numeroidaan janojen péaétepisteet ympy-
ran kehad pitkin 0, 1, 2, 3, ..., 2n — 1.

Olkoon ensin n parillinen. Jos sammakot on asetettu
niin, ettd ympyran kehalla kahdelta vierekkaiselta paa-
tepisteeltd, kutsukaamme niitd vaikkapa nimilla A ja
B, 16ytyy sammakko, niin silloin Geoffin toivomus ei
toteudu. Tamén ndhdédksemme olkoon P pééitepisteité
A ja B vastaavien janojen leikkauspiste. Oleellinen ha-
vainto on tamé: jokainen jana, joka leikkaa janan AP,
leikkaa myos valttdméattd janan BP, ja siten molem-
milta janoilta AP ja BP l6ytyy yhtd monta leikkaus-
pistetté, ja pisteistd A ja B ldhtevit sammakot 16ytavét
toisensa pisteestd P samaan aikaan.

Oletetaan nyt, ettd sammakot on aseteltu Geoffin toi-
vomuksen kannalta suotuisalla tavalla. Ilman yleisyy-
den menettdmistd voimme olettaa, ettd erds samma-
koista on asetettu padtepisteeseen 0. Koska nyt pédte-
pisteessé 1 ei voi olla sammakkoa, tdytyy sellainen olla
vastaavan janan toisessa péadtepisteessd n + 1. Samas-
sa hengessé, koska pisteessd n + 2 ei ole sammakkoa,
tdytyy vastaavan janan toisesta péadtepisteestd 2 10ytya
sellainen. Jatkamalla tatd argumenttia ndemme, etta n
sammakkoa on vélttdméattd asetettu péadtepisteisiin 0,
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n+1,2,n+3,4,n+5,...,n—2,2n — 1. Mutta nyt
vierekkéisiltd paatepisteilta 0 ja 2n — 1 16ytyy samma-
kot, eli olemme pédtyneet ristiriitaan, ja tehtdvan osio
b) on ratkaistu.

Olkoon sitten seuraavaksi n pariton. Asetamme sam-
makot paatepisteisiin 0, 2, 4, 6, 8, ..., 2n — 2. Koska
paatepistetta ¢ vastaava toinen paatepiste on = n + ¢
(mod 2n), ja n oli pariton, ei ole vaikea vakuuttua sii-
té, ettd jokaiselta janalta 10ytyy tdsmélleen yksi sam-
makko, kuten pitadkin. Otetaan tarkasteluun joidenkin
kahden sammakon aloituspéétepisteet A ja B. Olkoon
jilleen P péaatepisteitd A ja B vastaavien janojen leik-
kauspiste. Haluamme osoittaa, ettd pisteistd A ja B
ldhteviat sammakot kéyvét pisteessd P eri aikoina. Té-
mén osoittamiseksi riittda osoittaa, ettéa janoilta AP ja
BP 16ytyy eri madra leikkauspisteitd. Tamén puoles-
taan todistamme osoittamalla, ettd janoilta AP ja BP
16ytyy yhteensé pariton miird leikkauspisteitd (piste
P pois lukien).

Tarkastellaan niitd n — 2 janaa, jotka jédavat jaljelle,
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kun poistamme péétepisteiti A ja B vastaavat janat.
Ne jakautuvat kolmeen luokkaan: niihin, jotka leikkaa-
vat molempia janoista AP ja BP, niihin, jotka leik-
kaavat vain toista niistd, ja niihin, jotka eivit leikkaa
kumpaakaan. Olkoon niitd janoja vastaavasti a, b ja
c kappaletta. On ilmeisté, ettd piste P pois lukien ja-
noilta AP ja BP l6ytyy yhteensd 2a + b leikkauspistet-
ta. Riittad siis osoittaa, ettd b on pariton. Mutta tAmé
on lahes tulkoon ilmeista: Valitaan toinen ympyrankaa-
rista AB. Selvisti b on yhta suuri kuin taltd kaarelta
pisteiden A ja B vililta 16ytyvien paatepisteiden luku-
mééré, joka taas on varmasti pariton sen nojalla, miten
sammakot aseteltiin. Ndin on tapaus a) késitelty myos
ja olemme valmiit.

Lahteet

Yl1la annetut ratkaisut perustuvat tapahtumassa jouk-
kueiden johtajille jaettuihin malliratkaisuihin.
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