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Esipuhe

Matematiikan harrastajalla saattaa jo lukiolaisena olla halua ja kykya ym-
méartad, mitd matemaattisen analyysin peruskésitteet (reaaliluvut, raja-arvo,
jatkuvuus, derivaatta, integraali) oikeasti ovat ja miten tdmén alan viittei-
td kunnolla todistetaan. Nain saavutettu "lukion matemaattisen analyysin
mestarin” taso antaisi hyvin lahtokohdan matematiikan jatko-opintoihin.

Tamaé kirja sopii naille lukiolaisille tarkoitetun analyysin erikoiskurssin
oppimateriaaliksi. Se ehditdan kayda lapi yhden kurssin aikana, kun tahdel-
14 merkityt kohdat sivuutetaan. Kirja sopii myos analyysin tavanomaisten
lukiokurssien lisamateriaaliksi ja analyysin yliopistokurssien tukimateriaa-
liksi.

Kirjan metodinen péapointti on ”e-d-tekniikka”, joka tuottaa monille
yliopisto-opiskelijoille joskus suuriakin vaikeuksia. Onko siis realistista yrit-
tda opettaa sité lukiolaisille? Mielestdmme on. Nimittéin tarkein syy yliopisto-
opiskelijoiden vaikeuksiin lienee se, ettei tamén tekniikan opiskeluun ehditéa
kayttaa tarpeeksi aikaa, kun taas "mestarikurssilla” sitd voidaan opiskella
kiireettomasti.

Asioiden kasittelyjarjestys ei tdysin noudata tavanomaista matematiikan
kirjojen systematiikkaa, sill& oletamme jo kirjan alussa lukion matematiikan
pakollisen oppiméaaran tunnetuksi. Tekemélla ndin voimme esimerkiksi puhua
luvussa 4 potenssisarjan derivoimisesta termeittain, vaikka méarittelemme
derivaatan tasmaéllisesti vasta luvussa 5.

Maarittelemme lukujonon raja-arvon palauttamalla sen funktion raja-
arvoon. Johdamme derivoimissdannot kayttamalla erotusosaméarien sijas-
ta "¢-temppua”. Sen mukaan valilld I madritelty funktio f on derivoituva
pisteessa a € I, jos ja vain jos

f(x) = fla) = ¢(x)(x — a),

missd ¢ on tietty I:ssé maaritelty a:ssa jatkuva funktio. Talloin johdot lyhe-
nevat ja myos yhdistetyn funktion derivoimissdanto voidaan johtaa.

Tarkastelemme seuraavaksi tdhdella merkittyé ainesta.
Osaluvun 1.1 sivuuttaminen ei juurikaan haittaa kokonaisuutta. Aihe on
kyllakin tarkea mutta helpohko, joten se voidaan jattaa itseopiskeltavaksi.

Osaluvussa 3.2 esitettavid vaikeaa tasaisen jatkuvuuden késitettéd tarvi-
taan jatkuvan funktion integroituvuuden todistamisessa. Tamén osaluvun
pois jattamisesta ei ole sen kummempia seurauksia kuin etta todistuksen
tietty kohta jaa hieman haméraksi.
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Osaluvuissa 4.2-3 maérittelemme eksponentti-, sini- ja kosinifunktion po-
tenssisarjoina. Tata aihetta ei ehdittane késitella kurssilla, mutta jo pelkké
tieto siita, ettd niin voidaan menetella, on kiinnostava. Tarvittavat potens-
sisarjojen ominaisuudet tyydymme antamaan todistamatta, silla todistukset
tekisivat kirjasta liian laajan ja veisivat sen liian kauas lukiotasosta.

Lukua 7 ei varmaankaan ehdita kéasitella, mutta osaluvuissa 7.2—4 esitetyt
lauseet kuuluvat lukion oppiméaraan ilman todistuksia. Vaikka tama luku
jaisikin itseopiskelun varaan, naiden térkeiden lauseiden merkitys korostuu,
kun ne todistetaan tassa.

Osa sisallostéd on peréisin kirjoista [2] ja [5]. Ensisijaiset lahteemme ovat
Browderin [1], Myrbergin [7, 8] ja Rudinin [9] kirjat, mutta myos Lindelo-
fin monumentaaliseen kirjasarjaan kuuluvat [3] ja [4] ansaitsevat tulla tassa
mainituiksi.

Kirjassa on paljon harjoitustehtavia. Koska vaikeisiin tehtaviin on ohjei-
ta ja koska vain harvat tehtavit ovat sellaisia "laskutehtédvid”, joiden vas-
tauksista on hyotyé, vastaus- ja ohjeluetteloa ei tarvita. Kaikkien tehtavien
taydelliset ratkaisut ovat meilta saatavissa. Niiden pyytdjan on vakuutet-
tava, ettei han ole oppilaana kurssilla, jossa kaytetdan tata kirjaa. Kurssin
suorittamista tavoitteleva itseopiskelija saa tietenkin ratkaisut.

Matematiikkaa oppii tekemalld sita itse ja vain siten. Siksi harjoitus-
tehtéavien ratkaiseminen on erittain tarkeda, mutta vahintadn yhta téarkead
on varsinaisen tekstin huolellinen lapikdyminen. Monissa todistuksissa kysy-
tdan "miksi?” tai annetaan tiettyja yksityiskohtia harjoitustehtaviksi. Luki-
jan kannattaa vastata nédihin kysymyksiin ja ratkaista annetut tehtévat.

Otamme mielellamme vastaan virheiden korjauksia ja muita komment-
teja. Mahdollisesti julkaisemme myohemmin analyysin teorian alkeista laa-
jemman kirjan, joka on tarkoitettu enemman yliopistoon kuin lukioon. Myos
tata hanketta koskevat ehdotukset ovat tervetulleita.

Tampereella joulukuussa 2016

Markku Halmetoja Jorma Merikoski

markku.halmetoja@kapsi.fi jorma.merikoski@uta.fi

Korjattu ja paivitetty maaliskuussa 2017.




Reaaliluvut

1 Reaaliluvut

1.1 Reaalilukujen ominaisuuksia (x)

Reaalilukujen vélisten yhtaloiden kasittely perustuu reaalilukujen algebralli-
stin. ominaisuuksiin.

Reaalilukujen algebralliset ominaisuudet

(A1) Vaihdantalait. Kaikilla a,b € R on

a+b=b+a, ab=ba.

(A2) Liitdntdlait. Kaikilla a,b, c € R on

a+(b+c)=(a+b)+c albc)=(ab)c.

(A3) Nolla ja ykkénen. On olemassa sellaiset (toisistaan eroavat) reaaliluvut
0ja 1, etta
O+a=a, l-a=a

kaikilla a € R.

(A4) Vastaluku ja kadnteisluku. Jokaisella reaaliluvulla a on vastaluku —a,
jolle
a+ (—a)=0.

1

Jokaisella reaaliluvulla a # 0 on kadnteisluku a™", jolle

a-a =1

(Ab) Osittelulaki. Kaikilla a,b,c € R on

a(b+c) = ab+ ac.

Nollan ja ykkosen yksikésitteisyys. Jos 0/ on sellainen reaaliluku,
ettd (i) 0' + a = a kaikilla a € R, niin 0 = 0. Nimittain

0=0+4+0 (i,a=0),

0+0=0+0 (A1),

0+0 =0 (A3, a=0).
Ykkosen yksikésitteisyys osoitetaan vastaavasti (teht 1a).

Vastaluvun ja kdanteisluvun yksikasitteisyys. Olkoon a € R. Jos a
on sellainen reaaliluku, ettd (ii) @ + @ = 0, niin @ = —a. Nimittain
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a
a+0=a+ (a+(—a)) (A4),
a+(a+(—a)) =a+a+(—a) (Al, A2),

at+a+(—a)=0+(—a) (i),

0+ (—a) =—a (A4).
Viahemmalld pyoritykselld paastaan lisaidméalla —a yhtaloon (ii). Jos kuiten-
kin jokainen yksityiskohta on perusteltava, niin joudutaan tekemadn samat
tyot kuin edella. Esimerkiksi alussa on todettava, ettd yhteenlaskun vaih-

dantalain nojalla on yhdentekevéa, lisataanko —a vasemmalta vai oikealta.
Kéénteisluvun yksikésitteisyys osoitetaan vastaavasti (teht 1b).

Yhtalot a4z = b ja ax = b. Ratkaisemme néista x:n. Lisddmme (—a):n
yhtéloon a + x = b (ja sivuutamme yksityiskohdat), jolloin saamme x =
b+ (—a) = b— a. Olemme kuitenkin nyt todistaneet vain: Jos (iii) a +x = b,
niin (iv) x = b — a. Toisin sanoen yhtalolla (iii) ei voi olla muita ratkaisuja
kuin mahdollisesti (iv). Meidan on vield ndytettava, etta (iv) toteuttaa tamén
yhtélon, mikd sujuu joko sijoittamalla tai lisédmalld a yhtaloon (iv). Yhtalo
ax = bratkaistaan vastaavasti (teht. 1 ¢), mutta tapaus a = 0 taytyy késitella
erikseen.

Reaalilukujen vélisten epayhtaloiden kasittely perustuu reaalilukujen jar-
jestysominaisuuksiin. Voimme esittdéd ne tarkastelemalla joko jarjestystd (oi-
keastaan jarjestysrelaatiota) < tai tiukkaa jarjestysti <.

Reaalilukujen jirjestysominaisuudet

(J1) Refleksiivisyys. Kaikilla a € R pétee a < a.
Irrefiksitvisyys. Milldan a € R ei pade a < a.

(J2) Antisymmetrisyys. Jos a < b ja b < a, niin a = b.

(J3) Transitivisuus. Jos a < b ja b < ¢, niin a < c.

Josa<bjab<ctaijosa<bjab<c nina<ec.

(J4) Dikotomisuus. Kaikilla a,b € R patee a < b tai b < a.

Trikotomisuus. Kaikilla a,b € R patee vaihtoehdoista a < b, b < a ja
a = b tasmaélleen yksi.

(J5) Jarjestyksen sdilyminen yhteenlaskussa. Jos a < b, niin a + ¢ < b+ ¢
kaikilla ¢ € R. Jos a < b, niin a + ¢ < b + ¢ kaikilla ¢ € R.
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(J6) FEi-negatiivisuuden ja positiivisuuden sdilyminen kertolaskussa.
Jos a,b > 0, niin ab > 0. Jos a,b > 0, niin ab > 0.

Tarkastelemme ominaisuuden (J5) alkuosaa
a<b=a+c<b+ec

Jotta voisimme kayttaéd tata epayhtiloiden ratkaisemiseen, meidédn on nay-
tettava, etta itse asiassa

a<b < a+c<b+ec (1)

Lisdamaélla oikeanpuoliseen epdyhtaloon (—c):n saamme vasemmanpuolisen.
Sama huomautus koskee loppuosaa.

Meidéan on viela selvitettdva, miten epayhtéloita voidaan kertoa kaytta-
maélla ominaisuutta (J6). Olkoon ¢ > 0. Talloin

a<b <= ca<cbh (2)

Nimittain
a<b = b—a>0 (J5 c=—a),
b—a>0 = c¢(b—a)>0 (J6),

cb—a)>0 = cb>ca (Ab,J5,teht. 5).

Téassa implikaatioketjussa voidaan edetd myos lopusta alkuun, joten (2) seu-
raa. Erisuuruus < voidaan kasitelld vastaavasti.

Epayhtilot a +x < b ja a + 2z < b. Namé saamme ratkaistuiksi yhtéapi-
tavyyden (1) ja relaatiota < koskevan vastaavan yhtépitavyyden perusteella
(teht. 7).

Epayhtidlot ar < b ja axr < b. Oletamme, ettd a > 0, ja jitdmme
tapauksen a < 0 harjoitustehtiviksi (teht. 8). Koska a=! > 0 (teht. 6b),
on yhtépitavyyden (2) ja vastaavan relaatiota < koskevan yhtépitdvyyden
perusteella

ar <b <= x<alb, ar < b < x <a ‘b
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Harjoitustehtavia

1.

Todistas:

a) Jos 1’ on sellainen reaaliluku, etta 1’ - a = a kaikilla a € R, niin
1"=1.

b) Jos reaaliluku a # 0 ja jos @’ on sellainen reaaliluku, ettd a - a’ = 1,
niin @’ = a~'.

c) Olkoot a ja b annettuja reaalilukuja. Ratkaise yhtdlo ax = b.
Ohje: Tarvitset tulon nollasdantoa (teht. 4).

. Olkoon a € R. Todista:

a) —(—a) =a.
b) Jos a # 0, niin (a7')™' = a.
Ohje a-kohtaan: Tarkastele yhtaloa a + (—a) = 0 ”(—a):n kannalta”.

. Olkoon a,b € R. Todista:

a) —(a+0b)=(—a)+ (-b).
b) Jos a,b # 0, niin (ab)™' =a~1po7

Obje a-kohtaan: Osoita, ettd (—a)+(—b) toteuttaa (a+b):n vastalukua
koskevan ehdon.

. Olkoon a,b € R. Todista tulon nollasddnts: Tulo ab = 0, jos ja vain jos

a = 0 tai b = 0. Ohjeita: Esitd "jos”-suunta muodossa 0b = 0. Kirjoita
04 0b=0b=(0+0)b=0b+0b

(perustele vélivaiheet). Miten jatkat? ”Vain jos”-suunnassa tee vasta-
oletus, ettd loytyy sellaiset a,b # 0, joille ab = 0. Néytéa, etta silloin
olisi 1 = 0.

. Olkoon a,b € R. Todista tulon merkkisddanndt

a(—b) = —ab, (—a)(—b) = ab.

Ohjeita: Kirjoita aluksi a0 = a(b+ (—b)).
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6. Olkoon a € R. Todista:
a)a>0 <= —a<0, a>0 < —a<0,
b)a>0 < a'>0, a<0 < a!'<0.

7. Olkoot a ja b annettuja reaalilukuja. Ratkaise epayhtélo

a) a+ax <b, b) a+z <b.

8. Olkoot a < 0 ja b annettuja reaalilukuja. Ratkaise epayhtélo

a) ar <b, b) az > b.

9. Olkoon a € R. Todista

a)a®>>0, b)a#0 = a*>0, c)1>0.

10. Olkoon a,b € R. Maaritellaan itseisarvo tavanomaisesti (siis miten?).
Todista:

a) |ab] = [al[o], D) |a* =a®, ¢) —la| <a<]a|.

1.2 Reaalilukujen taydellisyysominaisuus

Reaalilukujoukko A on ylhddltd rajoitettu, jos on olemassa sellainen reaali-
luku m, ettd x < m kaikilla x € A. Talléin m on joukon A yldraja. Tama
joukko on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen reaaliluku m, etta
x > m kaikilla x € A, jolloin m on A:mn alaraja. Joukko on rajoitettu, jos
se on seké alhaalta ettd ylhdaltd rajoitettu. Jos joukossa A on suurin luku
max A (vastaavasti pienin luku min A), niin tdmé joukko on ylhaalta (vas-
taavasti alhaalta) rajoitettu. Tyhja joukko () on rajoitettu. Nimittdin muussa
tapauksessa () sisaltaisi mielivaltaisen suuria tai mielivaltaisen pienia lukuja,
mikéd on mahdotonta, koska joukko on tyhja.

Jos joukon A yldrajojen joukossa on pienin luku s, niin se on tdméan
joukon pienin yldraja, jolloin merkitdan s = sup A. Joukon A suurin alaraja
inf A maaritellaan vastaavasti. Jos joukossa on suurin luku (vastaavasti pienin
luku), niin se on tdmén joukon pienin ylaraja (vastaavasti suurin alaraja).

Jos joukko A ei ole ylhaélta (vastaavasti alhaalta) rajoitettu, niin voi-
daan kédyttda merkintad sup A = oo (vastaavasti inf A = —o0), vaikka sup A
(vastaavasti inf A) ei ole olemassa.
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Esimerkki 1 Joukko

a={i-2|nez}={0123. .}

on rajoitettu, silld kaikilla x € A pétee
0<x<l1.

Kaikki ei-positiiviset luvut ovat A:n alarajoja. Koska pienin alkio min A = 0,
myo6s suurin alaraja inf A = 0. Kaikki ne luvut m, joille m > 1, ovat A:n ylé-
rajoja. Osoitamme, ettei A:lla ole muita ylarajoja. Teemme vastaoletuksen,
ettd A:lla on ylaraja m < 1. Talloin x < m < 1 kaikilla x € A eli

1
1——<mx<«1
n

kaikilla n € Z, . Koska

o1
lim — =0,
n—oo n

saadaan 1/n mielivaltaisen lahelle nollaa valitsemalla tarpeeksi suuri n. Mut-
ta 1—1/n saadaan silloin mielivaltaisen lahelle ykkosté. Erityisesti se saadaan
suuremmaksi kuin m, jolloin syntyy ristiriita. Néin ollen A:n pienin ylaraja
sup A = 1. Suurinta alkiota max A ei ole.

Esimerkki 2 Olkoon a,, luvun v/2 n-desimaalinen alalikiarvo ja

A = Hay|n€Zy} ={1,4; 1,41, 1,414; 1,4142; ... },
B = {reQ|z<V2}, C ={zecR|z<V2}

Talloin sup A = sup B = sup C' = v/2 (teht. 20).

Epatyhjalla ylhaélta rajoitetulla rationaalilukujoukolla ei valttamatta ole
rationaalista pieninté ylarajaa (joukot A ja B esimerkissd 2). Sen sijaan kai-
killa tallaisilla reaalilukujoukoilla on reaalinen pienin ylaraja. Téma tdydel-
lisyysominaisuus on joukolla R mutta ei ole joukolla Q.

Reaalilukujen taydellisyysominaisuus

(T) Jokaisella epétyhjélla ylhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on pienin
ylaraja.

Vastaavasti jokaisella epétyhjalla alhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla on
suurin alaraja. Ominaisuudet (A1)—(Ab), (J1)-(J6) ja (T) luonnehtivat reaa-
lilukuja taysin, joten ne voidaan ottaa reaalilukujen aksiomaattiseksi méari-
telmaksi.
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Lause 1 (Pienimmén ylarajan ”epsilon-ominaisuus”) Olkoon A # () ylhddlta
rajoitettu joukko reaalilukuja ja olkoon s sen yliraja. Seuraavat ehdot ovat
yhtdapitavat.

(a) s =sup A.
(b) Jokaista positiivilukua € vastaa joukon A sellainen alkio x., ettd

Te > S —€. (1)

Havainnollisesti b-kohta tarkoittaa, ettd A:n alkioita on ”mielivaltaisen l&-
hella” s:aa.

Todistus (a)=-(b). Teemme vastaoletuksen, ettd (b) on epétosi, jolloin on
olemassa sellainen g9 > 0, ettd (1) ei toteudu. Silloin z < s — g¢ kaikilla
x € A, joten my6s sup A < s — g < s, miké on ristiriidassa (a):n kanssa.

(b)=(a). Teemme vastaoletuksen, etté (a) on epétosi, jolloin A:lla on s:44
pienempi yldraja t. Valitsemme ¢q = s — t. Kaikilla z € A on

r<t=s—(s—t)=s—¢g9 <s,

miké on ristiriidassa (b):n kanssa. n

Esimerkki 1, jatkoa Todistimme, ettd joukon A ylidraja s = 1 on té-
man joukon pienin ylaraja. Varmistamme, ettda luvulla s = 1 on epsilon-
ominaisuus. Olkoon ¢ > 0. Meiddn on néytettivi, ettd loytyy sellainen
n € Z, jolle

1
l1——>1-—c¢.
n

Taman epayhtalon ratkaisu on

1
n>-—.
€

Siis x.:ksi kelpaa miké tahansa sellainen 1 — 1/n, jossa n > 1/e.

Esimerkki 3 Kun ) # A, B C R, méaéritelliin
A+B={a+0blac A, be B}.

Todista: Jos A ja B ovat ylhéalta rajoitettuja, niin

sup (A + B) =sup A + sup B.
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Merkitsemme s = sup A, t = sup B. Olkoon x € A+ B. Koska © = a + b,
missd a € Ajabée B, jakoskaa <s,b<t onz<s+t. Siis s+t on joukon
A + B ylaraja. Osoitamme, etta silla on epsilon-ominaisuus. Olkoon ¢ > 0.
Koska s:1ld4 on A:ta koskeva e-ominaisuus, silla on myos ”%g—ominaisuus”. On
siis olemassa as € A, jolle az > s — %5. Vastaavasti on olemassa bs € B, jolle
b: >t — ge. Luku 2, = as + b: toteuttaa (A 4 B):té koskevan ehdon (1),
silla

X >s—%5+t—%5:s+t—€.

Harjoitustehtavia

11. Mé&arita max A, min A, sup A ja inf A (mikéali ne ovat olemassa), kun

2n
dn +1

a)A:{(—l)"~|—;’n€Z+}, b)A:{ \nez+}.

12. Todista: Jos ) # A C R ja A on rajoitettu, niin inf A < sup A.
13. Mitd voidaan sanoa joukosta A, jos inf A = sup A?

14. Kirjoita ja todista suurimman alarajan "epsilon-ominaisuutta” koskeva
lause.

15. Todista: Jos @ # A C B C R ja jos B on rajoitettu, niin inf A > inf B
jasup A <supB.

16. Kun 0 # A, B C R, mééritelldan
AB ={abla € A, be B}.
Muodosta (mikéli mahdollista) sellaiset rajoitetut joukot A ja B, joille
a) sup AB = sup Asup B,
b) sup AB < sup Asup B,
c) sup AB > sup Asup B.
17. Kun ) # A C R, mééritellidn —A = {—a|a € A}. Todista: Jos A on

rajoitettu, niin
inf A = —sup (—A).

10
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18.

19.

20.

Muodosta (mikéli mahdollista) sellainen suppeneva jono (a,,) reaalilu-
kuja, jolle

a) lim a, =sup A, b) lim a, <supA, c) lim a, > sup A4,
kun A = {a, |n € Z.}.

Muodosta (mikéli mahdollista) sellainen funktio f : R — R, jolle
lim, o, f(x) on olemassa ja

a) xll_}Ingf(%) =sup Ay, b) $h_}ng@f(x) <sup Ay, c) wll_)lgof(x) > sup Ay.

Tassa Ay tarkoittaa f:n arvojoukkoa.

Olkoot A, B ja C kuten esimerkissa 2.

a) Osoita, ettd supA = supB = supC = /2. Ohjeita: Luku /2
on selvasti naiden joukkojen ylaraja, joten néytettavaksi jaa, etta silla
on e-ominaisuus kaikkien néiden joukkojen suhteen. Riittaa tarkastella
(miksi?) joukkoa A. Kyt hyviksi sité, ettd v/2:1le 16ytyy mielivaltaisen
tarkka "padttyvian desimaaliluvun” muotoinen alalikiarvo.

b) Kun reaaliluvut mééritellaan aksioomilla (A1)—(A5), (J1)-(J6), (T)
(s. 8), niiden desimaalikehitelméit eivét ole valittomaésti kaytettévissa.
Talloin a-kohdan mukaista paattelya taytyy tasmentaa. Todista aluksi
reaalilukujen Arkhimedeen ominaisuus: Jos a,b > 0, niin on olemassa
sellainen n € Z,, ettd na > b. (My0s kaikki "itsestédén selviltd” tuntu-
vat véitteet on nyt todistettava.) Ohjeita: Tee vastaoletus, ettei tallais-
ta n:dé ole. Silloin joukko S = {na|n € Z,} on (epatyhji ja) ylhaalta
rajoitettu, joten s = sup S on olemassa. Koska s — a ei ole S:n ylira-
ja (miksei?), on olemassa (miksi?) sellainen k € Z,, ettd ka > s — a.
Miten saat nyt ristiriidan?

c) Joukko S C R on tihed (joukossa R), jos seuraava pétee: Kun on
annettu € > 0 ja z € R, 1oytyy sellainen a € S, ettd |a — z| < e.
Osoita, ettéd joukko Q on tihed. Ohjeita: Arkhimedeen ominaisuuden
perusteella on olemassa sellainen n € Z,, ettd ne > 1eli 1/n < e.
Valitse m = suurin kokonaisluku, joka < nx. Miten jatkat?

d) Todista c-kohdan véitetta vahvempi (miksi vahvempi 7) véite: Péaét-
tyvien desimaalilukujen joukko on tihea.

e) Totea d-kohdan perusteella, etté v/2:1la on e-ominaisuus joukon A
suhteen, joten sup A = /2.
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1.3 Kolmioepayhtilo

Kolmion kahden sivun summa on suurempi ja erotus pienempi kuin kolmas
sivu. Otamme mukaan my0s sellaiset “kolmiot”, joiden kérkipisteet ovat sa-
malla suoralla, jolloin yhtasuuruus voidaan saavuttaa. Jos siis kolmion OAB
sivuvektorit ovat OA = a, AB=b ] ja OB =a+ b, niin on voimassa kolmio-
epdayhtdlo

la] = [bl]| < ]a+b| < |af + [b],

missé | - | tarkoittaa sekd luvun itseisarvoa ettd vektorin pituutta.

Kasittelemme tassa vain "yksiulotteisia vektoreita” eli reaalilukuja. Re-
aalilukujen a ja b vélinen kolmioepayhtélo on siis

|la| = |bl| < |a +b] < [a] + [b].

Lemma 1 Olkoot a ja b ei-negatiivisia reaalilukuja.
(a) Jos ja vain jos a > b, niin a®> > b?.
(b) Jos ja vain jos a > b, niin a* > b>.
(c) Jos ja vain jos a = b, niin a* = b>.

Todistus Todistamme a-kohdan ja jatdmme muut kohdat harjoitustehtaviksi
(teht. 21). Jos a > b, niin

a® —b* = (a—b)(a+b) >0

ominaisuuden (J6) perusteella, silla kumpikin tulontekija on ei-negatiivinen.
Jos a < b, niin a —b < 0 ja a+b > 0, joten tulon merkkisdédnnon (teht. 5)
perusteella a? — b? < 0. n

Nyt voimme todistaa reaalilukujen kolmioepayhtalon.
Lause 2 Olkoon a,b € R. Tdlloin
[la| = 1b]] < la+b] < [a] 4 0].

Yhtdasuuruus saavutetaan edellisessd osassa, jos ja vain jos a ja b ovat eri-
merkkiset tai ainakin toinen niistd on nolla. Se saavutetaan jalkimmdisessd
osassa, jos ja vain jos a ja b ovat samanmerkkiset tai ainakin toinen niistd
on nolla.
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Todistus Saamme yhtépitavasti

llal = oIl < la+b] < [a] +]b],

(lal = [6)* < Ja+b* < (la|+[b)* (lemma 1),
(Jal = [b1)* < (a+b)? < (la|+[b])* (teht. 10D),
a2 = 2lallbl + b < a+2ab+ 8 < a2 +2lallb| - b (AL, A2, A5),
a®> = 2lalb] +v* < a®+2ab+b* < a®+2|a||b] +b*  (teht. 10Db),
—2la||b] < 2ab < 2lallb] (J5, Al, A2),

—lalfo] < ab < [al[b] (J6),

—lab] < ab < |abl.

Viimeinen epdyhtélo on tosi (teht. 10¢), joten myds ensimméinen on. Yhté-
suuruusehdon perustelun jatdmme harjoitustehtaviksi (teht. 22). |

Jos tunnetaan rajat lausekkeen muuttujille ja halutaan 16ytaa rajat lausek-
keelle (sen arvolle), niin kolmioepéayhtalostda on usein hyotya.

Esimerkki 1 Tiedetdén, ettéd |z| < aja |y| < b. Méérita lausekkeelle 22 — 3y
rajat.

Tapa 1. Tehtdvan 10 c ja kolmioepédyhtédlon perusteella saamme yldrajan
20 — 3y < |22 — 3y| = |22 + (=3y)| < |2z] + | — 3y| = 2|z| + 3|y| < 2a + 3b.

Tapa 2. Teemme (2z):n mahdollismman suureksi, mikd tapahtuu, kun
x = a. Teemme (3y):n mahdollisimman pieneksi, miké tapahtuu, kun y = —b.
Taten
20 — 3y < 2a — 3(—b) = 2a + 3b.

Yhtasuuruus saavutetaan, kun * = a ja y = —b. Taten 2a + 3b on
(2x — 3y):n pienin ylaraja eli "paras mahdollinen” ylaraja. Alarajan jaitamme
harjoitustehtéviksi (teht. 25).
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Esimerkki 2 Tiedetddn, etta |x —y| < a ja |x — z| < b. Maarita lausekkeelle
ly — z| rajat.
Kolmioepayhtélon perusteella saamme ylarajan
y—zl =1y —2)+ @ -2 <|y—al+|r—z[<a+b
Alaraja on triviaalisti 0. Ndma rajat ovat parhaat mahdolliset (teht. 26).

Jotkin itseisarvoyhtélot ja -epayhtalot ratkeavat mukavasti kolmioepéayhta-
l6n avulla.

Esimerkki 3 Ratkaise yhtalo
lz— 1|+ ]z —3]=1.
Kolmioepayhtéalon mukaan
le =1+ ]z =3|=lz—-1+[3—z|>|(z—-1)+B—2)| = 2| =2,
joten vasen puoli ei voi olla 1. Siis yhtélolla ei ole ratkaisua. Ks. myo6s teht. 27.

Olemme ylla kayttaneet vain kolmioepayhtalon jalkimmaista osaa. Sita
sovelletaankin useammin kuin edellistd osaa. Késittelemme lopuksi esimer-
kin, jossa kaytetdaan edellista osaa.

Esimerkki 4 Tiedetddn, etta |z| > a. Maérita lausekkeelle |x — 1] alaraja.

Jos a < 1, niin z = 1 on mahdollinen, jolloin meidan taytyy tyytya
trivaaliin alarajaan 0. Jos @ > 1, niin kolmioepayhtalon mukaan

o = 1] > [|=] = 1].
Koska |z| > a > 1, on ||z| — 1| = || =1 > a — 1. Néin ollen
|t —1| >a—1.

Saatu alaraja on kummassakin tapauksessa paras mahdollinen.

Harjoitustehtavia

21. Todista lemman 1 b- ja c-kohdat.
22. Téydenna lauseen 2 todistus perustelemalla yhtdsuuruusehto.

23. Esita kolmioepéyhtélolle vaihtoehtoinen todistus laskemalla yhteen epa-
yhtalot —|a| < a < |a| ja —|b] < b < |b|, jolloin saat (miten?) kolmio-
epayhtélon jalkimmaisen osan. Edellisen osan saamiseksi sijoita tahéan
a:n paikalle a + b ja b:n paikalle —b. Miten jatkat?
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Esita kolmioepéyhtélolle toinen vahtoehtoinen todistus kasittelemalla
erikseen tapaukset (1) a =0 tai b = 0, (2) a ja b ovat samanmerkkiset,
(3) a ja b ovat erimerkkiset.

Kasittele esimerkin 1 alarajaa koskeva osa.
Osoita, ettd esimerkissa 2 saadut rajat ovat parhaat mahdolliset.

Osoita yksinkertaisella geometrisella tarkastelulla, ettd esimerkin 3 yh-
talolla ei ole ratkaisua.

Todista:

a) Jos |r —al <rjala| <1, niin |z + 3a| < r+4.
b) Jos liséksi |z — a| > s, niin |z 4 3a| > s — 4.
Ratkaise yhtélo

a) |z + 1]+ [z +2[+ [z + 3] = [3z + 6],
b) |z + 1]+ |z + 2| + |z — 3| = 3|z].

Todista: Jos |z| < %, niin

‘ T

11—z

1.4 Reaalifunktioista

Olkoot X ja Y epéatyhjid reaalilukujoukkoja. (Oikeastaan ne saavat olla mi-
téd tahansa epétyhjid joukkoja, mutta me rajoitumme reaaliarvoisiin yhden
muuttujan reaalifunktioihin.) Funktio f : X — Y liittda madrittelyjoukon X
jokaiseen alkioon x maalijoukon Y tdsmalleen yhden alkion y, jolloin mer-
kitsemme y = f(z). Sanomme, ettd y on xm kuve ja x on y:n alkukuva.
Sanomme myos, ettd = kuvautuu y:lle. Maérittelyjoukon jokaisella alkiolla
on siis tdsmélleen yksi kuva, kun taas maalijoukon alkiolla voi olla alkukuvia
yksi tai enemman tai ei yhtaédn. Sanomme vield, ettd x on muuttujan arvo ja
y on funktion arvo.

Joukon A C X kuva f(A) on sen alkioiden kuvien joukko

f(A) = {f(z) |z € A}.
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Funktion f arvojoukko on méarittelyjoukon kuva

f(X) ={f(z)|z e X},

Arvojoukko on siis funktion kaikkien arvojen joukko ja se on maalijoukon
(mahdollisesti aito) osajoukko.

Funktiolla voi olla sadnts, joka ilmoittaa, miten f(x) saadaan, kun z on
annettu. Koulumatematiikassa tarkastellaan enimmékseen sellaisia funktioi-
ta, joiden sdanté voidaan esittda analyyttisena lausekkeena, kuten esimer-
kiksi f(x) = 2z + 3. Néin ei kuitenkaan aina ole, jolloin séénto saattaa olla
esitettavissa muunlaisella algoritmilla. Téllaisia funktioita ovat esimerkik-
si lattiafunktio |x| = suurin kokonaisluku, joka < z, ja Dirichlet’n funktio
flz)=1,kunx € Q, f(z) =0, kun = ¢ Q.

Onko kaikilla funktioilla séé&nt6? Toisin sanoen, voidaanko jokainen "vas-
taavuus” esittda algoritmilla? Meidan on ensiksi pohdittava, mitd "vastaa-
vuus” oikeastaan tarkoittaa. Tarkastelemme tulojoukon X x Y sellaista osa-
joukkoa f, jolle patee: Kaikilla x € X on tdsmaélleen yksi sellainen y € Y,
ettd (x,y) € f. Madrittelemme, ettd funktio f : X — Y on tdméa osajouk-
ko f, jolloin "vastaavuudesta” ei tarvitse puhua mitdan. Ta&méa on funktion
tasmallinen maéritelma. Siis funktio tulee tavallaan maaritellyksi "kuvaajan
kautta”.

Kaikki (tietyn kieliset dérelliset) algoritmit muodostavat numeroituvan
joukon, kun taas esimerkiksi kaikkien funktioiden R — R joukko on yli-
numeroituva. Méarittelemme namaé késitteet tehtdavassa 40. Havainnollisesti
numeroituvuus tarkoittaa sitéd, ettd joukon alkioille voidaan antaa ”jérjes-
tysnumerot” 1, 2, 3, jne, joita mahdollisesti tarvitaan dareton méara. Ylinu-
meroituvuus puolestaan tarkoittaa sitéd, ettd nain ei voida menetella, koska
alkioita on ”litkaa”. Koska funktioita on siis "enemman” kuin algoritmeja,
kaikilla funktioilla ei ole sadntoa.

Madrittelemme nyt kolme térkedd funktion f: X — Y lajia.

Injektio. Funktio f on injektio, jos eri alkiot kuvautuvat eri alkioille eli

11 # 13 = f(21) # f(12).

Toisin sanoen
f(x1) = f(z2) = 21 = 2.

Talloin Y:n jokainen alkio on X:n enintddn yhden alkion kuva. Jos f ei ole
injektio, niin valitsemalla sopiva X’ C X saadaan injektio f' : X' — Y :
f'(x) = f(x). Sanomme, ettd f’ on f:n rajoittuma joukkoon X'.
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Surjektio. Funktio f on surjektio, jos sen arvojoukko on sama kuin maa-
lijoukko eli

Y = f(X).
Talloin Y:n jokainen alkio on X:n wvdhintddn yhden alkion kuva. Jos f ei ole
surjektio, niin valitsemalla sopiva Y’ C Y saadaan surjektio f': X — Y’ :
f'(@) = f(x).

Bijektio. Funktio f on bijektio, jos se on seké injektio etta surjektio. Tal-
16in Y1 jokainen alkio on X:n tdsmadalleen yhden alkion kuva. Toisin sanoen
jokaista y € Y vastaa tdsmaélleen yksi sellainen z € X, ettd y = f(x). Tama
vastaavuus madrittelee funktion f kddnteisfunktion f=':Y — X, jolloin

r=[f"y) = y=[f(z)

Esimerkki 1 Neliéfunktio f : R — R : f(x) = 22 ei ole injektio, silld
esimerkiksi f(1) = f(—1). Funktion f rajoittuma ei-negatiivisten reaalilu-
kujen joukkoon R,y eli funktio g(z) : Ryg — R : g(x) = f(z) on injek-
tio. Funktio f ei myoskaédn ole surjektio, silla esimerkiksi —1 ei ole minkéaan
alkion kuva. Funktio A : R — Ry, : h(x) = f(x) on surjektio. Funktio
kE:Ryo — Ryg: k(z) = f(x) on bijektio. Méarittelemme, ettd nelidjuuri-
funktio on km kidnteisfunktio 7! : Ry — Ry : # = 32, ja merkitsemme
y=Vrez=y" (z,y=20)

Jos f : X — Y on surjektio, niin on tapana sanoa, ettd f on funk-
tio joukolta X joukolle Y. Yleisessa tapauksessa f on funktio joukolta X
joukkoon Y. Sanomme myo6s, ettd f on joukossa X maaritelty reaalifunktio,
mutta jos X on véli I, niin puhummekin valilld I méaaritellystd reaalifunk-
tiosta.

Maéarittelemme kasvavan, vihenevan, aidosti kasvavan, aidosti vihenevan,
monotonisen ja rajoitetun funktion késitteet tavanomaisesti. Siis miten?

Lause 3 Vidlilld I mddritelty jatkuva reaalifunktio f on injektio, jos ja vain
jos se on aidosti monotoninen.

Todistus "Jos”-suunta. Oletamme, ettd f on aidosti monotoninen, ja vaitam-
me, ettd se on injektio. Olkoon x1, x5 € I, x1 # x9. Yleisyytta rajoittamatta
voimme sopia, ettd x; < xo. Téalloin f(z1) < f(xa), jos f on aidosti kasva-
va, ja f(x1) > f(z2), jos f on aidosti vihenevd. Kummassakin tapauksessa
f(x1) # f(xq), joten f on injektio.

"Vain jos”-suunta. Oletamme, ettd f on injektio, ja viitdmme, ettd se
on aidosti monotoninen. Kaytamme epasuoraa todistusta. Teemme vastao-
letuksen, ettd f ei ole aidosti monotoninen. Télloin on olemassa sellaiset
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T1,To,x3 € I, ettd o1 < 1o < x3 ja f(xe) < flz1), f(xs) tal f(zg) >
f(x1), f(x3). Jos yksikin yhtdsuuruus pétee, niin f ei ole injektio, joten
joko f(xg) < f(x1), f(xs) tai f(xzg) > f(x1), f(x3). Voimme rajoitukset-
ta olettaa edellisen, silla saamme jalkimmaisen palautetuksi siihen tarkas-
telemalla funktiota —f. Olkoon m pienempi luvuista (f(z1) + f(22))/2 ja
(f(z2) + f(x3))/2. Jatkuvana funktiona f saa vélilla |z1, z5] arvoikseen (ai-
nakin) kaikki vélin |f(z2), f(z1)] luvut ja valilld |xo, 23] valin | f(xe), f(x3)[
luvut. Koska m kuuluu kumpaankin véaliin ja koska namaé valit ovat erilliset,
f saa arvon m (ainakin) kahdella x:n arvolla. Siis f ei ole injektio, mik& on

ristiriidassa oletuksen kanssa. ]

Lause 4 Jatkuva funktio f : I — R, missa I on vdli, on surjektio, jos ja
vain jos se ei ole ylhddltda eikd alhaalta rajoitettu.

Todistus "Jos”-suunta. Olkoon y € R. Osoitamme, ettd on olemassa x €
R, jolle y = f(x). Oletuksen mukaan f saavuttaa jonkin y:td suuremman
arvon M ja jonkin y:td pienemmén arvon m. Jatkuvana funktiona f saa
kaikki vélin [m, M| arvot, erityisesti arvon y, koska se on talla valilla.

"Vain jos”-suunta. Surjektiona f saa kaikki reaaliarvot, joten tdméa suun-
ta on triviaalisti voimassa. ]

Esimerkki 2 Kuutiofunktio f : R — R : f(z) = 23 on injektio. Nimittéin
f'(z) = 3z% > 0 ja yhtasuuruus pétee vain yksittdisessi pisteessi r = 0,
joten f on aidosti kasvava. Téma funktio on myos surjektio, silld se on jat-
kuva ja saa mielivaltaisen suuria ja pienia arvoja, koska lim, ., f(z) = oo ja
lim, ,  f(z) = —oco. Méérittelemme, ettd kuutiojuurifunktio on fn kian-
teisfunktio f~! : R — R : & = 33, ja merkitsemme y = ¢/x & = = >

Harjoitustehtavia

31. Olkoon X = [2,00] ja Y = [0, o] Osoita, etta funktio
[ X =Y f(x)=2"—4x+4

on bijektio, ja maarita sen kaanteisfunktio.

32. a) Osoita, etta lause 3 ei ole voimassa, jos f:d4 ei oleteta jatkuvaksi.

b) Onko se silloin voimassa jompaankumpaan suuntaan?

33. Kuten edellinen tehtdva, mutta tarkastellaan lausetta 4.
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34

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Yleista esimerkit 1 ja 2 koskemaan potenssifunktiota f(x) = z™, missa
ayne€Zy,b)neZ._.

Joukon X (# 0) identtinen funktio on idy : X — X :idx(z) = .
a) Jos f: X — Y on funktio, niin mitd on i) foidy, ii) idy o f7
b) Jos f: X — Y on bijektio, niin mitd on i) fo f~1 i) f~' o f?

Téssé o tarkoittaa funktioiden yhdistamista.

Olkoot f: X — Y jag:Y — Z bijektioita. Osoita, etta
a) (f7)'=f, b)(gof)t=fTlog"

Anna esimerkki sellaisesta bijektiosta f : R — R, joka # idg ja jolle
f=r

Olkoon f : R — R bijektio. Mita voidaan sanoa kéyrista

a)y=f(z) ja x=f"(y), b)y=f() ja y=f"(2)

toisiinsa verrattuina?

Todista oikeaksi tai vaaraksi

a) Jos f ja g ovat bijektioita X — Y, niin my6s i) f + ¢, ii) fg on
bijektio X — Y.

b) Jos f on bijektio X — Y ja g on bijektio Y — Z, niin go f on
bijektio X — Z.

Joukko A on numeroituva, jos se on aérellinen tai jos on olemassa bi-
jektio A — Z,. Muulloin A on ylinumeroituva.

a) Osoita, ettd joukko Z on numeroituva. (Siis muodosta bijektio Z —
Zy.)

b) Selvité kirjallisuuden perusteella (esim. [1, 6, 9]), miten todistetaan,
ettd joukko i) Q on numeroituva, ii) R on ylinumeroituva.
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2 Funktion raja-arvo

2.1 Raja-arvon maaritelma

Sovimme, ettd (ellei toisin mainita) yhden muuttujan lausekkeen esittdméan
funktion f maarittelyjoukko My on laajin sellainen reaalilukujoukko, jossa
tdmé lauseke on madritelty. Jos esimerkiksi f(z) = 1/z, niin M; =R\ {0}.

Olkoon a € R ja r > 0. Pisteen (siis z-akselin pisteen) a r-sdteinen
ympdristé eli lyhemmin r-ymparisto on vali la—r, a+r|= {x € R||x—a| < r}.
Tamén pisteen oikeanpuolinen (vastaavasti vasemmanpuolinen) r-ympdaristo
on vali [a,a + r[ (vastaavasti Ja — r, a]).

Olkoon funktio f madritelty pisteen a eradssa ympéaristosséa téta pistetta
mahdollisesti lukuunottamatta. Havainnollinen maaritelmé sille, ettd funk-
tion f raja-arvo lim,_,, f(z) = b, on, ettd f(z) saadaan "mielivaltaisen la-
helle” b:té aina, kun x(# a) valitaan "tarpeeksi lahelta” a:ta. Toisin sanoen
f(z)m ja bn vilinen etdisyys | f(z) — b| saadaan télloin "mielivaltaisen pie-
neksi”.

Tasmallisen méaritelmén esittamista varten palautamme aluksi mieleen
pienimmaén yldrajan s = sup A epsilon-ominaisuuden: Kun € > 0 on annettu,
l6ytyy sellainen z. € A, ettd x. > s — . Havainnollisesti tdmé tarkoittaa
sitéd, ettd A:n alkioita on "mielivaltaisen ldhelld” lukua s. Voimme kirjoittaa
taméan myos muotoon (a) s — x. < €.

Jos s ei olekaan A:n ylaraja, niin sen, ettd A:n alkioita on "mielivaltaisen
lahella” s:a4, tasmallinen ilmaisu on muuten sama kuin edelld paitsi epayh-
talon («) tilalla on (5) |z. — s| < e. Jos s € A, niin triviaalisti z. = s kelpaa
kaikille e:lle. Jos s ¢ A, niin tilanne on kiinnostavampi, jolloin x. riippuu
e:sta. Talloin epayhtélo (f) tarkentuu muotoon 0 < |z, — s| < e.

Se, ettd f(z) saadaan "mielivaltaisen ldhelle” b:td, tdsmennetéén vastaa-
vasti. Nain saamme raja-arvolle seuraavan méaritelméan, jonka alkuosa on
tasmallinen. Kun € > 0 on annettu, on |f(z) — b| < ¢ aina, kun z(# a) on
"tarpeeksi lahella” a:ta. "Tarpeeksi lahelld” puolestaan tarkoittaa tasmaélli-
sesti, ettd = rajataan a:n tiettyyn ymparistoon, jonka sidde . riippuu yleen-
sé e:sta (mitd pienempi € sitd pienempi J.). Tdsmenndmme loppuosan talla
tavalla.

Funktion raja-arvo. Olkoon funktio f méaritelty pisteen a erddssa ym-
paristossa tatd pistettd mahdollisesti lukuunottamatta. Talld funktiolla on
pisteessi a raja-arvo lim, ,, f(x) = b, jos seuraavat toimenpiteet voidaan
aina tehda:

1. Valitaan mielivaltainen positiiviluku €.
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Funktion raja-arvo

2. Etsitdan sellainen positiiviluku J,, ettd kaikki ne x:n arvot, jotka to-
teuttavat kaksoisepéyhtalon 0 < |x — a| < d., toteuttavat myos epayh-
talon | f(z) — b| < e. Toisin sanoen

0<|z—a|l<d=|f(z)—b <e.

Y

Esimerkki 1 Osoita, etta

422 — 1
lim * = 2.
Tarkastelemme siis funktiota
422 — 1
flz) = o —1’

jolle My = R\ {3}. Koska 42 — 1 = (2z — 1)(2z + 1), voimme esittédd fmn
saannon myos muodossa

fl@)y=2z+1 (z#3).

Y

\

$

2+¢ ' ,/\\

! 4
| A\

|
|
|

2| - (EESEESRS - - - -
|
|
|
|

2—67
l
l
|
l
/ NI (i = X
! >+
(=] =21
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1. Valitsemme mielivaltaisen positiiviluvun €. Sama lyhyesti: Olkoon ¢ > 0.

2. Etsimme sellaisen positiiviluvun o, ettéa

0<|z—3|<de=1]22+1)—2[=]2r—1] <e.

Kyseessa ei ole sen kummempi asia kuin epayhtélon |2z — 1] < e ratkaisemi-
nen. Saamme (ilman ehtoa z # 3)

20 —1]<e = —e<2w—1<e &= —je<r—-1i<3e < |z—3|<3e

Etenemme tésséa ekvivalenssiketjussa oikealta vasemmalle ehdolla x # % Mei-
dén on korvattava epayhtalo |x — %| < %5 kaksoisepayhtélolla

1 1
Talloin ekvivalenssiketju muuttuu implikaatioketjuksi, josta saamme
O<|z—3|<3e = [2z—1]<e.

Siis 0. = %s kelpaa. Yhta hyvin kelpaa mika tahansa tata pienempi positii-
viluku.

Esimerkki 2 Osoita, etta

m+1_

My =
Funktion f(z) = (z + 1) jatkuvuudesta seuraisi triviaalisti, ettd té-
mé raja-arvo on f(5) = 3. Meilld on kuitenkin toistaiseksi kaytettavissé

vain raja-arvon madritelméd, joten todistuksen taytyy perustua siihen. Ol-
koon £ > 0. Etsimme vaadittavan J.:n. Vaikka se riippuu e:sta, on tapana
jattad alaindeksi kirjoittamatta ja siis merkita tata lukua d:1la. Koska

r—2>5
2

z+1
2

|z — 5]
2

<e <= |r—5| <2,

—3‘<5 <—

<

meille kelpaa § = 2¢, jolloin itse asiassa pétee yhtapitavyys

z+1

v — 5| <2 <=

—3‘<5.

Myos jokainen kaksoisepéayhtélon 0 < § < 2¢ toteuttava luku d kelpaa, jolloin

z+1

lz -5 <d =

—3'<5.
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3+eC )
gl ] % __________
3—¢€¢

Toispuoliset raja-arvot. Olkoon f nyt médritelty (ainakin) pisteen a
erddssé oikeanpuolisessa (vastaavasti vasemmanpuolisessa) ympéristossa té-
td pistettd mahdollisesti lukuunottamatta. Télla funktiolla on pisteessa a
otkeanpuolinen (vastaavasti vasemmanpuolinen) raja-arvo lim, ., f(x) = b

(vastaavasti lim,_,,_ f(z) = b), jos seuraavat toimenpiteet voidaan aina teh-
da.

1. Valitaan mielivaltainen positiiviluku e.

2. Etsitdan sellainen positiiviluku d,, ettd kaikki ne x:n arvot, jotka to-
teuttavat kaksoisepayhtdlon a < x < a+9. (vastaavasti a—o. < z < a),
toteuttavat myds epayhtalon |f(x) — b| < . Toisin sanoen

a<zr<a+d.=|f(z)—b<e

(vastaavasti
a—0.<zx<a=|f(z) -0 <e).

Tavanomaisessa méaédritelméssa "tarpeeksi lahella” tarkoittaa ehdon
0<|z—al<é:

toteutumista. Nyt rajoitumme niihin pisteisiin, jotka toteuttavat tamén eh-
don ja ovat a:n oikealla (vastaavasti vasemmalla) puolella. Nain saamme lie-
vemmét ehdot.

Esimerkki 3 Todista:

a) Raja-arvo

el ole olemassa.
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b) Vastaavat toispuoliset raja-arvot ovat

lim — =-1, lim L
r—0— |q;| z—0+4 |q:|

1.

Tarkasteltava funktio

k2 —1, kunz <0,
- 1, kunz > 0.

a) Teemme vastaoletuksen, ettd b = lim, ,o f(z) on olemassa. Valitsemme

raja-arvon médritelméssé € = 1, jolloin 16ytyy sellainen 6 > 0, etté
O0<|z—0]<d=|f(x)—b| <1

eli
r#O0N|z] <d=|f(z) = bl < 1.
Tama patee erityisesti luvuille x = +40/2, joten
o ) ) o
et — | — = — ) — —_— —= —) — — _— <
2= 1~ (-1 = 1F(3) ~ F(~I = f(§) ~ b+~ f(=3)| <
o o
) = b+ b= Fg < 141=2

(perustele yksityiskohdat), mika sisaltaa ristiriidan 2 < 2.

Y

|

<
I

5]

b) Olkoon € > 0. Olipa § > 0 miké tahansa, saamme

i<z <0 = |f(z) - (=) =(-) - (-1)[=0<g,

0<z<d = |f(x)=1)|=]1-1]=0<c¢,

mista vaitos seuraa.
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Harjoitustehtavia

41.

42,

43.

44.

45.

Todista:
a) Vakiofunktion f(x) = ¢ raja-arvo jokaisessa pisteessa on c.
b) Identtisen funktion f(z) = x raja-arvo pisteessé a on a.
Maaritéa raja-arvo

a) lim(z —2), b) lim 7z, c¢) lim (2z+1),

z—5 r——3 T——2

. .
d) I£@2(—3x+4), e) lim —.

r—2

Todista tulokset raja-arvon maaritelman perusteella.

Kuten edellinen tehtavéd, mutta tarkastellaan raja-arvoja
.3 -5z : :
) Jim, P2 b)), ) e )

. 2 .
d) glclir(l)l’, e) lim /.

z—0+

Olkoon funktio f maéaritelty pisteen a eradssa ympéristossa tata pistet-
td mahdollisesti lukuunottamatta. Todista: Jos f:1l& on raja-arvo pis-
teessd a, niin se on yksikésitteinen. Toisin sanoen: Jos lim,_,, f(x) = b
ja lim, ,, f(z) = ¢, niin b = ¢. Ohjeita: Tee vastaoletus, ettd b # c.
Valitse ¢ = %|b — ¢|. Talléin on olemassa sellaiset positiiviluvut d; ja ds,
etta

0<|z—al < = |f(z)—b] < i]b—,
0<|z—al <= |f(z)—c| <3]b—c
Merkitse 6 = min (d, d2). Kun 0 < |z — a| < J, saat ristiriidan. Miten?

Olkoon f kuten edella. Osoita, etté

lim f(z) = b,

T—ra

jos ja vain jos

lim f(z)= lim f(z)="0.

T—a+ T—a—
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46.

47.

48.

49.

50.

Olkoon f kuten edelld. Todista: Jos lim,_,, f(z) on olemassa, niin a:lla
on sellainen ymparisté (mahdollisesti a poistettuna), jossa f on rajoi-
tettu. Ohjeita: Olkoon b tdmé raja-arvo. Valitse raja-arvon méaéritel-
méssd € = 1. Osoita, ettéd 10ytyy sellainen a:n ympéristé (mahdollisesti
a poistettuna), jossa |f(z)| < |b] + 1.

Osoita, ettd raja-arvo

1
lim —
z—0

ei ole olemassa. Ohje: Néytd, ettd funktio f(z) = 1/z ei ole rajoitettu
missddn origon ymparistossa (josta on poistettu origo). Vaitos seuraa
silloin edellisesta tehtavasta.

Olkoon f kuten tehtdvéssd 44. Oletetaan, ettd b = lim, ,, f(z) on
olemassa. Todista:

a) Jos b > 0, niin pisteelld a on sellainen ympéristo, jossa (tatéa pistetté
mahdollisesti lukuunottamatta) f(z) > 0.

b) Jos b # 0, niin vastaavasti f(x) # 0.

Olkoot funktiot f ja g kuten tehtévéssé 44.
a) Todista epdyhtalon sdilymislause: Jos erdédssd a:n ympéaristossa (a:ta

mahdollisesti lukuunottamatta) on f(z) < g(x), niin

lim f(z) < lim g(z),

Tr—a T—a
mikéali namé raja-arvot ovat olemassa.

b) Anna esimerkki tapauksesta, jossa f(x) < g(z) tuossa ympéristossé,
mutta

lim f(z) = lim g(z).

T—a r—a

Perustelussa voit kdyttaa tavanomaisia raja-arvon laskusaantoja.

Anna esimerkki sellaisesta joukossa R maéaritellystd funktiosta, jolla
a) ei ole raja-arvoa missaan pisteessé,

b) on raja-arvo origossa mutta ei missddn muualla.
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2.2 Raja-arvon laskusaantoja

Olemme nyt méaritelleet funktion raja-arvon tasmaéllisesti, joten voimme to-
distaa sen tavanomaiset laskusaannot.

Lause 5 Olkoot funktiot f ja g mddaritellyt pisteen a € R erddssd ympdris-
tossa (paitsi mahdollisesti tassa pisteessd), ja olkoon

lim f(z) =0, limg(z)=d.

Tr—a r—a
Talloin ovat voimassa seuraavat saannot.
Summan raja-arvo on raja-arvojen summa

lim(f(z) + g(z)) =b+d.

r—a

Tulon raja-arvo on raja-arvojen tulo

lim f(x)g(x) = bd.

Tr—a

Tamdn eritkoistapaus on vakiotekijin siirtosdadanto

lim ¢f (x) = cb,

r—a

missd ¢ € R.

Osamddrdn raja-arvo on raja-arvojen osamdadrd

lim @ = é
wag(e) d

kun d # 0.

Todistus Todistamme summan ja tulon sdannot. Jatdmme osaméaran sdan-
non harjoitustehtavéksi (teht. 53).

Aloitamme summasta. Teemme ensiksi "suttupaperiversion”. Lihdemme
liikkeelle soveltamalla raja-arvon méaéritelméé funktioihin f ja g, jolloin voim-
me arvioida ylospain poikkeamaa e = |f(z) + g(x) — (b + d)|. Huomaamme,
ettéd se saadaan mielivaltaisen pieneksi, kun ollaan tarpeeksi lahella a:ta. Sit-
ten kirjoitamme todistuksen puhtaaksi ja siirrymme kasittelemaéan tuloa.

Summan suttupaperiversio. Olkoon € > 0. Raja-arvon maaritelman mu-
kaan on olemassa sellainen 6; > 0, ettd 0 < |[z—a| < §; = | f(z)—b| < e. Vas-
taavasti on olemassa sellainen do > 0, ettd 0 < |z —a| < §2 = |g(z) —d| < e.
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Olkoon § = min (d1, 7). Kun 0 < |[x—a| < 6, on |f(x)—b|] < eja|g(x)—b| < ¢,
joten kolmioepayhtélon perusteella

e = [f(x)+g(x)—(b+d)

= [f(z) = b+g(x) —d|

< |f(z) =bl+ |g(z) —d] <e+e=2e.
Emme siis saaneet e:ta raja-arvon méaritelméan mukaisesti pienemmaksi kuin ¢,
vaan sille tuli karkeampi ylaraja 2¢. Tama ei haittaa, silld mielivaltaisen pien-
té positiivilukua voidaan merkitd yhta hyvin 2e:1la kuin e:1la. On kuitenkin
tyylikkdampada muotoilla todistus niin, etta e tulee pienemmaksi kuin . Nain
kay, kun jarjestimme f(z):mn ja g(x):n poikkeamat raja-arvoistaan pienem-
miksi kuin %5. Teemme siten puhtaaksikirjoituksessa. Samalla lisiamme to-
distuksen luettavuutta kirjoittamalla térkeat kaavat omille riveilleen.

Summan lopullinen versio. Olkoon ¢ > 0. Raja-arvon maéaéritelman mu-
kaan on olemassa sellainen §; > 0, etta

0<|z—al <d = |f(z)—b]<ie
Vastaavasti on olemassa sellainen d, > 0, etté
0<|z—a|<d = |g(z)—d| < ie.
Olkoon
0 = min ((51, (52)
Kun 0 < |z —a| < 4, on |f(z) — b < e ja |g(z) — b] < 3¢, joten kolmio-
epayhtélon perusteella
@)+ g@) = (b+d)| = |f(@)— b+ g(z) —d]
< [f(@) =0 +|g(x) —d|
< ifetze=ec
Raja-arvon maéritelméan vaatimukset ovat siis toteutetut.

Tulon suttupaperiversio. Aloitamme kuten edelld, mutta nyt joudumme
arvioimaan poikkeamaa e = |f(x)g(z) —bd|. Summan tapauksessa padsimme
helposti eteenpain kolmioepayhtéalon avulla, mutta miten voimme nyt hyo-
dyntaa sité, etta | f(z)—b| < eja|g(z)—d| < e, kun 0 < |z—a| < min (dy,09)7
Meidéan on saatava tallaiset epayhtélot mukaan. Siksi lisidmme ja vihennédm-
me e:n itseisarvomerkkien sisélla luvun bg(x). Nain saamme

e = |f(x)g(x) —bd| = |f(x)g(x) = bg(x) + bg(x) — bd|
< [f(@)g(x) — bg(x)] + [bg(x) — bd|
= lg(@)|[f () — bl + [bllg(x) —dI.

28



Funktion raja-arvo

Jalkimmainen yhteenlaskettava on ongelmaton, mutta edellisessa taytyy péas-
ta eroon |g(z)|:ssd olevasta x:std. Tama onnistuu silla (teht. 46) loytyy sel-
lainen §y > 0, ettd 0 < |z —a| < & = |g(z)| < |d| + 1. Olkoot 4, ja
d kuten summan suttupaperiversiossa, ja olkoon ¢ = min (d, d1, o). Kun
0<|z—al<d,on

e < (|d| + 1)e + |ble = (|b] + |d| + 1)e,

ja (6] + |d| + 1)e saadaan mielivaltaisen pieneksi.

Tulon lopullinen versio. Tehtavin 46 perusteella on olemassa sellainen
0 > 0, etta
0<|z—al<d = |g(x)] <|d]+1.

Olkoon ¢ > 0. Raja-arvon madritelmén mukaan 16ytyy sellaiset d1,do > 0,
etta

9

5
— ) —d| < ————.
0<|zx—a|l <d = |g(z) |<2(|b|—|—1)

(Jos viimeinen nimittaja olisi 2|b|, niin tapaus b = 0 pitéisi kasitella erikseen.)
Olkoon § = min (dg, d1,92). Kun 0 < |z —a| <, on

[f(z)g(x) —bd| = [f(x)g(x) —bg(x) + bg(x) — bd|
< |f(@)g(x) = bg(x)] + [bg(x) — bd]

= lg(@)[|f(x) = bl + |bllg(x) — d|

€ €
< U+ Daga+p T Plag
< 15 + 15 =g,
2 2
miké oli todistettava. [ ]

Seurauslause 1 Olkoon a € R, ja olkoot p ja q polynomifunktoita. Tdlloin

. — nla im @ = M
glcll}}lp(l’) = p( )’ glc—m q(]}) Q(a)’

kun q(a) # 0.
Todistus Teht. 55. m
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Harjoitustehtavia

51.

52.

53.

54.

55.
56.

57.

58.

Osoita raja-arvon a) tdsmallisen madritelmén, b) laskusdantéjen pe-
rusteella, etta

. 2+z

lim = 1.

=092 — 1

Vakiotekijén siirtosddanté on helppo todistaa erikseen (siis pitdméatta
sitd tulon raja-arvon saannon erikoistapauksena). Miten?

Todista osamadran raja-arvon saanto. Ohjeita: Ensiksi totea (teht. 48b),
ettd g(x) # 0 erddssi a:n ympéristossa (paitsi mahdollisesti a:ssa). Toi-
seksi néayta, etta

im - — 1.
T—ra g(a’;)
Kolmanneksi kirjoita
flx) 1 d
SN T )
o /g

ja kayta tulon raja-arvon saantoa.

Olkoon a € R ja n € Z. Osoita, ettéd

lim 2" = a”",
r—a

kun a # 0 tapauksessa n < 0. Ohje: Kaésittele ensin tapaus n > 0
induktiolla ja sitten tapaus n < 0 osamaéréin raja-arvon saannollé.

Todista seurauslause 1.

Lause 5 péatee myos toispuolisille raja-arvoille. Miten sen todistusta on
talloin muutettava?

Olkoon a € R . Osoita, etté

lim /= = v/a.
Ohje: Arvioidessasi poikkeamaa |\/z — /a| lavenna (\/x + v/a):lla.
Olkoon a € R. Osoita, etté

lim |z| = |al.
Tr—a

Ohje: Arvioidessasi poikkeamaa ’\:1:| - ]a\‘ kéytéd kolmioepéyhtalon edel-
lista osaa.
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59. Maaritd raja-arvo (mikali se on olemassa)

TTz—1 St el -1
e by fim VAL

a) lim Y- 272
z—0 €T z—0 €T

60. Olkoot funktiot f ja g madritellyt pisteen a € R eradssid ympéristossé
(paitsi mahdollisesti a:ssa), ja olkoon

lim f(z) =b, limg(z)=0.

r—a r—a

a) Todista: Jos b # 0, niin raja-arvo
f(z)

lim ——=
T—a g(x)

el ole olemassa.

b) Jos b = 0, niin mitd voidaan sanoa tésté raja-arvosta vai voidaanko
mitaan?

2.3 Epaolennaiset raja-arvot

Raja-arvon tasmaéllisessd madritelméssa meidén piti selvittad, mité tarkoitta-
vat "saadaan mielivaltaisen ldhelle” ja "on tarpeeksi lahella”. Kun nyt maarit-
telemme epéolennaiset raja-arvot tasmallisesti, meidan on selvitettava, mitéa
tarkoittavat "saadaan mielivaltaisen suureksi (vastaavasti pieneksi)” ja “on
tarpeeksi suuri (vastaavasti pieni)”.

Olkoon funktio f méaritelty pisteen a erddssd ymparistossa paitsi mah-
dollisesti téssd pisteessd. Se, ettd lim, ., f(x) = oo, tarkoittaa havainnol-
lisesti sitd, ettd f(x) saadaan mielivaltaisen suureksi, kun ollaan tarpeeksi
lahella a:ta. "Tarpeeksi lahelld” oleminen on meille jo tuttu. Se, ettd f(x)
saadaan "mielivaltaisen suureksi”, puolestaan tarkoittaa sita, ettd f(x) saa-
daan suuremmaksi kuin miké tahansa annettu positiiviluku. Nain saamme
seuraavan méaritelmén.

Raja-arvo direton. Olkoon funktio f madritelty pisteen a eradssé ym-
péristossa tatd pistettd mahdollisesti lukuunottamatta. Talld funktiolla on
pisteessa a epdolennainen raja-arvo adreton, lim, ,, f(x) = 0o, jos seuraavat
toimenpiteet voidaan aina tehda:
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1. Valitaan mielivaltainen positiiviluku m.

2. Etsitdéan sellainen positiiviluku 9,,, ettd kaikki ne x:n arvot, jotka to-
teuttavat kaksoisepayhtalon 0 < |x —al < d,,, toteuttavat myos epayh-
talon f(x) > m. Toisin sanoen

0<|z—a|l <bén = f(z)>m.

Funktiolla f on tédssé pisteessd epdolennainen raja-arvo miinus ddreton,
lim, ,, f(z) = —o0, jos —f:lld4 on siind raja-arvo daretén. Voimme jattaa
sanan “epédolennainen” pois, ellei vaarinkasityksen vaaraa ole. Vaikka siis
voidaan puhua raja-arvoista lim,_,, f(z) = oo ja lim,_,, f(x) = —o0, taytyy
muistaa, ettei f:11a téalloin ole raja-arvoa pisteessé a.

Toispuoliset epaolennaiset raja-arvot adreton ja miinus adreton maaritel-
laan vastaavasti toispuolisten ympaéristdjen avulla.

Esimerkki 1 Osoita, etté

1 1
a) lim =00, b) lim =00, c¢) lim
z—2 |x—2| =2+ 1 — 2 T—=2—  —

a) Olkoon m > 0. Kun = # 2, on

1 1
>m <= 0<|z—-2| < —,
|z — 2| m

joten 9, = % kelpaa. Yhtd hyvin kelpaa mika tahansa tatéd pienempi posi-
tiiviluku, jolloin ekvivalenssin tilalla on implikaatio oikealta vasemmalle.
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b) Kun z > 2, on

1 1
>m <<= 0<r—-2< — <= 2< <2+ —,
T — 2 m m

joten 6, = % kelpaa nytkin.

i
Yy 1
I
! N
coly
I
I I
: =
I
I
I
y=m i
| \
I
i
2 2+2L &
c) Tapa 1. Yhtéapitdva viite on, ettd
. 1
lim = 00.
z—=2— Q2 — ¢

Sama §,, kelpaa. Kun x < 2, on néet

1 1
>m <= 0<2—20< — <= 2——<zx <2
— T m m

Tapa 2. Yhtapitdva véite on, ettd 1/(z — 2) saadaan mielivaltaisen pie-
neksi, kun ollaan tarpeeksi lahelld pistettd x = 2 ja sen vasemmalla puolella.
Olkoon m < 0. Kun = < 2, on

1 1

<m < ——— > —m.
Tr— 2 2—x
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Jatketaan kuten edelld, mutta kirjoitetaan m:n paikalle luku —m = |m)|.

D —

.

1
Y= \

1
m

!

Tarkastelemme seuraavaksi raja-arvoa dédrettoméssa. Olkoon funktio f
madritelty kaikilla tiettya lukua suuremmilla z:n arvoilla. Se, etté
lim f(z) =0,

tarkoittaa havainnollisesti sitd, ettd f(x) saadaan mielivaltaisen ldhelle b:ta,
kun x on tarpeeksi suuri. Tasmaéllinen maéritelma on siis seuraava.

Raja-arvo darettomassa. Olkoon funktio f madaritelty kaikilla tiettya
lukua suuremmilla z:n arvoilla. Talla funktiolla on ddrettomdssd epdolennai-
nen raja-arvo b, lim, ., f(z) = b, jos seuraavat toimenpiteet voidaan aina
tehda.

1. Valitaan mielivaltainen positiiviluku e.

2. Etsitadn sellainen positiiviluku z., etté kaikki ne z:n arvot, jotka toteut-
tavat epayhtdlon = > x., toteuttavat myos epayhtalon |f(x) — b| < e. Toisin
sanoen

x>z, = |f(z) —bl <e.
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Funktion raja-arvo

Funktiolla g(z) = f(—=z) on talléin miinus ddrettémdssd epiolennainen raja-
arvo b, lim,_, o, g(z) = b.

Jos lim, o f(x) = lim,, o f(x) = b, niin merkitsemme lyhyesti

lim f(x) = 0.

r—300

Esimerkki 2 Osoita, etta

. 2
11m =
z—too g+ 1

Olkoon ¢ > 0. Tarkastelemme epéyhtaloa

2
z+1

—2'<€

eli

<e,
|z 4+ 1

jonka saamme vield muotoon
2
|z + 1] > —.
€
Kun z > —1, on
2 2 2
|x+1|>g = :c+1>g = a:>g—1.

Néin ollen x. = 2/ — 1 kelpaa osoittamaan, etté

Kun z < —1, on puolestaan
2 2 2
lz+1>- <= —r-1>- <= < ——-—1.
€ 9 9

Valitsemalla . = —2/¢ — 1 ndemme siis, ettd

. 2
lim =
z——oo 1 + 1
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m==l

Meidén on viela méaariteltdava epaolennaiset raja-arvot

lim f(z)= 400

r—+o00

(teht. 61).

Harjoitustehtavia

61. Maarittele tasmallisesti se, etta

a) lim f(z) =co, D) lim f(x) = —oc,

c) lim f(z)=o00, d) lim f(z)=—o0.

T——00 T—r—00

62. Todista:
a) Vakiofunktiolle f(x) = ¢ on lim, ,41., f(z) = c.

b) Identtiselle funktiolle f(z) = x on lim, .4, f(z) = Foo, missi
ylemmat merkit vastaavat toisiaan ja samoin alemmat.

63. Madrita epaolennainen raja-arvo
a) lim —, b) lim —, ¢) lim —, d) lim 2%
=0+ 1 z—0— T—Foo r—+o0

Todista tulokset méaritelman perusteella.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Kuten edella, mutta tarkastellaan raja-arvoja

. 1 ) 1
)l oo P =

Kuten edella, mutta tarkastellaan raja-arvoja

222 . 212 . 2x

, b) lim , ¢) lim .
1 z——oco ¢ + 1 |

Todista: Jos funktiolla on raja-arvo dérettémaéssé, niin se on yksikésit-
teinen. Vrt. teht. 44.

Olkoon funktio f méaéritelty kaikilla tiettyd lukua suuremmilla x:n ar-
voilla. Oletetaan, ettd b = lim,_,o, f(z) on olemassa. Todista:

a) Jos b > 0, niin on olemassa sellainen z > 0, etta
r > xy = f(x) > 0.

b) Jos b # 0, niin vastaavasti f(z) # 0.
Vrt. teht. 48.

Olkoot funktiot f ja ¢g madritellyt kaikilla tiettyad lukua suuremmilla
x:n arvoilla.

a) Todista: Jos f(z) < g(x) kaikilla néilla arvoilla ja jos raja-arvot
lim, . f(z) = b jalim, ,, g(z) = c ovat olemassa, niin b < c.

b) Anna esimerkki tapauksesta, jossa f(z) < g(x) kaikilla nailla ar-
voilla, mutta b = c.

Vrt. teht. 49.

Kuten teht. 68a, mutta a) ¢ = oo, b) b = —oo. (Médérittele, etta
—00 < x < oo kaikilla z € R.)

Olkoon funktio f méaéritelty kaikilla tiettyd lukua suuremmilla z:n ar-
voilla, ja olkoon A sen arvojoukko.

a) Todista: Jos f on kasvava ja rajoitettu, niin lim, . f(z) = sup A.

b) Mita tapahtuu, jos f on kasvava mutta ei rajoitettu?
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2.4 Epaolennaisten raja-arvojen laskusaantoja

Vaikka merkinnoéilla lim, ., f(z) = +oo ja lim, 1 f(z) = b on sisélto,
"aareton” oo ja "miinus aareton” —oo eivat ole reaalilukuja, eivatkd ne
sellaisinaan tarkoita toistaiseksi mitadn. Kuitenkin olemme jo huomanneet
(teht. 69), ettd maarittelemalld —oo < x < oo kaikilla z € R saamme epayh-
talon sailymislauseen pateviksi myos raja-arvon ollessa oo tai x:n ldhestyes-
sa "lukua” +o00. Vastaavasti osoittautuu, etta méarittelemélld naiden "luku-
jen” ja reaalilukujen valiset laskutoimitukset sopivasti saamme raja-arvon
laskusdannot péateviksi myos epaolennaisille raja-arvoille.

Taydennetty reaalilukujoukko. Joukko R = R U {c0} U {—oc} on
taydennetty reaalilukujoukko, kun luvut ddreton oo ja miinus dadreton —oo
(eli "aarettomat”) médritelladn seuraavilla aksioomilla.

(i) Yhteenlasku reaalilukujen kanssa. Kaikilla a € R on

at+oco=00+a=00, a+(—00)=(—c0)+a=—00.

(ii) Kertolasku reaalilukujen kanssa. Kaikilla a € R, on
a-00=00-a=00, a-(—00)=(—00) a=—o0.
Kaikilla ¢ € R_ on
a-00=00-a=—00, a-(—00)=(—00)-a=o0.
Kertolaskut 0 - (+00) ja (£o0) - 0 jitetddn mééritteleméatta.

(iii) Reaaliluvun jakaminen ddrettomilla. Kaikilla @ € R on

L _ 2 _y
0o —00
(iv) Adrettomien yhteenlasku.
00+ 00 =00, (—00)+ (—0)=—00.

Yhteenlaskut oo 4+ (—00) ja (—00) + oo jatetadan médritteleméatta.

(v) Adrettomien kertolasku.
00 - 00 = (—00) - (—00) = 00, 00 (—00) = (—00) - 00 = —00.

Jakolaskut (£o00)/(+00) jatetadn madrittelematta.
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Yleistdessamme raja-arvon laskusaannot epaolennaisille raja-arvoille ope-
roimme tdydennetyssé reaalilukujoukossa R, joten meidén téytyy mééritel-
la pisteiden oo ympéristot. Kun r € R, pisteen oo r-ympdristé on vali
Jr,00] = {x € R|x > r}. Vastaavasti pisteen —oo r-ympiristd on [—oo, —r[=
{r € R|z < —r}. (Miksi emme voi kutsua r:44 niiden ympéristojen siteek-
si?)

Yleistémme nyt lauseen 5.

Lause 6 Olkoot funktiot f ja g mddritellyt pisteen a € R erddssd ympdris-
tossa (paitsi mahdollisesti tassa pisteessd), ja olkoon

lim f(z) =0, limg(z)=4d,

T—ra r—ra

missd b,d € R. Tdlloéin ovat voimassa seuraavat sadnnot.

Summan raja-arvo on raja-arvojen summa

lim(/(z) + gla)) = b+,
kun {b,d} # {—00,00}.
Tulon raja-arvo on raja-arvojen tulo

li £(x)g(x) = b
kun {b,d} # {0,—00},{0,00}. Tdmdn erikoistapaus on vakiotekijin siirto-
saanto

lim cf(x) = cb,

T—a

kun {ba C} 7£ {07 _OO}, {O, OO}
Osamddran raja-arvo on raja-arvojen osamddard
flx) _ b

lim Y = 2
e g(x)  d

kun {b,d} < {—o00,00} ja d # 0.

Todistus Kukin luvuista a, b ja d voi olla reaaliluku, aéreton tai miinus aa-
reton, joten jokaisen sdannon todistuksessa pitdisi periaatteessa kayda lapi
melkein 3% = 27 eri vaihtoehtoa (miksi "melkein”?). Kaytinnossia monet vaih-
toehdot muistuttavat toisiaan siind méarin, etta riittaa késitella vain joitakin
niista. Todistamme summan saannon tapauksissa a,b € R, d = oo ja a = 00,
b,d € R. Késittelemme pari muuta tapausta harjoitustehtéavané (teht. 71).
Jatdmme tulon ja osamadran sddnnot harjoitustehtéviksi (teht. 72-73).
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Tapaus a,b € R, d = co. Vaitdmme siis: Jos
lim () =b ja lim g(z) = oo,

niin

lim(£(2) + g(z)) = o0.
Olkoon m > 0. Koska lim,_,, f(z) = b, on olemassa sellainen §; > 0, etté
0<|z—a|l < = |f(r)—b <lelib—1< f(z) < b+ 1. (Valitsemme
siis raja-arvon mééritelméssia ¢ = 1.) Koska lim,_,, g(x) = oo, on olemassa
sellainen 0y > 0, ettd 0 < |x — a| < 03 = g(x) > m — (b —1). (Kirjoitamme
siis epéolennaisen raja-arvon mééritelméssd m:n paikalle luvun m — (b—1).)
Olkoon § = min (d1,d2). Kun 0 < |z —a| < 6, on

f@)+gx)>Ob-1)+m—(b-1)=m,

joten vaitos seuraa epaolennaisen raja-arvon madritelmésta.

Tapaus a = oo, b,d € R. Olkoon ¢ > 0. Koska lim, ,, f(z) = a ja
lim, o g(x) = b, on olemassa sellaiset z1, xo > 0, etta

T > = |f(m)—b|<§, I |g(x)—d]<§.

Olkoon xy = max (x1,22). Kun x > zy, molemmat epayhtélot ovat toteute-
tut. Jatkamme kuten summan tavanomaisen sddnnon todistuksessa (s. 28).
n

Harjoitustehtavia
71. Todista summan epéaolennaisen raja-arvon saanto tapauksessa

a)a,beR, d=—-o00, b)a=b=d= 0.

72. Todista tulon epaolennaisen raja-arvon saanto kahdessa sellaisessa lu-
kuja a, b ja d koskevassa tapauksessa, joissa ainakin yksi naista luvuista
on Foo.

73. Péteeké osamédran raja-arvon sddnnon todistus (teht. 53) epéolennai-
sille raja-arvoille?

74. Olkoon a € R ja lim,_,, f(z) = o0, lim,_,, g(z) = —oco. Anna esimerkki
tapauksesta, jossa raja-arvo lim, ,,(f(z)+ g(z)) a) on olemassa, b) ei
ole mutta on epdolennaisena raja-arvona, c) ei ole edes epéolennaisena.
(Siksi 0o 4 (—o0) kannattaa jattda madritteleméatta. )
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75.

76.

e

78.

79.

80.

Olkoon a € R ja lim,_,, f(z) = 0, lim,_,, g(x) = co. Anna esimerkki
tapauksesta, jossa raja-arvo lim,,, f(z)g(z) a) on olemassa, b) ei ole
mutta on epédolennaisena raja-arvona, c) ei ole edes ep#olennaisena.
(Siksi 0 - oo kannattaa jattaa mairittelematta.)

Olkoon a € R ja lim,_, f(z) = lim,_,g(z) = oco. Anna esimerkki
tapauksesta, jossa raja-arvo lim,_,, f(z)/g(z) a) on olemassa, b) ei ole
mutta on epédolennaisena raja-arvona, c) ei ole edes epéolennaisena.
(Siksi 0o/o0 kannattaa jattad méérittelemétta.)

Olkoon n € Z. Maarita

a) lim 2", b) lim 2"
T—00 T——00

Mité tapahtuu toisen asteen yhtalon
ar® +br+c=0

ratkaisuille, kun a — 07

Osoita, ettd hyperbelin

2 2
z
A
a? b
asymptootit ovat suorat
b
Yy==+—-x
a

Olkoon m,n € Z., ag, ..., am, by, ..., b, € R, ap,, b, # 0. Maarité

. Qo+ a1+ ap ™
lim
z—=—00 by + byx + - - + bx™

a) lim ap + a1z + -+ apx™
=00 by + byx + - - - + b

Y
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3 Funktion jatkuvuus

3.1 Jatkuvuus

Maariteltydimme raja-arvon tasméllisesti voimme maéritella myos jatkuvuu-
den siten. Olkoon funktio f mééritelty pisteen a erdéssid ympéristossia. Se
on jatkuva pisteessd a, jos lim, . f(x) on olemassa ja lim, ., f(x) = f(a).
Toisin sanoen kaikilla € > 0 on olemassa sellainen 6, > 0, etta

[z —a] <d. = [f(x) = fla)] <&

(Implikaation alkuosa eroaa raja-arvon mééritelmén vastaavasta osasta 0 <
|z — a| < d, silld nyt fm téytyy olla mééritelty a:ssa, kun taas raja-arvon
mééritelméassa niin ei tarvitse olla.) Muulloin f on epdjatkuva pisteessi a.
Kuitenkin lahtokohdan (f on madritelty a:mn erddssd ympéaristossa) téytyy
olla voimassa. Muussa tapauksessa f ei ole jatkuva eikéd epéajatkuva a:ssa.

Toispuolinen jatkuvuus méaaritelladn vastaavasti toispuolisilla raja-arvoilla.
Talloin riittad, ettd f on maaritelty a:n erddssa toispuolisessa ympéristossa.

Olkoon nyt funktio f maéaritelty joukossa S, joka on véli tai voidaan
esittda valien yhdisteena. Tamé funktio on jatkuva joukossa S, jos se on jat-
kuva S:n jokaisessa pisteessi. Jos kuitenkin f on maééritelty vain kyseisen
pisteen jommallakummalla puolella, niin riittda vastaava toispuolinen jatku-
vuus. Funktio f on epdjatkuva joukossa S, jos se ei ole siind jatkuva (mutta
on maééritelty).

Jos funktio f on jatkuva koko maérittelyjoukossaan, niin sanomme ly-
hyesti, ettd se on jatkuva. Muulloin f on epdjatkuva.

Lause 7 Olkoot funktiot f ja g jatkuvia pisteessi a. Tdlloin funktiot |f|,
f+ g, ja fg ovat siind jatkuvia. Jos lisiksi g(a) # 0, niin myds f/g on
jatkuva tdssd pisteessd.

Todistus Lause seuraa raja-arvon vastaavista ominaisuuksista (teht. 58 ja
lause 5). n

Lause 8 Jatkuvan bijektion kddanteisfunktio on jatkuva.

Todistus Riittdéd (miksi?) tarkastella tapausta, jossa f on avoimella valilld [
maééritelty bijektio (arvojoukolleen f(I)). Télloin f on aidosti monotoninen
(lause 4). Voimme olettaa, ettd se on aidosti kasvava (ellei, tarkastelemme
— f:d4). Talloin myos f~! on aidosti kasvava (teht. 81). Olkoon b € f([I).
Osoitamme, ettd f~! on siind jatkuva.
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Merkitsemme a = f~1(b) jax = f~!(y) (elib = f(a) jay = f(z)). Olkoon
€ > 0 niin pieni, ettd a £ ¢ € I, ja olkoon

51:b—f(a—€), 52:f(a—|—5)—b.
Aidon kasvavuuden perusteella
b—6 < f(z)<b+d <= a—ec<zx<a+e

eli

b—0<y<b+dy < fb)—ec<fly) <f ) +e

Olkoon ¢ = min (d1,d2). Kun |y — b|] < §, vasemmanpuolinen kaksoisepéyh-
tdlo on voimassa. Kirjoitamme oikeanpuolisen kaksoisepayhtalon muotoon
I/~ (y) — f1(b)| < . Ndin saamme

ly—bl<d = |f'(y)—f0b)| <e,

ja vaitos seuraa.

~
&
Yy //"\/
Y
b+ 0
b
b— 01
a—¢ a a—+¢€ X

Lause 9 Jatkuvien funktioiden yhdistetty funktio on jatkuva.

Todistus Oletamme, ettd funktio f on jatkuva pisteessd a ja funktio g on
jatkuva pisteessia b = f(a).Vaitdmme, etta funktio go f on jatkuva pisteessa a.
Olkoon ¢ > 0. Funktion g jatkuvuuden perusteella on olemassa sellainen
0 > 0, etta

ly—bl <0 = |g(y) —g(b)| <e.

Sovellamme seuraavaksi jatkuvuuden maaritelmaa funktioon g niin, etta maa-
ritelméassé olevan e:n paikalla on asken loydetty 0. Taten 16ytyy sellainen
n > 0, etta

[z —al <n = |f(z) = fla)] <0
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Merkitsemme y = f(z). Kun |z — a| < 7, on edellisten implikaatioiden pe-
rusteella

[(go f)(z) = (g0 flla)| =lg9(f(x)) — g(f(a))] = |g(y) — g(b)] <,

joten vaitos seuraa. |

Harjoitustehtavia

81. Osoita, ettd aidosti kasvavan funktion kdénteisfunktio on aidosti kas-
vava.

82. Osoita, ettd Dirichlet’n funktio (s. 16) on kaikkialla epajatkuva.

83. Mita voidaan sanoa pisteen a eradssé ymparistossa méaritellysta funk-
tiosta f jolle pétee: On olemassa sellainen 6 > 0, etté kaikilla € > 0

v —al <0 = |f(z) — f(a)| <e?

84. Voiko a) kahden epéjatkuvan, b) jatkuvan ja epajatkuvan funktion
i) summafunktio, ii) tulofunktio, iii) yhdistetty funktio olla jatkuva?

85. Anna esimerkki sellaisesta epajatkuvasta funktiosta, jonka itseisarvo-
funktio on jatkuva.

86. a) Todista: Jos funktio f on jatkuva ja positiivinen pisteessi a, niin
talla pisteelld on sellainen ymparisto, jossa f on positiivinen.

b) Kuten edelld, mutta sana "positiivinen” korvataan sanoilla "nollasta
eroava’”. Vrt. teht. 48.

87. Olkoon funktio f méaéritelty pisteen a erddssa ympéristossa, ja olkoon
funktio g madritelty pisteen f(a) erddssd ymparistossd. Todista: Jos
lim,_,, f(z) on olemassa ja g on jatkuva f(a):ssa, niin

lim g(f(x)) = g(lim f(x)).

r—a r—a

Talloin siis "limes ¢:std on ¢ limeksesta”.
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88.

89.

90.

Olkoon funktio f maéritelty valilla 1.

a) Todista: Jos
[f(u) = f(0)] < |u—v|

kaikilla u,v € I, niin f on jatkuva.

b) Péiteekd "vain jos”-suunta?

Olkoon funktio f maéritelty avoimella valilla 1.
a) Todista: Jos f on jatkuva, niin

lim(f(z+h)— f(x—h))=0

h—0
kaikilla x € I.

b) Pateekd "vain jos”-suunta?

Olkoon f joukossa R maéritelty funktio, joka on jatkuva origossa ja
toteuttaa muualla epayhtalon

@) <

x|

Todista, ettd f on rajoitettu.

3.2 Tasainen jatkuvuus (%)

Olkoon funktio f mééritelty pisteen a erddssid ympéaristossid. Se on jatkuva
tasa pisteessa, jos:

(A) Kaikilla € > 0 on sellainen 0. > 0, ettd

|z —a < 0. = [f(x) = fa)] <e.

Siis 0. saa riippua e:sta. Mutta enté jos se ei saa riippua eli jos saman d:n on
kelvattava kaikille e:1le? Toisin sanoen:

(B) On sellainen 6 > 0, ettd kaikilla € > 0 pdtee

lr —al <0 = |f(z) — f(a)| <e.

Jos (B) on voimassa, niin erityisesti

£(2) - f(a)] < i n=123. .
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aina, kun |z — a|] < 6. Annamme n — oo, jolloin epayhtélon sdilymislauseen
(teht. 68a) mukaan |f(z) — f(a)] =0 eli

(B") f(x) = f(a) aina, kun |z —a|] < 4.
Toisaalta selvisti (B’)=-(B). Néin ollen ehto (B) on toteutettu, jos ja vain
jos f on vakio a:n erddssa ympéaristossa.

Ehto (B) on vahvempi kuin (A). Toisin sanoen (B) voi olla epétosi vaikka
(A) olisi tosi. Yleensékin lauseesta "Kaikilla ...on sellainen ..., ettd ...”

muutettu lause "On sellainen ..., etta kaikilla ... pétee ...” on useimmiten
alkuperéista lausetta vahvempi mutta voi myos olla sen kanssa yhtapitava.

Esimerkki 1 Lause "Kaikilla € R on sellainen y € R, ettd z +y = 0" on
tosi, silla y:ksi kelpaa —z. Sen sijaan lause "On sellainen y € R, etta kaikilla
x € R pétee x +y = 0” on epétosi (miksi?).

Esimerkki 2 Lause "Kaikilla x € R on sellainen y € R, etta zy = 0” on tosi,
silld y:ksi kelpaa 0. Se ei riipu z:sté, joten myos lause "On sellainen y € R,
ettéd kaikilla x € R patee zy = 0” on tosi.

Tarkastelemme nyt funktiota f, joka on jatkuva vélilla I. Tama véli voi
olla avoin, puoliavoin tai suljettu. Se voi myo6s olla dareton. Olkoon € > 0 ja
x € I. Koska f on jatkuva z:ssé, 16ytyy sellainen . , > 0, ettd

|t_x| <6€,9: - |f(t)—f($)| <é&.

(Jos I on suljettu vasemman péétepisteensé osalta ja jos x on tdméi piste, niin
epéyhtélon [t—z| < J., tilalla on t < x40, .. Vastaavasti oikean paétepisteen
tapauksessa siind on ¢ > x —J. ,.) Siis J. , saa riippua paitsi :sta myds x:sté.
Saattaa kuitenkin kayda niin, etta sama o, , kelpaa kaikille z:lle eli riippuu
vain e:sta. Talloin saamme tavanomaista jatkuvuutta vahvemman kéasitteen.

Funktion tasainen jatkuvuus. Olkoon f kuten edelld. Se on valilla I
tasaisesti jatkuva, jos seuraavat toimenpiteet voidaan aina tehdé:

1. Valitaan mielivaltainen positiiviluku e.
2. Etsitddn sellainen positiiviluku o, ettd voidaan jatkaa seuraavasti.
3. Valitaan valiltd I mielivaltainen luku .

4. Kaikki ne arvot t € I, jotka toteuttavat epayhtédlon |t — x| < d., to-
teuttavat myos epayhtalon |f(t) — f(z)| < . Toisin sanoen

|t —al <de = [f(t) = f(@)] <e.

(Paatepisteen tapauksessa menetelladn kuten edell4.)
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flre)+eo-— -
f(l”z) 77777777777777777

fl@e) —eQ-—---oommmm -
f(fE1)+sI

flz1) 9=
fl@) —eQ-------

O—O

| |

| |

| |

| &
8 8 8 8
- — - [ V]

I + I
o] o] o]

™

3

m

3

Esimerkki 3 Osoita, ettd funktio f(x) = 2% a) on tasaisesti jatkuva jokai-
sella dérelliselld valilla 7, mutta b) ei ole millaan aarettomalla valilla 1.

a) Koska [ on é&érellinen, 16ytyy sellainen m > 0, ettd I C] — m,m][.
Olkoon € > 0. Kaikilla x,t € I

f(t) = f@)| = |t — 27| = [t + 2t — 2 < (|t] + |2])]t — 2| <
(m4+m)|t — x| =2m|t — x| < e,

kun
It —z| < .
om’
Naéin ollen
5. €
2m

kelpaa (kuten myo6s miké tahansa sitd pienempi positiiviluku. Meidén ei téssé
tarvitse korostaa indeksilla 0:n riippuvuutta e:sta, silla se nakyy muutenkin.)

Y
(—m,m?) (m,m?)
o
&
/
S
o T
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Funktion jatkuvuus

b) Koska I in dareton, se sisiltdéd itseisarvoltaan mielivaltaisen suuria
lukuja. Koska f(—x) = f(z), voimme sopia, ettd se sisdltdd mielivaltaisen
suuria lukuja. Olkoon ¢ > 0. Osoitamme, etté olipa se miten pieni tahansa,
1oytyy sellaiset z,t € I, ettd |t — x| < § mutta |f(t) — f(z)] > 1. Télléin
tasaisen jatkuvuuden ehto ei pade tapauksessa ¢ = 1. Kun

11
r= b=t
on |t — x| < §, mutta
1 d0y2 1 52
10 - 5@ = 50 - o) = (G40 - L1 2

Itse asiassa f:n arvojen erotus d:n pituisella vélilld saadaan (miten?) mieli-
valtaisen suureksi olipa ¢ miten pieni tahansa. (Teknisista syistd z-akselin
suunta on kuviossa alaspéin ja y-akselin oikealle.)

Edellisessa esimerkisséd funktio on tasaisesti jatkuva &arelliselld valilla
mutta ei adrettomalla vélilla. Seuraavassa esimerkissa kédy painvastoin.

Esimerkki 4 Osoita, etta funktio f(z) = 1/ a) on tasaisesti jatkuva vélilla
I = [1, 00[, mutta b) ei ole vililld I =]0, 1].
a) Olkoon ¢ > 0. Kaikilla x,t > 1

r—t
xt

76~ @l =3~ 2| =)

| <lz—t|=|t—a| <e,

kun |t — x| < e. Siis § = ¢ kelpaa.
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b) Olkoon ¢ > 0. Koska vain pienet d:n arvot ovat kiinnostavia, voimme
rajoittaa d < 1, jolloin §,6/2 € I. Menettelemme vastaavasti kuin edellisen
tehtavan b-kohdassa. Kun

Esimerkissa 3b véli I on aareton. Esimerkissa 4b se on aérellinen, mutta
funktio f on rajoittamaton. Johtuuko ei-tasainen jatkuvuus aina jommasta-
kummasta syysta? Ei johdu, silla jatkuva ja rajoitettu funktio voi olla darelli-
selld valilla ei-tasaisesti jatkuva (teht. 100). Néin ei kuitenkaan kay, jos vili on
suljettu. Siis jatkuva funktio on suljetulla vélill4 tasaisesti jatkuva (lause 36).

Harjoitustehtavia

91. Olkoon
H ={hra Ay, hra Ay, ..., hra A,}, R={rvaA;, rvad,, ..., rvad,}.

Jos x ja y ovat keskenddn naimisissa, niin merkitddn xNy. Onko lause
a) Kaikilla x € H on sellainen y € R, ettd Ny,
b) On sellainen y € R, etta kaikilla x € H pétee 2Ny
tosi vai epétosi?
92. Onko lause
a) Kaikilla € R on sellainen y € R, etta z > v,
b) On sellainen y € R, etta kaikilla z € R pétee z > v,
¢) Kaikilla z € R on sellainen y € R, etta |x| > |y,
d) On sellainen y € R, etta kaikilla z € R pétee |z| > |y|
tosi vai epéatosi?

93. Olkoon f valilla I jatkuva funktio ja olkoon J tamén véilin osavali.
Todista:

a) Jos f on tasaisesti jatkuva valilld I, niin se on tasaisesti jatkuva
valilla J.
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Funktion jatkuvuus

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

b) Jos f ei ole tasaisesti jatkuva vélilla J, niin se ei ole tasaisesti jatkuva
valilla 1.

Osoita, etta a) vakiofunktio f(z) = ¢, b) identtinen funktio f(z) = x
on tasaisesti jatkuva joukossa R.

Osoita, ettd funktio f(z) = z*
a) on tasaisesti jatkuva jokaisella dérellisella valilla,

b) ei ole tasaisesti jatkuva milladn darettomalléd valilla.

Osoita, ettd funktio f(x) = 1/2?
a) on tasaisesti jatkuva valilla [1, oo,

b) ei ole tasaisesti jatkuva valilla |0, 1].

Anna esimerkki joukossa R tasaisesti jatkuvasta funktiosta, joka ei ole
rajoitettu.

Osoita, ettd aarelliselld valilla [ tasaisesti jatkuva funktio on (talla
valilld) rajoitettu. Ohje: Tasaisen jatkuvuuden perusteella on olemassa
sellainen 0 > 0, etta

71— 22| <6 = [f(21) — flaz)| < L.

Jaa [ sellaisiin osiin, joiden kaikkien pituudet ovat < §. Miten jatkat?

Olkoot f ja g vélilld I tasaisesti jatkuvia funktioita. Todista:
a) Summafunktio f + ¢ on (talld vélilld) tasaisesti jatkuva.
b) Tulofunktio fg ei valttaméatta ole tasaisesti jatkuva.

c) Jos I on aarellinen, niin fg on tasaisesti jatkuva.

Osoita, ettd funktio
o1
f(z) =sin "

ei ole tasaisesti jatkuva valilla ]0, i[ (Oletamme téssa sinifunktion tun-

netuksi, vaikka emme ole vield médritelleet sita tasmaéllisesti.)
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Potenssisarjoja ja alkeisfunktioita

4 Potenssisarjoja ja alkeisfunktioita

4.1 Lukujonoista

Polynomifunktiot, rationaalifunktiot, potenssifunktio y = x™, n € Z, ja juu-
rifunktio y = /x, n € Z \ {0}, ovat vélittomésti méiriteltdvissa (miten?).
Eksponenttifunktion ja trigonometristen funktioiden méarittely ei suju yhta
helposti.

Eksponenttifunktiolle y = a®, a > 0, méaritellaan tapauksessa z € Q,
x=m/n, ettd a® = (V)™ Jos x ¢ Q, niin koulumatematiikassa tyydytaan
sanomaan havainnollisesti, etta a® on se "raja-arvo”, joka saadaan korvaa-
malla x yha tarkemmilla rationaalisilla likiarvoillaan.

Trigonometriset funktiot méaritelladn koulumatematiikassa yksikkéym-
pyran avulla. Jotta tdmé maaritelma saataisiin tasmalliseksi, pitaisi ensiksi
maéaritelld, mita tarkoitetaan kayrankaarella ja sen pituudella. Niin voidaan
tehda, mutta on parempi menetelld toisin.

Maarittelemme eksponentti-, sini- ja kosinifunktion tdsmaéllisesti potens-
sisarjoina. Sitd varten tarvitsemme lukujonoja ja potenssisarjoja koskevia
lisatietoja, joihin perehdymme aluksi.

Lukugjono on joukossa Z, (tai joukossa N tai jossakin muussa vastaavassa
joukossa) maaritelty funktio f. Luku a,, = f(n) on sen n:s termi. Havainnol-
lisesti lukujono saadaan “kirjoittamalla termit perdkkain”: (aq,as,as,...).
Padttyvin lukujonon, jota emme tassa kasittele, maarittelyjoukko on aarelli-
nen joukko perakkéisid luonnollisia lukuja.

Meidén on mukavinta maéaritelld lukujonon raja-arvo palauttamalla se
funktion raja-arvon késitteeseen.

Olkoon f maéritelty kaikilla tiettya lukua suuremmilla x:n reaaliarvoilla.
Jos

lim f(x) =0,

T—00

niin f(z) saadaan mielivaltaisen ldhelle b:té (vastaavasti mielivaltaisen suu-
reksi tai mielivaltaisen pieneksi), kun = valitaan tarpeeksi suureksi. Erityi-
sesti nédin kay, kun valitaan tarpeeksi suuri kokonaisluku eli kun "mennéén
aarettomédn kokonaislukujen kautta”. Siksi sanomme, ettd lukujono (f(n))
suppenee kohti raja-arvoa b ja hajeantuu muulloin. Jos lim, ., f(z) = foo,
niin talla lukujonolla on epaolennainen raja-arvo 4-oo.

Jos f on maédritelty vain joukossa Z.,, niin laajennamme sen madritel-
lyksi kaikilla reaaliluvuilla x > 1 kayttamaélla lineaarista interpolaatiota.
Kunn € Z; jan <z <n-+ 1, maarittelemme

f(@) = fn) + (f(n+1) = f(n))(x —n).

51



Potenssisarjoja ja alkeisfunktioita

Téamaén funktion kuvaaja on pisteet (1, f(1)), (2, f(2)),... yhdistavd murto-
viiva. Saamme siis lukujonon raja-arvon maaritelmén palautetuksi tassikin
tapauksessa funktion raja-arvon méaritelméan.

Lukujonon raja-arvon laskusdannot ja tietyt muutkin ominaisuudet seu-
raavat valittomaésti funktion raja-arvon vastaavista ominaisuuksista.

Seuraavaksi tutkimme tasmallisesti geometrisen jonon a,, = aq™ eli jonon
(aq™) = (a,aq,aq?, ...) suppenemista. Tassi a,q € R. Tapaus a = 0 on
triviaali (miksi?). Jos a # 0, niin a:lla ei ole merkitystd (miksei?). Riittaa
siis tarkastella jonoa (¢").

Lause 10 Olkoon q € R. Jos ja vain jos —1 < q < 1, niin geometrinen
jono (q") suppenee. Talloin

lim ¢" =
n—oo q

0, kun |q| <1,
1, kunq=1.
Todistus Jaamme todistuksen viiteen osaan.

1. ¢ > 1. Osoitamme, etta

lim ¢" = oo
n—>ooq ’

joten jono hajaantuu. Merkitsemme ¢ = 1 + h, missd A > 0. Olkoon m > 0.
Etsimme sellaisen positiivisen kokonaisluvun n,,, etta

n>n, = q">m.

Koska
q" > nh
(teht. 101), riittéa, etta
nh >m
eli
n > @
~ h
Nyt kelpaa
_[m
-]

missa kattofunktio [x] = pienin kokonaisluku, joka > x.

2. g < —1. Koska |q| > 1, on

——
A [ = oo.
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Koska jonon joka toinen termi on positiivinen ja joka toinen negatiivinen,
jono "heilahtelee rajattomasti” ja siis hajaantuu.

3. q = —1. Joka toinen termi on 1 ja joka toinen —1, joten jono hajaantuu.
4. q = 1. Triviaali.

5. |¢| < 1. Tapaus ¢ = 0 on triviaali. Muulloin ¢ = 1/p, missa |p| > 1.
Osoitamme, etté
lim [¢|" =0,

n—0o0
mistd vaitos seuraa. Olkoon € > 0. Taytyy loytya sellainen positiivinen ko-

konaisluku n,, etta
n>n. = |g|"<c¢

eli
1
n>n. = |p|" > —-.
£

Koska lim,, ,, [p|" = o0, se 10ytyy. |

Lause 11 (Monotonisen lukujonon suppenemislause) Kasvava ja ylhddlta
rajoitettu reaalilukujono suppenee. Vihenevd ja alhaalta rajoitettu reaalilu-
kujono suppenee.

Todistus Todistamme ensiksi lauseen alkuosan. Olkoon (a,) kasvava ja yl-
haalta rajoitettu jono. Sen termien joukko A on epatyhja ja ylhéalta rajoi-
tettu, joten silld on reaalilukujen taydellisyysominaisuuden perusteella pienin
ylaraja s = sup A. Vaitdmme, etta lim,,_,o a,, = s. Olkoon € > 0. Koska s —¢
ei ole A:n ylaraja, on olemassa sellainen n., ettd a,. > s —e¢.

Loytyy sellainen ng)
A etta a,, on taalla.
/al az as...
t t t Ol | o——>
\ s—e s Ss+e

Koska
n>n. = s—e<a, <a,<s(< s+e)

(perustele yksityiskohdat), viitos seuraa raja-arvon madritelmésté.

Loppuosa voitaisiin todistaa tarkastelemalla vastaavasti suurinta alara-
jaa, mutta on mukavampi palauttaa se alkuosaan. Jos nimittéin jono (a,) on
viheneva ja alhaalta rajoitettu, niin jono (—a,) on kasvava ja ylhéélta rajoi-
tettu, joka suppenee alkuosan perusteella. Téten myo6s jono (a,) suppenee.

]
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Harjoitustehtavia

101.

102.

103.

104.

105.

Olkoon h > 0 jan € Z,, n > 2. Osoita, etta

—1
(1+h)”>1+nh+n(nQ>h2.

Olkoon a > 0. Osoita, etta

diny, Va =1

Ohjeita: Tapaus a = 1 on triviaali. Tapauksessa a > 1 merkitse {/a =
1+ hy,, missé h,, > 0 (miksi?). Koska a = (1 + h,,)" > nh,, (miksi?), on

a
0<)h, < —.
(0 <)y < 2

Miten jatkat? Miten késittelet tapauksen (0 <)a < 17

Osoita, etté

lim ¥/n = 1.

n—oo

Ohjeita: Kun n > 2, merkitse /n = 1 + h,, missi h, > 0 (miksi?).
Koska .
n=(1+h,)" > ”(”2_)@

(miksi?), on

h .
(0 <)h, < 7

Miten jatkat?

Lukujonosta (a,) oletetaan, ettd lim, ., a, > 0. Osoita, ettd vain aa-
rellinen maara sen termejé voi olla negatiivisia tai nollia.

Edellisen tehtédvan yleistys. Todista: Lukujonolla on raja-arvo a, jos ja
vain jos a:n jokaisen ympariston ulkopuolella on vain darellinen maara
taman jonon termeja.
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106.

107.

108.

109.

Lukujonosta (a,) oletetaan, ettd a; = 2 ja lim, o a, = 1.
a) Osoita, ettéd sen termien joukossa on suurin luku.

b) Anna esimerkki sellaisesta suppenevasta lukujonosta, jonka termien
joukossa ei ole suurinta lukua.

Olkoon a > 1. Lauseen 10 todistuksen mukaan lim,,_,., a” = oo.

a) Todista vahvempi (miksi vahvempi?) véite

an

lim — = oo.
n—oo n

b) Olkoon p € Z,. Todista edellistd vahvempi véite

an

lim — = o0.
n—oo NP

Ohje: Merkitse a = 1 + h ja kayta binomikaavaa.

Olkoon a € R. Osoita, etta

a?’l

lim — = 0.

Ohjeita: On olemassa (miksi?) sellainen ng € 7., etta

al

n>nygy —
0 n—+1

Téllsin .
a

a;G @ a a
n ng!ng+1lng+2  n

(miksi?). Miten jatkat?

Osoita, ettd rekursiivinen lukujono

an
+ an

ag = 1, An+1 = 1 s
suppenee, ja méaritd sen raja-arvo. Ohje: Néyté, ettd tdmé jono on
vihenevé ja alhaalta rajoitettu, joten voit kayttda monotonisen jonon
suppenemislausetta.
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110. Todista sisikkdisten vdlien lause: Olkoot [aq,b1], [ag, b, ... sellaisia
suljettuja reaalilukuvéleja, joille

lar,b1] 2 [ag,bo) 2 ... ja  lim (b, —a,) = 0.

n—oo

Talloin on olemassa yksikasitteinen reaaliluku ¢, joka kuuluu jokaiseen
valiin [a,, b,]. Jos z, € [a,,b,] kaikilla n:1l4, niin lim,,_,, ,, = ¢. Ohje:
Sovella monotonisen jonon suppenemislausetta paatepisteiden jonoihin.

4.2 Potenssisarjoista (x)

Lukujonoa (a,) vastaa summajono (s,),
n
sn:a1+a2+---+an:§:ak.
k=1

Jos summajono suppenee kohti raja-arvoa s, niin sarja y_,°; a, suppenee ja
sen summa on s, jolloin merkitsemme > °° ; a,, = s. Jos sarja ei suppene, niin
se hajaantuu. Lukujonon (a,) termit ovat sarjan > o0, a, termeji. Summa-
jonon (s,) termit ovat sen osasummia.

Potenssisarjan yleinen muoto on

Zanx”:ao—i—alx—l—ang—i—.... (1)
n=0

(Viela yleisempi muoto

Z an(x —c)"

n=0
palautuu tdhédn muuttujanvaihdolla.) Potenssisarjan osasummat ovat siis po-
lynomeja. Tunnemme jo geometrisen sarjan

oo
1
oat=1l+ao+2t+2P+ = —— (jz| <1). (2)
owr 1—2z
Jos x = 0, niin yhtélon (1) vasemman puolen summalausekkeen ensim-
méinen termi ag - 0° ei ole médritelty, silli 0° ei ole médritelty. Siis tamé
lauseke pitaisi oikeastaan kirjoittaa muotoon

o
ao + Z a,x".
n=1

Kuitenkin on mukavampi sopia, ettd kun tarkastelemme téallaisia summa-
lausekkeita, médritelliin poikkeuksellisesti 0° = 1.
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Esitdmme nelja tarkedd lausetta potenssisarjoista. Meidan on sivuutetta-
va niiden todistukset. Ks. esim. [1, 3, &, 9].

Jokainen potenssisarja suppenee ainakin origossa. Tutkimme suppenemis-
ta muualla.

Lause 12 Olkoon S sellainen joukko, ettd potenssisarja (1) suppenee, kun
x € S, ja hajaantuu muulloin. Tdlléin jokin seuraavista vaihtoehdoista pdtee:
S=R, S=[-rr|,S=[-rr], S=]—rr], S=]—rr], missir > 0.

Luku r on potenssisarjan (1) suppenemissaide. Jos r = 0, niin S = {0}, jolloin
sarja suppenee vain origossa. Muulloin I =] — r,r[ on sarjan suppenemisvdli.
Sen péaatepisteissa sarja voi supeta tai hajaantua. Jos S = R eli jos sarja
suppenee kaikkialla, niin r = oo.

Suppenemissateen maarittadmisessd on hyotya seuraavasta lauseesta. Ks.
myos teht. 118.

Lause 13 Olkoon a,, # 0 kaikilla n € N. Potenssisarjan (1) suppenemissdde

. 1 . an
r= h_)m = lim ,
n—oo n |an| n—oo an+1
mikdlt kyseinen raja-arvo on olemassa.
Esimerkki 1 Maaritd potenssisarjan
n
a)y a" b)Y 5 ©)) —
n=0 n=0 n n=0 n

suppenemissade r ja suppenemisvéli I. Lisdksi méaritd se joukko S, jossa
sarja suppenee.

Kaikilla néillé sarjoilla on r = 1 (miksi?), joten I =] — 1, 1].
a) S =] — 1,1[ (miksi?).
b) Sarja suppenee pisteessi © = 1 yliharmonisena sarjana (teht. 117b) ja
pisteessid © = —1 Leibnizin lauseen (teht. 116) perusteella. Siis S = [—1, 1].

c) Sarja hajaantuu pisteessd x = 1 harmonisena sarjana (teht. 117a) mutta

suppenee pisteessa x = —1 taaskin Leibnizin lauseen perusteella. Nain ollen
S=[-1,1].

Potenssisarjan maérittelema funktio on helppo derivoida ja integroida.
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Lause 14 Potenssisarjan (1) suppenemisvalilla I mdadritelty funktio

f(z) = Z anx"
n=0

on jatkuva ja silla on kaikkien kertalukujen derivaatat. Tdmd sarja voidaan
derivoida termeittdin eli

f(x) = i na,r" !
n=1

kaikilla x € I. Se voidaan myds integroida termeittdin 0:sta x:ddn eli

n+1

X 0 x
t)dt = n——
/o f() nz:%a n+1
kaikilla x € 1.

Esimerkki 2 Derivoimme sarjan (2) termeittain, jolloin saamme

L
(1 —z)?

Seuraavassa esimerkissa oletamme logaritmifunktion tunnetuksi, vaikka
emme ole vield méaritelleet sita tasmaéllisesti.

Yona" Tt =1+2r+32 4%+ = (lz| < 1).
n=1

Esimerkki 3 Kirjoitamme sarjassa (2) x:n paikalle t:n ja integroimme 0:sta
z:aan. Nain saamme

00 n+1 2 3 4

T T T T
Zn+1:x+5+§+z—|—---:—ln(1—x) (Jx] < 1). (3)
n=0

Néin ollen (teht. 111)

$2 1’3 .]3'4 00 iIZ‘TH_l
In (1 =r——+ = ——+-- = —-1)" <1). 4
n(lbp) == G 4T ==y (W< @

Sarjojen kertolasku sujuu Cauchyn kertosddinndlld, jonka esitimme po-
tenssisarjoille.

Lause 15 Olkoon potenssisarjan Y o2, a,x" suppenemisvili I ja potenssisar-
jan >0 o bpx™ J. Tdlloin

n=0 k+l=n

o8



Potenssisarjoja ja alkeisfunktioita

kaikilla z,y € I N J. Erityisesti
( Z an:c”) < Z b,ﬂ”) = Z < Z akbn_k) " (6)
n=0 n=0 n=0 " k=0
kaikilla x € TN J.

Merkinta 31—, arbiz®y! tarkoittaa summaamista kaikkien niiden indek-
siparien (k, 1) yli, joilla k + [ = n. Esimerkiksi

Y7 apbir®yt = agbor® + asbiz®y + arbay® + agbsy’.
k=3

Harjoitustehtavia

111. Miten sarjakehitelméasté (3) seuraa (4)7
112. Miten yhtalosta (5) seuraa (6)7

113. Anna esimerkki sellaisesta potenssisarjasta, joka suppenee a) vain ori-
gossa, b) kaikkialla.

114. Todista polynomeille Cauchyn kertosdanto

2m

( é anx"> ( ni:o bmr;”) = Z ( ; akbn_k> x"

a) tapauksessa m = 3, b) yleisesti.

115. Todista integraalitesti: Olkoon f valilld [1, oo madritelty positiivinen,
viheneva ja jatkuva funktio. Talloin sarja Yo, f(n) suppenee, jos ja
vain jos integraali [ f(x)dx suppenee (eli raja-arvo lim, o flb f(x)dz
on olemassa). Ohje: Osoita aluksi, etta

> < [ fde < 3

kaikilla n > 2.

116. Todista Leibnizin lause: Olkoon (a,) vaheneva nollaa kohti suppeneva
jono positiivisia reaalilukuja. Télloin sarja

00
-1
(—].)n A, =01 — A9 + Q3 — A4 + . ..
n=1
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117.

118.

suppenee. Ohjeita: Olkoon ensiksi n parillinen, n = 2k. Kirjoita osa-
sumina Sg;, muotoon

Sop = (a1 —ag) + (a3 —ayg) + -+ + (agk_1 — azi)
= a1 — (ag —az) — (a4 —a5) — -+ — (ag—2 — ap—1) — ax.
Padttele tdsté, ettd jono (sox) on kasvava ja ylhaélta rajoitettu, joten

silla on raja-arvo limy_,o Sor = s. Olkoon toiseksi n pariton, n = 2k+1.
Kirjoittamalla

Sok+1 = Q1 — (CLQ - Cl3) - (G4 - Cl5) — (a2k - a2k+1)
= (a1 —ag)+ (a3 — aq) + - - - + (@2p—1 — A2x) + Gop+1

pééttele, etta jono (sg41) on vaheneva ja alhaalta rajoitettu, joten silla
on raja-arvo limy_, sop1 = t. Lopuksi néyta tarkastelemalla erotusta

S2k+1 — S2k = A2k+1,

etta s = ¢. Miten vaitos seuraa tasti?

Todista:

a) Harmoninen sarja

S l = L, 1.1
=1+ 4+3+7+...
n=1"

hajaantuu.

b) Yliharmoninen sarja

iifﬁ+i+i+i+
ps 28 3 45 T

missa s > 1, suppenee.

Ohje: Kayta integraalitestid. Vaihtoehtoinen tapa a-kohtaan on osoit-
taa, etta osasumma
k
Sok Z 1 + 5
kaikilla k € Z,..

Anna esimerkki jonosta (a,) positiivilukuja (tai osoita, ettei sellaista
jonoa 16ydy), jolle

an
An41

a) raja-arvo lim, . L on olemassa mutta lim,,_,« ei ole,
n

Van
b) jalkimmaéinen raja-arvo on mutta edellinen ei,

c¢) kumpikaan ei ole.
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119. Esimerkin 3 mukaan sarjakehitelma

2 a2t

m(l4a)=o—oqpZ 2 4
n(l+z)==x 2+3 4+

pétee, kun |z| < 1. Se patee myo6s pisteessia x = 1 [8, teht. 12.5.2]. Néin
saadaan mielenkiintoinen sarjakehitelméa

_ 1 1 1
1H2—1—§+§—1+....

Totea kokeellisesti (laskemalla osasummia), ettd tdmé sarja suppenee
erittdin hitaasti, joten sita ei kannata kayttda In 2:n likiarvon laskemi-
seen.

120. a) Muodosta yhtalén (3) perusteella sarjakehitelmé luvulle
In2=-Ini=-In(1-3).

b) Totea kokeellisesti, ettd saatu sarja suppenee paljon nopeammin
kuin tehtavan 119 sarja.

4.3 Eksponentti- sini- ja kosinifunktio (x)

Potenssi a™ maaritelldan koulussa perakkéisilla kertolaskuilla, kun n € Z,,
ja muulloin tietyilld laajennuksilla (miten?), mutta meiddn kannattaa mene-
telld toisin. Méarittelemme eksponenttifunktion tiettyna potenssisarjana ja
potenssifunktion sen avulla. Yhteys "koululaisen potenssikésitteseen” selvidé
tehtavista 128 ja 130.

Sini- ja kosinifunktio maéritelldédn koulussa yksikkdympyran avulla. Jotta
tdma madaritelma olisi tasmaéllinen, meidan pitaisi tietda, miten kiayrankaaren
pituus maaritelladn tasmaéllisesti ja miten se lasketaan. Siksi menettelemme
tassakin toisin ja méaarittelemme ndmakin funktiot potenssisarjoilla. Yhteys
"koululaisen siniin ja kosiniin” selviaé tehtavasta 127.

Osoitamme aluksi, ettd ndiden funktioiden maaritelmissé kiyttdmamme
potenssisarjat suppenevat.

Lause 16 Potenssisarjat

00 ZL'2 5133
E(z) = nz:%m:1+x+5+§+...,
00 I2k+1 IS ZL’5
S) = S (-1 = —
() ,;)( Pars ~ T a :
o0 ZL’Qk ZL‘2 174
Cla) = S (-1 =1 p o,
(@) = 205 o Tl
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suppenevat kaikilla x € R.

Todistus Sarjan
1

oo
n
= § anZ , Qap = —7,
n=0

n!

suppenemisside on lauseen 13 perusteella

n 1)!
lim 2 = lim (n+1) = lim(n+1) =00
Sarjat S(z) ja C(x) jatdmme harjoitustehtévaksi (teht. 121a). [ |

Maarittelemme eksponenttifunktion expx = E(x), sinifunktion sinx =
S(z) ja kosinifunktion cosz = C(x). Todistamme niiden yhteenlaskukaavat
ja kasittelemme muita ominaisuuksia harjoitustehtavissa.

Lause 17 (Yhteenlaskukaavat) Kaikilla x,y € R on

i) E@+y) = E@)E(y),
(i) S(x+y) = S(x)C(y)+ C(x)S(y),
(iii) C(z+y) = C(z)C(y) — S(z)S(y).

Todistus (i) Binomikaavan perusteella vasen puoli

Bty =3 TV z z() -3 Y

n=0 k—i—ln

Lauseen 15 perusteella oikea puoli

EnEw = (X ) (L) =3 ,f,l,

|
(2

(ii) Vasen puoli

o0 L y) 2 (1) <2k+1> .
S(x+y) = ) =) o 2ty
( ) kZ::D( ) (2k +1)! ,;)(2k+ )Zﬂ%:,m i
0 1 ..
= Y. (=DF Y ey
k=0 itj=2k+1 b
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Oikea puoli

S(x)C(y) + C(x)S(y) = (i(—1>k@) ( i(_l)k (gk)!) *

k=0

0 2k o0 Y2t )
)!

<Z(_1)k(2k)l) < Z(_l)k(% +1

k=0 : k=0

I IR AR cr e il
00 x2p+1y2q x2py2q+1
SV S | @i

Hakasulkulausekkeen kummankin termin osoittaja on muotoa x'y’, misséi
14+ J =2p+2q+ 1 = 2k + 1. Edellisessa termissé ¢ on pariton ja j paril-
linen ja jalkimmaisessa péinvastoin. Jos ¢ ja j ovat molemmat parillisia tai
molemmat parittomia, niiden summa ei ole 2k + 1. Siksi voimme yhdistaa
hakasulkulausekkeen termit muotoon

xly’
it j=2%+1,
! 5!

jolloin summalauske on sama kuin vasemman puolen tulos.

(iii) Voidaan menetelld vastaavasti. Ks. myos teht. 126. n

Miéarittelemme Neperin luvun

1 1 1
e:E(U:l—i_ﬂ—i_i—i_i—F”“

Tavallisesti méaritellaan, etta

1 n
e= lim (1 + ) ;
n—o0 n
mutta naiméa maaritelméat ovat yhtapitdavat (teht. 123).
Maéarittelemme [uvun 7 niin, etta

/2 on funktion C pienin positiivinen nollakohta.

Meidan taytyy osoittaa, ettda C:11a on positiivisia nollakohtia ja ettd niiden
joukossa on pienin.

Positiivisen nollakohdan olemassaolo. Teemme vastaoletuksen, ettei C':114
ole yhtéan positiivista nollakohtaa. Koska C'(0) =1 > 0, on talloin C'(z) > 0
kaikilla > 0. Jos néet olisi C'(x) < 0 jollakin x > 0, niin jatkuvana funktiona
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C saisi arvon nolla vélin |1, z[ jossakin pisteessa (teht. 207). Koska S’ = C,
funktio S on siis aidosti kasvava, kun x > 0. Edelleen, koska S(0) = 0, on
S(x) > 0 kaikilla z > 0. Jos 0 < a < b, niin

S(a)(b - a) < /bS(:U)d:c = C(a) — C(b) <2

(perustele yksityiskohdat). Tama siséltaa ristiriidan, silld S(a)(b—a) voidaan
tehda mielivaltaisen suureksi.

Pienimmdn positiivisen nollakohdan olemassaolo. Olkoon A funkion C
positiivisten nollakohtien joukko. Se on epéatyhjé ja alhaalta rajoitettu, jo-
ten ¢« = inf A > 0 on olemassa. Ndemme vastaavasti kuin lauseen 11 to-
distuksessa, ettd on olemassa sellainen jono (a,) joukon A alkioita, jolle
lim,, . a, = a. Koska C' on jatkuva, on

C(a) =C(lim a,) = lim C(a,) = dim 0 =0,

n—o0

joten a on nollakohta. Koska cosO0 = 1 > 0, on a > 0. Siis a on pienin
positiivinen nollakohta.

Harjoitustehtavia

121. Todista
a) lauseen 16 sarjoja S(x) ja C(z) koskeva osa,
b) derivoimissaannot E' = E, S' = C ja C' = —S.
122. Todista:
a) £(0) =1. b) E(z) on kaikkialla positiivinen ja aidosti kasvava.
c) lim, o E(z) =00, d) lim,,  E(x)=0.

e) (c-kohdan yleistys): E(x) kasvaa nopeammin kuin miké tahansa z:n
potenssi eli

lim E(z) =00
r—o0 n
kaikilla n € N.
123. Todista, etta
1 n
lim (1 4 > _ E(1).
n—oo n

Ohjeita: Osoita, etté kaikilla n:11a on

(et -2 B3 (-5,
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Talla perusteella osoita, ettéd jono ((1 + 1/n)™) on kasvava ja etta
(1+1/n)™ < E(1) kaikilla n:114, joten taméa jono suppenee ja

lim <1 + i)n < E(1).

n—oo

Olkoon sitten m kiinteéd ja n > m, jolloin

() e R () 0) - (- 50)

(miksi?). Anna n — oo. Miten jatkat?

124. a) Todista: S(—z) = =S(x), C(—z) = C(x) kaikilla z € R.

b) Todista, ettd S(z)? + C(x)? = 1 kaikilla 2 € R. Ohje: Joko tut-
ki vasemman puolen derivaattaa tai laske C':n yhteenlaskukaavan
avulla C'(z — z).

c) Seurauksena totea, ettd |S(z)| < 1 ja |C(z)| <1 kaikilla x € R.

125. Todista:

a) C(3) =0, S(3) = L. Ohjeita: Ensimméisessa véitteessa ei ole mi-
taan todistettavaa (miksei?). Toisen véitteen todistamiseksi osoita, etta
S(3)==+1ja S(5) >0.

b) S(r) = 0, C(r) = —1. Ohje: Kayta C'(2z)m ja S(2z):n kaavoja,

jotka saat yhteenlaskukaavoista.

c) Kaikilla z € R
i) S(r+7)=-95(x), S(x£2r)=95(x),
ii) Clx 7)) =—-C(x), C(x £ 2m) = C(z).

126. Tarkastellaan lauseketta
2

[S(a+y)~ (S(@)CW)+C@)S )] +[Claty)~ (C0)Cw)-S@)S ()]

Pida x:4a vakiona ja y:td4 muuttujana, jolloin kyseessa on y:n funktio.
Tutkimalla sen derivaattaa esitd vaihtoehtoinen todistus S:n ja C:n
yhteenlaskukaavoille.

127. Osoita, ettéd yksikkoympyralla (eli origokeskiselld 1-siteisella ympyral-
14) K on parametrimuotoinen yhtalo

z=C(t),y=S(), 0<t<o2m (1)
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128.

129.

130.

Ohjeita: On helppo nédyttaa (miten?), ettd jokainen ehdon (1) toteut-
tava piste on K:lla. Olkoon kdanteisesti (z,y) € K, jolloin on naytetta-
Vi, etté se toteuttaa ehdon (1). Olkoon C' funktion C' rajoittuma vélille
[0,7]. Siis kyseessi on funktio C' : [0,7] — [—1,1], jonka si&ant6 on
C(x) = O(x). Osoita, etti se on bijektio, joten silli on kadnteisfunktio
C': [=1,1] — [0,7] (arkuskosini). On siis olemassa tismélleen yksi
sellainen t € [0, 7], ettd 2 = C(t). Miksi C'(t) = C(t)? Miten jatkat?
Jotta S:n ja C':n yhteys "koululaisen siniin ja kosiniin” saataisiin tay-
delliseksi, pitéisi vield osoittaa, etta ¢:1l4 on geometrisena merkityksena
K:n tietyn kaaren (mink&a?) pituus. Téatd emme voi tehdé, koska emme
médrittele tdsmaéllisesti kiyran pituutta (emmekd muitakaan geomet-
risia késitteitd).

Olkoon a > 0. Mééritellddn rationaalipotenssi a” tavanomaisesti (siis
miten?). Todista:

a) E(z) = e” kaikilla z € Q. Ohje: Kdyta yhteenlaskukaavaa.

b) E(z) = sup{e! |y € Q,y < x} kaikilla 2 ¢ Q. Niin saadaan vaih-
toehtoinen mééritelma F(z):lle ja voidaan merkitd E(x) = e* kaikilla
r € R.

Eksponenttifunktio F on bijektio R — R, (miksi?). Sen kaanteisfunk-
tio on logaritmifunktio L = E~'. Todista: Kaikilla z,y > 0

a) Lizy) = L(x) + L(y),
b) L'(z)=1/x.
Olkoon a € R. Maaritellaan potenssifunktio
P,(z) = E(aL(zx)), x> 0.
Merkitsemélla In 2z = L(z) saadaan tavanomainen muoto
Py(z) = e?ln® = g9,
Todista: Kaikilla x,y > 0, a,b € R

a) (zy)* =2y"  b) (a*)" =™

c) x%x’ =zt d) Dz = az*!

missad D tarkoittaa derivointia z:n suhteen.
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5 Funktion derivaatta

5.1 Derivoituvuus ja differentioituvuus

Raja-arvon tasméllisen méaritelman kautta tulee myos derivaatta maaritel-
lyksi tdsméllisesti. Olkoon funktio f méaritelty pisteen a erddssd ympéris-
tossa. Sen erotusosamddrd pisteesté a pisteeseen x on

f(z) = f(a)

)
T —a
kun x # a. Jos erotusosaméaéran raja-arvo

i T@) = (@)

T—a Tr— Q

on olemassa, niin f on derivoituva pisteessd a ja kyseinen raja-arvo on f:n de-
rivaatta tassa pisteessi. Toispuolinen derivoituvuus maéaritelladn vastaavasti
toispuolisilla raja-arvoilla. Talloin riittdd, ettd f on méadritelty a:n erdassé
toispuolisessa ympéristossda. Jos f on derivoituva vélin I jokaisessa pistees-
sé, niin se on deriwoituva valilld 1. Jos I sisaltaa paatepisteensa, niin siind
pisteessé riittad toispuolinen derivoituvuus.

Valilla I derivoituvan funktion f derivaattafunktio f' méaritellddn niin,
ettd sen arvo on f:n derivaatta kussakin /:n pisteessa. Siis

f/((E) — lim f(Z) - f(]})

Z—T z — X

Myos derivaattafunktiota kutsutaan lyhyesti derivaataksi. Kaytdamme mer-
kintoja f'(a—) ja f'(a+) toispuolisille derivaatoille pisteessé a.

Olkoon f madritelty valilla I ja derivoituva pisteessd a € I, ja olkoon
x € I, x # a. Jaamme erotuksen f(x) — f(a) kahteen osaan

f(@) = f(a) = f'(a)(x — a) + r(z)(z — a),

r—a
Kun = — a, edellinen osa f’(a)(x — a) — 0 ”lineaarisesti” sikéli, ettd se
muuttuu samassa suhteessa kuin x — a. Jos esimerkiksi x — a puolittuu, niin
se puolittuu. Sen sijaan jilkimmaéinen osa r(x)(z — a) — 0 nopeammin, silla
kumpikin tulontekija — 0.
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Voidaanko erotus f(z) — f(a) jakaa muillakin tavoilla lineaariseen osaan ja
nopeammin nollaa lahestyvaén osaan? Entéd voidaanko téallainen jako tehdé,
vaikka f ei olisi derivoituva a:ssa? Vastauksia varten maarittelemme téallaisen
jaon tasmallisesti. Tarkastelemme funktiota f, joka on maaritelty valilla I.
Se on differentioituva pisteessi a € I, jos on olemassa sellainen vakio k ja
a:ssa jatkuva funktio g, ettd g(a) = 0 ja

f(z) = fla) = k(z — a) + g(z)(z — a)
kaikilla = € I.

Lause 18 Olkoon funktio f mddritelty vdililld I ja olkoon a € I. Seuraavat
ehdot ovat yhtdpitivdt.

(a) f on differentioituva a:ssa,
(b) f on derivoituva a:ssa,
(¢) on olemassa sellainen I:ssd mddritelty a:ssa jatkuva funktio ¢, ettd
f(z) = f(a) = ¢(x)(z — a)
kaikilla x € 1.
Lisiksi ¢(a) = f'(a).

Todistus (a)=-(b). Jos f on differentioituva a:ssa, niin

lim @) = J(a) = lim (k + g(x)) =k + g(a) =k,

r—a TrT — Q T—a

joten f’'(a) = k. Siis f on derivoituva a:ssa.
(b)=(c). Jos f on derivoituva a:ssa, niin ¢(x) = f’(a) + r(x) kelpaa.
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(c)=(a). Jos ¢ 16ytyy, niin
f(x) = fla) = o¢(x)(x—a)

= [¢(a) + (¢(x) — ¢(a))](z — a)
= ¢(a)(z —a) + (¢(z) — ¢(a))(z —a).

¢(a)
Siis k = ¢(a), g(x) = ¢(x) — ¢(a) kelpaa. Lisdksi
(@) = im T =IO i g0 = o(a).

Kun z # a, funktio ¢ on aina yksikésitteisesti olemassa, silld ¢(z) on f:n
erotusosaméérd a:sta x:ddn. Ominaisuuden (c) varsinainen sisélto on, ettéd
¢(a) voidaan maaritella niin, ettd ¢ tulee jatkuvaksi a:ssa. Talloin ¢(a) = f'(a).

Saimme (miksi?) siis kysymyksiimme kielteiset vastaukset. Mutta koska
differentioituvuus on yhtapitéva derivoituvuuden kanssa, mita hyotya on tés-
td uudesta kasitteesta? Ei mitadn yhden muuttujan funktioille, mutta usean
muuttujan funktiolle nama kasitteet eivét ole yhtapitavia.

Derivoituvan funktion ominaisuus (c¢) on varsin hyodyllinen. Esimerkik-
si siitd seuraa valittomaésti (miten?), ettd derivoituva funktio on jatkuva.
Lukiossa derivoimissaannot johdetaan erotusosamadran raja-arvojen kautta
(tai jatetddn johtamatta), mutta meiddn on mukavampi kiayttaa (c):td. To-
distamme summan derivoimissdannon ja kasittelemme muita harjoitustehta-
vissa.

Olkoot f ja g valilla I derivoituvia funktioita ja olkoon a € I. Lauseen 18
perusteella on olemassa sellaiset pisteessa a jatkuvat funktiot ¢ ja ¢, etta

f(@) = fla) = ¢(x)(x —a), g(x) —g(a) = P(x)(x - a).

Summafunktiolle h = f + g on

hz) —hla) = flz

Funktio # = ¢ 4+ ¥ on jatkuva pisteessé a, koska ¢ ja 1 ovat siiné jatkuvia.
Siis h on derivoituva lauseen 18 mukaan ja

h'(a) = 0(a) = ¢(a) + ¢(a) = f'(a) + ¢'(a).
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Harjoitustehtavia

131.

132.

133.

134.

135.

Johda vakiotekijan siirtosaanto
(cf) =cf
a) suoraan, b) tulon derivoimissédénnon erikoistapauksena.
Johda tulon derivoimissaanto
(f9)' =Fg+ 19

Ohje: Kirjoita aluksi

Johda osaméaran derivoimissdanto
(f)’ _f9—1d

g g*

)

jolloin nimittajé ei saa olla nolla. Ohje: Késittele ensin tapaus f(x) = 1
ja sitten tulon derivoimisséannon avulla yleinen tapaus.

Johda potenssifunktion f(z) = z* derivoimissianto f'(z) = ax®!, kun
a) a € N.

b) a € Z. Ohje: Tapauksessa a < 0 kiytd osamééran derivoimissaantoa.

c) a € Q. Ohjeita: Tapauksessa a = m/n, m € Z,n € Zy, n > 1
johda ensin kaanteisfunktion derivoimissdannon perusteella juurifunk-
tion f(z) = /z derivoimissdantd. Totea, ettd tapaus a = 1/n on nyt
selvitetty. Sitten kasittele tapaus a = m/n yhdistetyn funktion derivoi-
missaannon avulla.

d) a € R. Ohje: Tapauksessa a ¢ Q kirjoita 2% = e*% ja kiyti
yvhdistetyn funktion derivoimisséntoa.

Mita ehtoja taytyy asettaa x:lle kussakin tapauksessa?

Olkoon funktio f derivoituva valilla I ja olkoon funktio g derivoituva
valilla f (7). Todista yhdistetyn funktion h = g o f derivoimissaanto

W(x) = g'(f(x)f (x).
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136.

137.

Ohjeita: Olkoon a € I ja f(a) = b. Kirjoita
f(@) = fla) = ¢(z)(z —a), g(y) —g(b) =¥(y)(y —b),
jolloin g(f(z)) — g(b) = ¥(f(2))(f(z) — b). Nyt on
h(x) = h(a) = ¢()y(f(2))(x — a)
(miksi?). Miten jatkat?

Olkoon f bijektio valiltd [ vélille J, jolloin silla on kaénteisfunktio
g=f1t:J—=1.
a) Oletetaan, ettd f ja g ovat derivoituvia ja ettd f’(z) # 0 kaikilla
x € I. Todista kaénteisfunktion derivoimissaanto
1 1
/
g\y) = = )

W= 5@ T W)
missd y = f(z), jolloin x = ¢(y). Ohje: Derivoi yhtalon g(f(x)) = =
molemmat puolet.

b) Osoita, ettei g:n derivoituvuutta tarvitse olettaa, silld se seuraa
muista oletuksista. Ohjeita: Olkoon a € [I. Tarkastele lauseen 18 c
mukaista hajotelmaa

f(@) = f(a) = o(x)(x — a).

Merkitsemaélld kuten a-kohdassa ja lisdksi b = f(a), jolloin a = ¢(b),
saat taman muotoon

Miten jatkat?

a) Osoita, ettei raja-arvo
1
lim sin —
z—0 x
ole olemassa. Ohje: Nayta, ettd tarkasteltava funktio saa origon jokai-

sessa ympaéristossa arvot 1 ja —1. Miten véitos seuraa tasta?

b) Totea a-kohdan seurauksena, ettei funktio

o1
sin -, kunx # 0,

f@)_{ 0, kunx = 0,

ole jatkuva origossa.
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138.

139.

140.

Osoita, ettd funktio

zsin X, kunz # 0,
flz) = { 0, kunz = 0,

on origossa jatkuva mutta ei derivoituva.

Kun ajattelee derivaattaa tangentin kulmakertoimena, tuntuu silté, et-
ta derivaatta on aina jatkuva. Jos naet funktion kuvaajalla on kaikkialla
tangentti, niin sen kulmakerroin ei voi muuttua epajatkuvasti. Taméan
vaaran vaikutelman antavat kuitenkin vain ”siistin nakoiset” kuvaajat,
ja muunkinlaisia kuvaajia on. Niinpé derivaatta voi olla epajatkuva.

a) Osoita, ettd funktio

2qin 1
r®sin, kunz # 0,

f(x):{ 0, kunx = 0,

on kaikkialla derivoituva, mutta f’ on epéajatkuva origossa.

b) Miten tdméa nakyy kuvaajasta?

Yhtélo F(z,y) = 0 saattaa maaritelld y:n implisiittisesti z:n funktiona.
Jos f on tdma implisiittifunktio, niin f(z) on se luku, joka toteuttaa
yhtélon F(x,y) = 0. Luvun y taytyy talloin olla yksikésitteisené ole-
massa.

a) Osoita, ettd yhtélo
vy’ —1=0, |z[ <1, (1)

ei madrittele implisiittifunktiota y = f(z) mutta méérittelee sen lisdeh-
dolla y > 0.

b) Implisiittisessa derivoinnissa maaritetaan implisiittifunktion y =
f(z) derivaatta ratkaisematta yhtaloa F'(z,y) = 0 y:n suhteen eli maa-
rittamatta tata funktiota eksplisiittisesti. Talloin ajatellaan y:n paikalle
sijoitetuksi f(z) ja kdytetdan tavanomaisia derivoimissaantoja. Yhté-
16n (1) tapauksessa tarkastellaan siis yht&lod 22+ f(z)?—1 = 0, derivoi-
daan ja ratkaistaan f(z). Kuitenkin on mukavampi sdilyttad merkinté y
ja kayttaa f’(x)m sijasta merkintaéd y'. Talloin saadaan 2z + 2yy’ = 0,
josta ' = —x/y.

Laske f'(x) kdyttdmatta implisiittistd derivointia. Toisin sanoen rat-
kaise yhtélo (1) y:mn suhteen ja derivoi saamasi funktio tavanomaisesti.
Vertaa tuloksia.
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5.2 Derivaatan nollakohtalause ja Rollen lause

Koska derivaatan geometrinen merkitys on funktion kuvaajan tangentin kul-
makerroin, derivaatan avulla voidaan selvittdd funktion "kulku” eli milla ta-
valla funktion arvo muuttuu x:n muuttuessa. Ryhdymme nyt tutkimaan tatéa
aihetta tasmallisesti, jolloin geometrinen havainto ei kelpaa vaan véiitteet on
todistettava. Aloitamme kahdella derivaatan nollakohtaa koskevalla lauseel-
la.

Olkoon funktio f maéaritelty vélilla I. Piste a € I on f:n paikallinen
maksimipiste, jos sen erddassia ympéristossa U on f(x) < f(a). Talléin f(a)
on fm paikallinen maksimi(arvo). Jos I sisaltdd paatepisteensa, niin péé-
tepisteessa tarkastellaan vastaavaa puoliympéristoa. Jos f(z) < f(a) kai-
killa z € U \ {a}, niin kyseesséd on aito paikallinen maksimipiste ja mak-
simi(arvo). Maarittelemme paikallisen minimipisteen ja minimi(arvo)n vas-
taavasti epayhtalolla f(z) > f(a). Kdytdmme nédin maaritellyista kasitteis-
ta yhteisia nimityksia paikallinen ddriarvopiste ja paikallinen ddariarvo. Ellei
vaarinkésityksen vaaraa ole, sana "paikallinen” voidaan jattaa pois. (Vaa-
ran saattaa aiheuttaa se, ettd ddriarvoiksi kutsutaan myos f:n suurinta ja
pienintéd arvoa ja ddriarvopisteiksi niita pisteitd, joissa ne saavutetaan.)

Lause 19 (Derivaatan nollakohtalause) Olkoon f kuten edelld. Jos I avoin
ja a on f:m paikallinen ddriarvopiste sekd f on siind derivoituva, niin f'(a) = 0.

Todistus Oletamme, ettd a maksimipiste, ja jatdmme minimipisteen késitte-
lyn harjoitustehtéviksi (teht. 141). Tall6in on olemassa sellainen 6 > 0, etté
f(z) — f(a) <0 aina, kun |z —a| < 0. Kuna <z <a+ 4, on

f)~ fla) _
r—a
joten
Fo) = i T <
(teht. 49a). Toisaalta, kun a — § < z < a, on
1)~ 1)
r—a
joten
T—a— T — Q
Siis f'(a) = 0. m
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Lause 20 (Rollen lause) Oletetaan, ettd funktiolle f pditee:
(a) f on jatkuva suljetulla vdlilld [a,b],

(b) f on derioituva avoimella vdlilld ]a, b],

(c) fla) = f(b) = 0.

Talloin on olemassa ainakin yksi sellainen piste & €]a, b[, jolle f'(§) = 0.

Todistus Jos f(x) = 0 kaikilla = €]a, b[, niin mikd tahansa tdméan vélin pis-
te kelpaa. Muulloin f saa sinakin yhden nollasta eroavan arvon (itse asiassa
ddrettoman monta nollasta eroavaa arvoa, miksi?) Oletamme, etté se saa po-
sitiivisen arvon, ja jatdmme harjoitustehtavéksi (teht. 142) tapauksen, jossa
niin ei kay. Jatkuvan funktion dariarvolauseen (lause 34) mukaan on olemassa
ainakin yksi sellainen piste £ € [a, b, jossa f saavuttaa suurimman arvonsa.
Koska f(¢) > 0, on & # a,b, joten & €|a,b]. Koska & on myos paikallinen
ddriarvopiste, on derivaatan nollakohtalauseen mukaan f’(£) = 0. ]

Rollen lauseella on yksinkertainen geometrinen merkitys: f:n kuvaajalla
on vaakasuora tangentti ainakin yhdessa pisteessé.

=
"
S
—

S

s ccccocooooo ) D

4
8

Oikeastaan ehdon (c) sijasta riittédéd ehto

(¢)) fla) = f(b)

(teht. 143). Nollaksi edellyttaminen johtunee historiallisista syista ja siité,
ettd Rollen lausetta sovelletaan useimmiten sellaisessa tilanteessa, jossa nain
on.

Harjoitustehtavia

141. Todista derivaatan nollakohtalause, kun a on f:n paikallinen minimi-
piste.
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142.

143.
144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

Todista Rollen lause, kun f:n kaikki nollasta eroavat arvot ovat nega-
tiivisia.

Osoita, ettd Rollen lauseen ehdon (c) sijasta riittédéd (c’).

Anna esimerkki sellaisesta funktiosta, joka toteuttaa Rollen lauseen
ehdot

a) (a) ja (b) muttei ehtoa (c¢’),
b) (a) ja (¢’) muttei ehtoa (b),
c) (b) ja (¢’) muttei ehtoa (a),
ja jolle tdméan lauseen mukaista pistetta & ei 16ydy.

Rollen lauseessa ei vaadita f:n derivoituvuutta vélin [a, b] paatepisteis-
sd. Mutta seuraako se tdmén lauseen oletuksista? Osoita, ettei valtta-
mattd. Anna siis esimerkki sellaisesta funktiosta, joka toteuttaa Rollen
lauseen oletukset, mutta

a) ei ole derivoituva a:ssa, kun taas on b:ssi,

b) ei ole derivoituva a:ssa eiké b:ssi.

Anna esimerkki sellaisesta funktioista, joka toteuttaa Rollen lauseen
oletukset, mutta

a) a ei ole sen (toispuolinen paikallinen) dariarvopiste, kun taas b on,
b) a ja b eivat ole dariarvopisteit.

Jos derivoituvalla funktiolla on n nollakohtaa, niin mitd voidaan sanoa
derivaatan nollakohtien lukuméarésta?

Oletetaan, etta funktio f toteuttaa Rollen lauseen oletukset ja on kah-
desti derivoituva avoimella vélilla |a, b[. Milla yksinkertaisella ehdolla
f"(€) = 0 ainakin yhdessé pisteessa £ €|a, b?

Todista: Jos p > 0, niin yhtalolla
ot +prPtqr+r=0
on enintddn kaksi (reaalista) ratkaisua.
Olkoon n € Zy, n > 2. Tutki yhtalon
2" +pr+q=0

(reaalisten) ratkaisujen lukuméaraa.

75



Funktion derivaatta

5.3 Valiarvolause ja sen sovelluksia

Viliarvolauseella on keskeinen merkitys tutkittaessa funktion kulkua deri-
vaatan avulla.

Lause 21 (Viliarvolause) Oletetaan, ettd funktiolle f pdtee:
(a) f on jatkuva suljetulla vdlilld [a,b],
(b) f on derioituva avoimella vdlilld ]a, .

Talloin on olemassa ainakin yksi sellainen piste & €]a, b[, jolle

f(b) = f(a)

e ===

eli

Todistus Funktio

fb) = f(a)

— (x —a)

toteuttaa Rollen lauseen oletukset. Siis on olemassa sellainen piste £ €|a, b,
ettd ¢’'(£) = 0. Toisaalta

joten vaitos seuraa. [

Kuten Rollen lauseella, myos véliarvolauseella on yksinkertainen geomet-
rinen merkitys: f:n kuvaajalla on pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) kautta kul-
kevan sekantin suuntainen tangentti ainakin yhdessa pisteessa.

(b, £(b))

(a, f(a))

Valiarvolausetta kutsutaan usein differentiaalilaskennan véaliarvolauseeksi, sil-
14 myos integraalilaskennassa on viliarvolause (teht. 175).

76



Funktion derivaatta

Lause 22 (Derivaatan merkkilause) Olkoon funktio f jatkuva vdlilli [a,b] ja
derivoituva vdlilla |a, b|. Jos kaikilla x €]a,b]

f'(xz) >0, niin f on kasvava;

f'(x) >0 ja f'(x) = 0 vain yksittdisissd pisteissd (eli ei millddn védlin
la, b[ osavdlilld), niin f on aidosti kasvava,

f'(xz) <0, niin f on vihenevd;

f(x) <0 ja f'(x) = 0 vain yksittdisissa pisteissd, niin f on aidosti
vaheneva.

Todistus Osoitamme kasvua koskevan alkuosan ja jatamme loppuosan har-
joitustehtaviksi (teht. 151).

Oletamme, ettd f'(x) > 0 kaikilla = €]a,b[. Olkoon a < z7 < x9 < b.
Viliarvolauseen perusteella 16ytyy sellainen £ €|xy, 23], jolle

fx2) = f(a1) = f/(§) (22 — 7).

Koska f'(§) > 0 ja xg — 21 > 0, on f(xg) — f(x1) > 0eli f(zo) > f(x1). Siis
f on kasvava.

Oletamme nyt lisiksi, ettei f/'(x) = 0 millddn vélin ]a, b[ osavililla, ja
viitdmme, ettd f:n kasvu on aitoa. Teemme vastaoletuksen, ettei niin ole.
Toisin sanoen on olemassa pisteet x; ja xq, joille x1 < 3 ja f(x1) = f(x2).
Koska f on kasvava, silld tédytyy olla sama arvo koko valilla [z, z5], mutta
silloin f'(z) = 0 talla valilld, mik& on vastoin oletusta. [

Vakiofunktion derivaatta on nollafunktio. Integraalilaskennan peruslauseen
mukaan kadnteinen tulos pétee, jos tarkasteltavan funktion méaérittelyjoukko
on vali. Se ei pade yleisesti (teht. 152). Téma4 lause ansaitsee nimensé, koska
sen avulla 1oydetdan funktion kaikki integraalifunktiot, kun tunnetaan yksi
niisté (lause 29).

Lause 23 (Integraalilaskennan peruslause) Olkoon funktio f derivoituva vd-
Lllg I. Jos f'(x) =0 kaikilla x € I, niin f on vakiofunktio.

Todistus Olkoon x1,x2 € I ja 17 < xo. Viliarvolauseen perusteella 10ytyy
sellainen £ €]z, 2, jolle

f(@e) = f(1) = f/(§)(xg — 21).

Koska f'(§) =0, on f(x2) — f(z1) = 0eli f(z1) = f(x2). Siis f:n arvot missa
tahansa kahdessa annetussa pisteessa ovat samat, joten f on vakiofunktio. m
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Viliarvolauseen avulla voidaan arvioida funktiota, kun tunnetaan sen ar-
vo yhdessé pisteessé ja derivaatan rajat.

Esimerkki 1 Tiedetéén, etta valilla [0, 2] jatkuvalle ja valilla |0, 2] derivoitu-
valle funktiolle f patee f(0) =1ja —1 < f'(x) < 2 kaikilla x €]0,2[. a) Mé&éa-
ritd rajat f(1):lle. b) Sama tehtava, kun tiedetéén lisiksi, etta f(2) = 4.

a) Soveltamalla valiarvolausetta vililld [0, 1] saamme
fQ) = f(0) = f(1) = 1= f()(1 = 0) = f(£),
missd £ €]0, 1]. Téten
f)=f(+1<2+1=3
ja
) =F©+12-1+1=0
Toisin sanoen 0 < f(1) < 3.
b) Sovellamme véliarvolausetta myos vélilld [1,2], jolloin
f@2)—f)=4-f(1) = f(OC2-1) = f(©),

missa € €]1, 2[. Téten

ja

f) =a- e =4-2=2
Tiedamme siis myos, ettd 2 < f(1) < 5. Meilld on nyt kaksi alarajaa ja
kaksi ylédrajaa. Valitsemme niistd paremmat, siis alarajoista suuremman ja
ylarajoista pienemmaéan. Nain saamme 2 < f(1) < 3.

Harjoitustehtavia

151. Todista lauseen 22 funktion vihenemista koskeva osa.

152. Anna esimerkki funktiosta f, joka ei ole vakiofunktio, vaikka f’ on
nollafunktio.

153. Tiedetadn, etta funktio f on kaikkialla derivoituva ja toteuttaa kaikilla
x:n arvoilla epayhtalon | f'(z)| < |sinz|. Johda (z:sta riippuva) ylaraja

/(@) |le, kun a) f(0) = 0, b) f(2) = -3
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154.

155.

156.

Oletetaan, etté funktio f on derivoituva pisteen a erdassa ymparistossa
ja f'(a) = 0.

a) Todista: Jos a:lla on sellainen ympéristo, jossa
(z<a= fl(x) >0)A(z>a= f'(z) <0),

niin @ on f:n aito maksimipiste.

b) Kirjoita ja todista minimipistetta koskeva vastaava lause.

Olkoon f kuten edella ja lisiksi kahdesti derivoituva pisteessa a. To-
dista: Jos f”(a) < 0 (vastaavasti f”(a) > 0), niin @ on f:n aito maksi-
mipiste (vastaavasti minimipiste).

a) Tarkastellaan pisteen a tietyssd ympéristossa "paloittain mééritel-
tya” funktiota
] g(z), kunz <a,

f(@) = { h(z), kunz > a.
Kysytdan, onko f derivoituva a:ssa, ja myoOnteisesséd tapauksessa on
méaéaritettava f’(a). Tama tehtavé voidaan ratkaista muodostamalla f:n
"vasemmanpuolinen erotusosaméara” a:sta x:dén (jolloin z < a) ja
"oikeanpuolinen erotusosaméérd” (z > a) seké tutkimalla niiden raja-
arvoja, kun x — a. Mutta jos tiedetdén, ettd f on derivoituva, kun
x # a, niin onko seuraava vaihtoehtoinen menetelma yleispéateva? Jos
toispuoliset raja-arvot

. / . . / . . / . . !
Jim S = Jim ) n i £ = Jim

ovat olemassa ja yhtésuuret, niin f on derivoituva a:ssa ja nain saa-
daan f’(a). Toisin sanoen: Jos raja-arvo

— |5 !
¢ =lim f'(z)
on olemassa, niin f on derivoituva a:ssa ja f’(a) = c. Osoita, etté

vastaus on kielteinen. Sita varten anna esimerkki sellaisesta funktiosta,
jolla tdma raja-arvo on olemassa mutta joka ei ole a:ssa edes jatkuva.

b) Osoita tdmé menetelmé oikeaksi, kun oletetaan lisdksi, ettd f on
jatkuva a:ssa.
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157. Valilla I maaritelty funktio f toteuttaa Lipschitzin ehdon, jos on ole-

158.

159.

massa sellainen vakio k, ettéd

|f(@1) = f(22)| < Kloy — 24
kaikilla z1, 29 € I.

a) Todista: Derivoituva funktio toteuttaa Lipschitzin ehdon, jos ja vain
jos sen derivaatta on rajoitettu.

b) Anna esimerkki funktiosta, joka i) ei ole derivoituva mutta toteuttaa
Lipschitzin ehdon, ii) on derivoituva mutta ei toteuta tata ehtoa.

"Nolla per nolla” -muotoisia raja-arvoja voidaan madrittad mukavasti
L’Hospitalin sidanndlld. Sen yleinen todistus on vaikea (teht. 160) mutta
tdman tehtavan oletuksilla helppo.

a) Olkoot funktiot f ja g maariteltyja pisteen a eradssa ympéaristossa ja

derivoituvia téssi pisteessd. Todista: Jos f(a) = g(a) =0 ja ¢'(a) # 0,

niin . @ ) )
vag(z)  g'(a)

@) f@) - f@
g(x)  g(z) —g(a)
ja sovella lausetta 18 c. Miten jatkat?

Ohje: Kirjoita

b) Mééritd raja-arvo

N g Sin2x . tanx . .. 1-—cosw
i) lim ———, ii) lim , i) lim ———
z—0 sin 3¢ =0 x—0 T
. Vrt+a®—a . sin(a+z) —sin(a — x)
iv) im —————, v) lim :

z—0 N/$2+b2—b7 z—0 T

Tassé a ja b ovat annettuja positiivisia reaalilukuja.

a) Todista yleistetty viliarvolause: Jos funktiot f ja g toteuttavat vé-
liarvolauseen oletukset, niin on olemassa ainakin yksi sellainen piste

¢ €la, bl, jolle
F () (g(b) = g(a)) = g'(E)(f(b) — f(a)).
Ohje: Sovella funktioon
hz) = (f(x) = f(a))(g(b) — g(a)) + (9(b) — g(x))(f(b) — f(a))

Rollen lausetta (oletuksella (c’)).
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160.

b) Totea, etta jos ¢'(z) # 0 kaikilla = €]a, b], niin tdmé yhtalo voidaan
kirjoittaa muotoon

a) L’Hospitalin sddnnoén helppo todistus (teht. 158) vaatii oletuksen
f(a) = g(a) = 0. Oletetaan nyt vain, etta

lim f(x) = lim g(z) = 0,
jolloin f:n ja g:n ei tarvitse olla edes méaariteltyja a:ssa. Toisaalta muu-
tetaan oletus derivoituvuudesta kokemaan a:n erasta ympéristod pait-
si a:ta. Osoita siis, etta talloin

lim @ = lim f’(x)7

i g(z) g (o)

mikéli oikealla puolella oleva raja-arvo on olemassa.

Ohjeita: Tutki aluksi oikeanpuolisia raja-arvoja. Olkoon F' funktio, joka
on muuten sama kuin f paitsi F'(a) = 0. Méérittele funktio G vastaa-
vasti g:n avulla. Olkoon x > a sellainen, ettd f ja g ovat maaritellyt
valilla Ja, z]. Totea, ettd F' ja G toteuttavat yleistetyn véliarvolauseen
oletukset valilla [a, x]. Paattele, etta

missa &, €|a, z[. Mitd tapahtuu, kun x — a?

Totea lopuksi, etta vasemmanpuolisia raja-arvoja voidaan kasitella vas-
taavasti.

Voidaan todistaa [, 9], ettd L’'Hospitalin sédénto patee myos raja-arvolle
aarettomassa ja "aareton per dareton” -muotoisille raja-arvoille.

b) Mé&irita raja-arvo

z—0 z—1 z—0

az+b$>i

i) lim 2%, i) lim(2 — z)™ %, nnhm<

missa a ja b ovat annettuja positiivilukuja. Ohje: Esité kyseisten lausek-
keiden logaritmit sopivalla tavalla osamadran muodossa.

81



Funktion integraali

6 Funktion integraali

6.1 Integroituvuus

Tarkastelemme vililla [a,b] rajoitettua funktiota f. Tamén vilin jako on
aarellinen joukko D vélin pisteitd, johon kuuluvat a ja b. Olkoon D =
{zo,1,..., 2}, missd a = 29 < 7 < -+ < T, < x, = b. Jakoa D
vastaa alasumma

Sp = Zmz(ﬂfz —Ti) =
i=1
m1($1 - G) + m2($2 - $1) +---+ mn—l(xn—l - $n—2) + mn(b - xn—l)a

missa
m; = inf{f(z) |z € [zi1, 7]},

ja yldsumma

Sp = Z Mz(% - xz’fl) =

i=1
Ml(l'l — CL) + MQ(Q?Q — 1'1) + -t Mnfl(l'n—l — (73”72) —+ Mn(b — xn,l),

missa
M; = sup{f(z) |z € [zi1,]}.

Lemma 2 Jaon tihentdminen kasvattaa alasummaa ja vihentid ylasum-
maa. Jos siis D C D', niin

sp <spr < Spr < Sp.

Todistus Riittda (miksi?) késitelld tapaus, jossa D’ sisdltdd yhden D:hen
kuulumattoman pisteen; olkoon se £ €|xy_1,xx[. Merkitsemme

po = f{f(z) [z € [we1, 8]}, po = nf{f(2)]z € [§ z4]}.

Koska my, <y, po (miksi?), on sp:n k:s termi

my (v — 2p-1) = mp(r — &) + me(§ — z31)
< pa(zr — &) + (€ — 7r1)
= (€ — xp—1) + po(zr — &),

mikd puolestaan on sp:n kmnnen ja (kK + 1)mnen termin summa. Néiden
alasummien kaikki muut termit ovat samat, joten ensimméinen epayhtélo
seuraa. Toinen epéyhtdld on selvd (miksi?). Kolmannen jiatdmme harjoitus-
tehtéaviksi (teht. 161). u
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\@ (5,,“/1) /
“5/// (7)1
(:Evlu‘Q)i mk(l'k _-’L'kfl) _ +
L aan) + (o - ©) =
Th—1 5 % Tk x + +

Lemma 3 Mikd tahansa alasumma on enintddn yhtdsuuri kuin mikd tahan-
sa ylasumma. Jos siis Dy ja Dy ovat vdlin [a,b] jakoja, niin

sp, < Sp,-
Todistus Olkoon D = Dy U Dy. Lemman 2 perusteella

sp, < sp < Sp < Sp,.

Merkitsemme D:11 vélin [a, b] kaikkien jakojen joukkoa.

Lemma 4 Joukko s = {sp|D € D} on ylhddlti rajoitettu. Joukko S =
{Sp| D € D} on alhaalta rajoitettu.

Todistus Joukon s ylarajaksi kelpaa lemman 3 mukaan mika tahansa yla-
summa. Vastaavasti joukon S alarajaksi kelpaa miké tahansa alasumma. (Tt-
se asiassa ndmaé joukot ovat rajoitettuja (teht. 161b).) |

Merkitsemme
I, =sup{sp | D € D}, I"=inf{Sp|D € D}.
Lemman 4 perusteella ndméa ovat olemassa. Jos
I.=17,

niin f on integroituva yli vélin [a, b], ja luku I = I, = I* on f:n (Riemann-)
integraali yli tdmén valin. Talléin merkitsemme

I:/abf.

Jos fn séént6 on ilmoitettu lausekkeena f(x), niin tavanomainen merkinté

I= /ab f(x)dz

on kéteva.
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Esimerkki 1 Vakiofunktio f(x) = ¢ on integroituva ja

/abf:c(b—a).

Nimittain sp = Sp = ¢(b — a) kaikilla D € D (miksi?), joten vaitos seuraa
(miksi?).

Funktion integroituvuuden osoittamisessa on hyotya seuraavasta lausees-
ta.

Lause 24 (Integroituvuusehto) Vililld [a,b] rajoitettu funktio f on integroi-
tuva, jos ja vain jos kaikilla € > 0 on sellainen D € D, eltd

Sp —sp < e. (1)

Todistus "Jos”-suunta. Kaikilla n € Z, on sellainen D,, € D, etté
SD,L —S8p, < —.
n

Toisaalta
OSI*—I*SSDn—SDn,

joten

1
0o<rIr —1I, < —.
n

Kun n — oo, saamme 0 < [* — [, < 0eli I* = I,.
"Vain jos” -suunta. Olkoon ¢ > (. Pienimman ylarajan ja suurimman

alarajan epsilon-ominaisuuden (lause 1 ja teht. 15) perusteella on olemassa
sellaiset Dy, Dy € D, etta

€ € € €
>, ——=1—-, Sp,<I"+—-=1+—.
D1 2 y "<l g =ity
Jaolle D = Dy U Dy pétee nyt lemman 2 mukaan
€ €
SD_SDSSDQ_SDl<([+§)_(I_§):€'

Sovellamme heti tatd lausetta.
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Lause 25 Suljetulla valilla jatkuva funktio on integroituva.

Todistus (*) Olkoon funktio f jatkuva vililla [a,b]. Koska se on rajoitettu
(lause 33), sen yli- ja alasummat ovat madritellyt. Olkoon € > 0. Koska f
on tasaisesti jatkuva (lause 36), on olemassa sellainen 6 > 0, etta

3

vl <6 = 1) - f0) < ;.

Tarkastelemme jakoa D, jonka jokaisen osavélin pituus x; — x;_1; < J. Ero-
tuksen Sp — sp k:s termi on (My, — my)(xy — xx—1). VAlilla [xg_1, 2] jatku-
vana funktiona f saavuttaa arvot Mj ja m; tdmén valin tietyissa pisteissé
(teht. 207) uy ja vg. Koska |uy — vy| < 2 — 251 < 6, on

€
b—a

My, —my, = flug) — fo) <

Arvioimalla nain jokaisella osavalilla saamme

SD —Sp = Z<M’ — m,)(:z:l — 5131;1) <
=0

E & €
b_ag(xi—xi,l):b_a(b—a):es,

joten integroituvuusehto on toteutettu.

Harjoitustehtavia

161. Osoita, etta
a) lemmassa 2 on Sp < Sp,
b) lemmassa 4 joukko s on alhaalta ja S ylhaalta rajoitettu.

162. Osoita, ettd funktio

0, kunz #0,
f(:c)—{ 1, kunz =0,

on integroituva yli jokaisen vélin [a, b] ja

/abf_o.

163. Osoita, ettd Dirichlet'n funktio (s. 16) ei ole integroituva yli minkéén
valin.
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164. Todista: Jos funktio f on integroituva yli vilin [a,b] ja [c,d] C [a,b],
niin f on integroituva yli vélin [c, d].

165. Osoita, etta suljetulla vililla monotoninen funktio on integroituva.

166. Osoita, ettd suljetulla valilla rajoitettu funktio, joka on jatkuva yhtéa
pistetta lukuunottamatta, on integroituva.

167. Yleisté edellinen tehtéva tapaukseen, jossa epéajatkuvuuspisteitd on aa-
rellinen maara.

168. Onko olemassa integroituvaa funktiota, jolla on darettoméan monta epéa-
jatkuvuuspistetta?

169. Voitaisiin ajatella, ettd on yksinkertaisempaa rajoittua vélin [a, b] tasa-

valisiin jakoihin D, = {a,x1, 2, ..., 2,_1,b} (kuten lukiossa tehdéén).
Siis
b—a
T —Q=Tg— Ty =" =Tp1—Tp2=b—Tp 1= -
ja

I"=inf{Sp, |ne€Z;}, I.=sup{sp,|necZ;}.

Miksei nain kuitenkaan kannata tehda?

170. Valilld [a, b] rajoitettu funktio f toteuttaa Riemannin ehdon, jos kaikil-
la e > 0 ja kaikilla ¢ > 0 on sellainen jako D € D, etta niiden osavélien
[z;—1, z;] pituuksien summa, joilla M; —m; > o, on < €. Osoita, ettéd f
on integroituva, jos ja vain jos se toteuttaa Riemannin ehdon.

6.2 Integraalin ominaisuuksia

"Maératyn integraalin” ominaisuudet perustellaan lukiossa havainnollises-
ti pinta-aloilla. Todistamme ne nyt tdsmallisesti. Merkitsemme Sp(¢):114 ja
sp(¢):11a funktion ¢ yla- ja alasummaa jaossa D € D. Edelleen merkitsemme
I*(¢) = inf{Sp(¢) | D € D} ja I.(¢) = sup{sp(¢) | D € D}.

Lause 26 Jos f on yli valin |a, b] integroituva funktio ja jos ¢ on vakio, niin

funktio cf on integroituva ja
b b
[en=c[r

Todistus Koska Sp(cf) = eSp(f) ja sp(ef) = esp(f) (miksi?), viitos seuraa
(miten?). n
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Lause 27 Jos f ja g ovat yli valin [a, b] integroituvia funktioita, niin funktio

f + g on integroituva ja
/ (f+9)= / f+ / 9-

Todistus Olkoon D € D. Koska
sp(f)+sp(g) < sp(f+g) < Sp(f+9g) <Sp(f)+ Splg)

(miksi?), on
[r+ [ =1+ 1@ <LG 0 <
I'(f+g) <I"(f)+I"(g /f+/g

(perustele yksityiskohdat), joten vaitos seuraa (miksi?). [ |

Siis integraali on addititvinen integroitavan funktion suhteen. Se on myos
additiivinen integroimisvélin suhteen. Toisin sanoen: Jos ¢ €]a, b[, niin

[r=[s+[r

Tamén todistamiseksi ndytamme aluksi, etta integraalin [ f f maédritelmassa
voidaan rajoittua niihin jakoihin, jotka sisaltavit pisteen c.

Lemma 5 Olkoon funktio f integroituva yli vilin [a,b] ja olkoon ¢ €]a,bl.
Tdlloin )
/ f=sup{sp|D € D.} =inf{Sp|D € D},

missa
D.={D eD|ce D}

Todistus Koska D, C D, on
inf{Sp | D € D.} > inf{Sp|D € D}.
Toisaalta kaikilla D € D on D C D U {c}, joten
inf{Sp | D € D} > inf{Spu(e} | D € D} = inf{Sp | D € D.}.

Naéin ollen

= 1nf{SD | D e DC}

Vastaavasti
I, =sup{sp | D € D.}.
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Lause 28 Olkoon funktio f integroituva yli valin [a,b] ja olkoon ¢ €]a,bl.
Talloin f on integroituva yli vilien [a, c] ja [c,b] ja

[i=[r+]7

Todistus Alkuosan todistus on harjoitustehtavina (teht. 164). Todistamme
loppuosan.

Merkitsemme D’:lla vélin [a, ¢| jakojen ja D":lla vilin [c, b] jakojen jouk-
koa. Jos ja vain jos D € D, niin D = D" U D", missa D' € D' ja D" € D".
Talloin Sp = Spr + Spr. Edelleen

b
/ f = inf{Sp|D e D} =inf{Sp + Spn| D' € D, D" € D'}
c b
— inf{Sp | D' € D'} +inf{Sp, | D" € D"} = / f+/ f
(perustele yksityiskohdat). n

Harjoitustehtavia
171. Olkoon funktio f integroituva yli vélin [a, b].
a) Osoita, etté
m(b—a)< [ 1< Mb—a)
missa '
m = inf{f(z) |z € [a,b]}, M =sup{f(x)|x € |a,b]}.

b) Todista: Jos f on jatkuva eiké ole vakiofunktio, niin kumpikin eri-
suuruus on aito.

172. Olkoot funktiot f ja g integroituvia yli vilin [a, b]. Todista:
a) Jos f(x) < g(z) kaikilla z € [a, b], niin

b b
/ < / g-
a a
b) Jos f ja g ovat jatkuvia eri funktioita, niin erisuuruus on aito.
173. Olkoon f valilla [a, b] jatkuva ei-negatiivinen funktio.
a) Todista: Jos [* f = 0, niin f on nollafunktio.

b) Néayta vastaesimerkilld, ettei tdma véite ole yleisesti tosi, jos f:sta
oletetaan jatkuvuuden sijasta vain integroituvuus.
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174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

Todista: Jos funktio f on jatkuva vélilla [a, b], niin

b b
[ <[
Itse asiassa f:n integroituvuus riittda, jolloin myos |f| on integroituva
[1, Corollary 5.19], [3, lause 8.6.7], [9, Theorem 6.13].

Kahden integroituvan funktion tulofunktio on integroituva, ks. [1, Theo-
rem 5.24], [7, lause 8.6.8], [9, Theorem 6.13]. Tyydytaan tapaukseen,
jossa namé funktiot ovat samat.

a) Todista: Jos funktio f on integroituva yli vélin [a, b], niin funktio f2
on integroituva.

b) Nayta vastaesimerkilld, ettei kddnteinen véite ole yleisesti tosi.

Todista integraalilaskennan viliarvolause: Jos funktio f jatkuva valilla
[a, b], niin olemassa sellainen piste & €|a, b], etta

[ 1=r©e-a.

Todista integraalilaskennan yleistetty vdliarvolause: Jos funktiot f ja g
ovat jatkuvia valilla [a, b] ja g ei muuta merkkidan talla vililla, niin on
olemassa sellainen piste £ €]a, b[, etta

/abfgz f(6) /abg.

Olkoon funktio f jatkuva erdalld origon sisédltavalla valilla.

a) Osoita, etté
h

h—02h J—h

b) Néayta vastaesimerkilld, ettei tdmé véite ole yleisesti tosi, jos f:sta
oletetaan vain integroituvuus.

Olkoon funktio f maééritelty valilla [a, b] ja jatkuva vélilla |a, b]. Esité
yksinkertainen riittavé ehto sille, ettd f on integroituva yli vélin [a, b].

Todista: Jos funktio f on integroituva yli valin [a, b], niin funktio

Fla)= [

on talla valilla jatkuva.
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6.3 Integraalifunktio

Olkoon funktio f maéritelty vélilla I, joka voi olla avoin, puoliavoin tai sul-
jettu ja myos ddreton. Funktio F' on f:n integraalifunktio, jos

kaikilla z € I.

Myos integraalifunktiota kutsutaan integraaliksi, ellei vadrinkéasityksen
vaaraa ole. Namé kasitteet erotetaan silloin toisistaan kutsumalla integraa-
lifunktiota "maaraamattomaksi integraaliksi” ja integraalia "méérétyksi in-
tegraaliksi”. (Voidaan ajatella, ettd f:n kaikkien integraalifunktioiden F' jou-
kosta funktio F'(z) = [ f noudattaa "maaraysta” F'(a) = 0.) Vaikka néilla
késitteilld on ldheinen yhteys (lause 31), ne ovat aivan eri késitteita. Siksi
termin "integraalifunktio” sijasta kdytetddn myos termeja "primitiivi”, "kan-
tafunktio” ja "antiderivaatta”, mutta mikaédn niistd ei ole vakiintunut.

Lause 29 Olkoon f kuten edelld ja olkoon F' sen integraalifunktio. Tdlloin
kaikki funktiot F'+c, missd ¢ on vakio, ja vain ne ovat f:n integraalifunktioita.

Todistus “Kaikki”-0sa. Jos G = F + ¢, niin G' = F' +d = f+ 0= f, joten
G on F:n integraalifunktio.

"Vain ne” -osa. Jos G on f:n integraalifunktio, niin G’ = f. Toisaalta

F' = f,joten (G—F) =G — F' = f— f = 0. Integraalilaskennan pe-
ruslauseen (lause 23) mukaan G — F' on vakiofunktio, mista vaitos seuraa.
]

Jos fm sdanté on ilmoitettu lausekkeena f(z), niin integraalifunktion
tavanomainen merkinta
| f@)a

on kéteva. Oikeastaan kyseessa on f:n kaikkien integraalifunktioiden joukko.
Esimerkiksi
21, 1.3
/ ridr = 32° + ¢
tarkoittaa, ettd funktion f(x) = x? integraalifunktioiden joukko koostuu
funktioista F'(z) = %x?’ + ¢, kun ¢ kiy lapi kaikki reaaliluvut.

Vililld [a, b] integroituvan funktion f kertymdfunktio K on fm integraali
ylarajansa funktiona. Siis

K(z) :/:f.
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Lause 30 Jos funktio f on jatkuva vdlilld I, niin sen kertymdfunktio on sen
integraalifunktio. Toisin sanoen

K =

Todistus Olkoon z,xz + h € I, h # 0. Kayttamalla additiivisuutta integroi-
misvélin suhteen (lause 28, teht. 181) ja véliarvolausetta (lause 21) saamme

Ka+m-Ka) = [Tr- [

_ /axf_i_/szrhf_/axf
= [ =@

misséd &, on x:n ja (r + h):n vélissd. Annamme h — 0, jolloin &, — z, ja siis
fm jatkuvuuden perusteella f(&,) — f(x). Nyt erotusosamééra

K(z+h) — K()

h :f(gh)_)f(x)7

mista vaitos seuraa. [ ]

Lause 31 Olkoon funktio f jatkuva vdlilld I ja olkoon F sen integraalifunk-
tio. Tdlloin kaikilla a,b € 1

/abf_F(b)—F(a).

Todistus Myos kertyméfunktio K on f:n integraalifunktio, joten lauseen 29
perusteella K (z) = F(x) + ¢, missi ¢ on tietty vakio. MééritAmme sen si-
joittamalla x = a. Koska K(a) = [ f =0, on ¢ = K(a) — F(a) = —F(a),
joten K(z) = F(x) — F(a) kaikilla € [a,b]. Sijoittamalla z = b saamme
K(b) = F(b) — F(a), mika oli todistettava. [

Lauseen 30 mukaan jokaisella jatkuvalla funktiolla on integraalifunktio.
Epédjatkuvalla funktiolla ei yleensé ole integraalifunktiota (teht. 183), mutta
tietyissd harvinaisissa tapauksissa on (teht. 184).
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Harjoitustehtavia

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

Olkoon funktio f integroituva yli vélin [a,b]. Miksi kannattaa mééri-

tella, etta
a a b
[r=0ia [r==["s

Olkoon funktio f integroituva yli vilin [min {a, b, ¢}, max {a, b, c¢}]. Osoi-

ta, etta \ ,
/a f:/:f+/c f;

olipa pisteiden a, b ja c jarjestys miké tahansa.

Anna esimerkki sellaisesta epdjatkuvasta funktiosta, jolla ei ole inte-
graalifunktiota.

Anna esimerkki sellaisesta epajatkuvasta funktiosta, jolla on integraa-
lifunktio. Ohje: Teht. 139.

Ovatko lauseet 30 ja 31 joissakin tapauksissa voimassa, vaikka f on
epajatkuva?

Maarita s

d T2
£‘/$2edt.

Ohje: Integraalifunktiota [ e’ dt ei kannata yrittas maarittaa (miksei?).

a) Miksi laskun

1 1
/ dw:/ (—1>:—1—1=—2.
1 22 -1 x

vastaus on vaarin?
b) Missa on virhe?

c) Miké on oikea vastaus?

a) Mité vaaditaan funktion f(z) = 1/x integrointikaavassa

dx
/—:ln|x|+c
x

f:n maarittelyvalilta?

b) Miksi z:n ympérilla on itseisarvomerkit?
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189.

190.

Esité integraalilaskennan véliarvolauseeseen (teht. 176) perustuva vaih-
toehtoinen todistus lauseelle 31. Ohjeita: Olkoon D vélin [a,b] jako.
Nayta soveltamalla integraalilaskennan valiarvolausetta kuhunkin osa-
valiin, ettd sp < F(b) — F(a) < Sp, missi sp ja Sp tarkoittavat funk-
tion f ala- ja ylasummia. Toisaalta sp < ff f < Sp (miksi?). Miten
jatkat?

Eulerin vakio

=1 1 L1 L 1
7—n1_>r£10( +§+§+~~-+E— nn).
a) Osoita, ettd tdméa raja-arvo on olemassa. Ohjeita: Tarkastele inte-
graalia

n dx

1 X

= Inn.

Maaritda Sp ja sp, kun D = {1,2,3,...,n — 1,n}. Niiden perusteella
nayta, etta jono

1+1+1+ +1 1
n = — — . ——Inn
i 2 3 n

on vihenevé ja alhaalta rajoitettu. Miten jatkat?
b) Osoita, ettd v > 1.

c) Harmoninen sarja hajaantuu erittain hitaasti. Tutkittaessa tété sar-
jaa tietokoneella tai ohjelmoitavalla laskimella joudutaan vaikeuksiin.
Nimittain taytyy kayttaa liukulukuaritmetiikkaa, jolloin laskutoimi-
tuksen tulos yleensd sisaltaa pyoristysvirheen. (Miksei voida kayttaa
tarkkaa aritmetiikkaa?) Suurilla n:n arvoilla sarjan loppupéén termit
ovat n:nteen osasummaan verrattuina niin pienia, etté kone tulkitsee ne
nolliksi. Koneen laskema osasumma ei silloin enaé kasva n:n kasvaessa,
joten sarjan hajaantumista ei voida paatella. Kokeile tietokoneella tai
ohjelmoitavalla laskimella, miten tassa kay.

d) Kun lasketaan kahden liukulukuaritmetiikalla saadun keskendan
melkein yhtasuuren luvun erotus, on vaarana, ettd oikeiden numeroi-
den kumoutuessa pyoristysvirheet korostuvat ja pahimmassa tapauk-
sessa tulos on pelkkéda pyoristysvirhettda. Miten kay ~:1le? Saatko sille
kunnollisen likiarvon? Vertaa tulostasi oikeaan kahdeksandesimaaliseen
likiarvoon v ~ 0,57721566.
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7 Jatkuvan funktion peruslauseet (x)

7.1 Bolzanon-Weierstrassin lause

Jatkuvan funktion peruslauseet ("three hard theorems”) ovat:

1. Suljetulla valilld jatkuva funktio on rajoitettu.
2. Suljetulla vélilla jatkuva funktio saa suurimman ja pienimman arvon.

3. Jos jatkuva funktio saa erimerkkiset arvot, niin se saa myos arvon nolla.

Namaé lauseet esitetadn lukiossa ilman todistusta. Oikeastaan ”jatkuvan funk-
tion peruslauseen” statuksen ansaitsee myos:

4. Suljetulla vililla jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva.

Voimme nyt todistaa namé lauseet. Todistukset perustuvat tarkedan
Bolzanon-Weierstassin lauseeseen.

Lause 32 (Bolzanon-Weierstrassin lause) Rajoitetulla reaalilukujonolla on
suppeneva osajono. Toisin sanoen: Jos (x,) on rajoitettu jono, niin on ole-
massa sellaiset indeksit ny < ng < n3z < ..., ettd lukujono (yg), missd
Yg = Tp,, Suppenee.

Todistus Koska jono (x,) on rajoitettu, sen kaikki termit kuuluvat erdaa-
seen suljettuun véliin [aq, b]. Asetamme y; = 21 (eli n; = 1). Vélin [aq, by]
puolikkaista ainakin toinen siséltdd aarettomén monta jonon (z,) termia.
(Jos z; = x;, missd ¢ # j, niin kyseessd on kaksi eri termid, vaikka nii-
den arvot ovat samat.) Olkoon [asg, by] téllainen puolikas. Valitsemme termin
Tp, € [ag, by, missd ny > 1(= nq), ja asetamme yy = x,,. Myos valin [as, bs]
puolikkaista ainakin toinen sisiltaa adarettoman monta termié; olkoon [as, bs]
sellainen. Valitsemme termin x,, € [as,bs], missd ng > ng, ja asetamme
Y3 = Tngy-

Jatkamalla samalla tavalla saamme jonon sisdkkaisia valeja [ag, bi] ja jo-
non (z,) sellaisen osajonon (x,,) = (yi), ettd yp € [ax, by kaikilla k:lla.
Annamme k — o0, jolloin

bl — ay
bk» — Q) = W
Néin ollen jono (yx) suppenee sisikkéisten vélien lauseen (teht. 110) perus-
teella.
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ay by

Y1 =1 = Tn,
a1

a2 by

Y2 = Tn,

Harjoitustehtavia

191.

192.

193.

194.

195.

Véli [0, 1] jaetaan kolmeen yhtdsuureen osaan, joista valitaan arvalla
yksi. Saatu osa jaetaan jilleen kolmeen yhtasuureen osaan, joista ar-
votaan yksi. Ndin jatketaan loputtomiin. Todista, etté tadsmalleen yksi
reaaliluku pysyy mukana kaikissa arvotuissa véleissa.

a) Osoita, ettd lukujono (a,),

Ay =

n—l—l( ) 2n7r+ 2n7r>
sin —— + cos —
n—+ 2 3 3 )

on rajoitettu, joten silla on Bolzanon-Weierstrassin lauseen mukaan
suppeneva 0sajono.

b) Muodosta jokin téllainen osajono.

a) Todista: Jos lukujonolle (a,) on lim,_, a, = @, niin myos sen jo-
kaiselle osajonolle (a,,) on limy_, a,, = a.

b) Todista: Jos rajoitetun lukujonon jokainen suppeneva osajono sup-

penee kohti samaa raja-arvoa, niin myos koko jono suppenee kohti sita.

Anna esimerkki sellaisesta rajoitetusta lukujonosta, jonka suppenevien
osajonojen raja-arvojen lukumédra on a) kaksi, b) kolme, c) dareton.

Todista: Jos lukujono (a,) on ylhaalta rajoittamaton, niin silld on osa-
jono (ay,, ), jolle limy_,o a,, = oo.
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196.

197.

198.

199.

200.

Todista, ettéd jokaisella reaalilukujonolla on monotoninen osajono. Oh-
jeita: Olkoon (a,) tarkasteltava jono. Osoita, etté jos se ei ole ylhdalta
(vastaavasti alhaalta) rajoitettu, niin silld on aidosti kasvava (vastaa-
vasti viheneva) osajono. Jos taas (a,) on rajoitettu, niin silld on sup-
peneva osajono (a,, ) = (bg); olkoon limyg_, by = b. Télloin ainakin
yksi seuraavista vaihtoehdoista on tosi: (1) Adrettémén monella k:lla
on by > b. (2) Vastaavasti by, < b, (3) Vastaavasti b, = b. Osoita, et-
ta jonolla (bg) on osajono, joka on tapauksessa (1) aidosti vaheneva,
tapauksessa (2) aidosti kasvava ja tapauksessa (3) vakiojono.

Lukujonon (a,) suppenemisen havainnollinen merkitys on, ettd termit
saadaan mielivaltaisen lahelle raja-arvoa. Entd jos ne saadaan mieli-
valtaisen ldhelle toisiaan? Silloin on toteutettu Cauchyn yleinen sup-
penemisehto eli lyhyesti Cauchyn ehto, jonka tdasméllinen muotoilu on:
Kaikilla € > 0 on sellainen n. € Z,, etta

p,q>n. = la, —ay <e.

Jono (a,) on télloin Cauchyn jono. Suppeneminen on yhtépitava Cauc-
hyn ehdon toteutumisen kanssa. Toisin sanoen lukujono suppenee, jos
ja vain jos se on Cauchyn jono. Todista "vain jos” -osa: Suppeneva jono
on Cauchyn jono. Ohjeita: Olkoon lim,, ., a, = a. Valitse ¢ > 0. Tal-
16in on olemassa sellainen n., ettd p,q > n. = |a, — a4| < %5. Osoita,
etta |a, — a,| < €.

Osoita, ettd Cauchyn jono on rajoitettu. Ohjeita: Olkoon (a,) Cauchyn
jono. T&lléin on olemassa sellainen ny, ettd p,q > ny = |a, — a4 < 1.
Kun p > nq, niyté, ettd |a,| < 14 |ay,,|.

Todista tehtavassa 197 esitetyn lauseen "jos”-osa: Cauchyn jono suppe-
nee. Ohjeita: Olkoon (a,,) Cauchyn jono. Silla on (miksi?) suppeneva os-
ajono (an, ); olkoon limy_, a,, = a. Osoita, ettd myos lim,,_, a, = a.

Sarja suppenee itseisesti, jos sen termien itseisarvojen muodostama sar-
ja suppenee.

a) Todista: Jos sarja suppenee itseisesti, niin se suppenee tavallisessa
mielessa. Ohje: Osoita kolmioepayhtalon ja Cauchyn yleisen suppene-
misehdon perusteella, etté tallaisen sarjan osasummien jono suppenee.

b) Anna esimerkki suppenevasta sarjasta, joka ei suppene itseisesti.
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7.2 Rajoituslause

Kutsumme jatkuvan funktion ensimmaéisté peruslausetta lyhyesti "rajoitus-
lauseeksi”.

Lause 33 (Rajoituslause) Suljetulla vdlilla jatkuva funktio on rajoitettu.

Todistus Olkoon f valilla [a, b] jatkuva funktio. Teemme vastaoletuksen, ettei
se ole rajoitettu. Voimme olettaa (miksi?), ettei se ole ylhdalta rajoitettu.
Koska f saa mielivaltaisen suuria arvoja, jokaista positiivista kokonaislukua n
vastaa sellainen z,, € [a,b], ettd f(x,) > n. Bolzanon-Weierstrassin lauseen
mukaan jonolla (z,,) on suppeneva osajono (x,,); olkoon limg_, z,, = o,
jolloin zy € [a,b] (miksi?). Nyt f:n jatkuvuuden perusteella

flwo) = F(lim 2,,) = lm f(z,,) = oo,

—00 k—o0

miké sisdltédé ristiriidan, koska f(xg) on tietty reaaliluku. n

Harjoitustehtavia

201. Anna esimerkki sellaisesta a) avoimella, b) puoliavoimella vélilla jat-
kuvasta funktiosta, joka ei ole rajoitettu.

202. Miksei rajoituslauseen todistus onnistu, jos f:n médarittelyvali ei ole
suljettu?

203. Osoita, etta kaikkialla jatkuva jaksollinen funktio on rajoitettu.

204. Olkoon funktio f kaikkialla jatkuva. Todista: Jos raja-arvot lim, .. f(x)
ja lim,, o f(z) ovat olemassa, niin f on rajoitettu.

205. Jos funktio f on derivoituva suljetulla valilla 7, niin onko f’ rajoitettu?
Vastaesimerkki, jossa f(x) = \/m ja I on miké tahansa origon sisaltava
vali, ei kelpaa (miksei?). Koska f":n taytyy olla epdjatkuva (miksi?),
kannattaa kokeilla tehtavian 139 funktiota f. Se ei kuitenkaan kelpaa
(miksei?), mutta siitd on helppo muokata funktio

r?sin 4 kunx # 0,
fz) = { 0, kunz = 0.

Olkoon I mika tahansa origon siséltavéd vali. Osoita, ettd f on télla
valilla derivoituva, mutta f’ ei ole rajoitettu.
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206.

207.

208.

209.

210.

Funktion f epédjatkuvuuspiste on yksinkertainen, jos f:ll& on siiné tois-
puoliset raja-arvot. (Jos f on médritelty vain kyseisen pisteen jommal-
lakummalla puolella, niin vastaava toispuolinen raja-arvo riittaa.) Anna
esimerkki sellaisesta epédjatkuvuuspisteestd, joka ei ole yksinkertainen.

Olkoon f valilla [a, b] maaritelty funktio, jolla on darellinen maara epé-
jatkuvuuspisteitd ja kaikki ne ovat yksinkertaisia. Osoita, ettd f on
rajoitettu.

Olkoon f valilla I maéritelty funktio. Se on ylhddltd puolijatkuva pis-
teessd a € I, jos kaikilla € > 0 on sellainen 6, > 0, etté

|z —al <. = f(x) < fla)+e.

Jos a on I:n paatepiste, niin kdytetdan vastaavaa toispuolista ymparis-
to4.

a) Anna esimerkki tietyssi pisteessd epédjatkuvasta funktiosta, joka
i) on, ii) ei ole siind ylhééltd puolijatkuva.

b) Miten méadritellddn se, ettd f on alhaalta puolijatkuva pisteessd a?

c) Todista: Funktio on tietyssé pisteessé jatkuva, jos ja vain jos se on
siina seka ylhéalta etté alhaalta puolijatkuva.

Olkoon f kuten edelld. Se on ylhddltd (vastaavasti alhaalta) puolijatku-
va valilld I, jos silla on tamé ominaisuus kaikilla a € I. Todista: Jos [
on suljettu ja f on ylhdélta (vastaavasti alhaalta) puolijatkuva, niin f
on ylhaélta (vastaavasti alhaalta) rajoitettu.

Anna esimerkki suljetulla vélilla rajoitetusta funktiosta, joka ei ole yl-
haalta eika alhaalta puolijatkuva.

7.3 Adriarvolause

Kutsumme jatkuvan funktion toista peruslausetta lyhyesti ”aédriarvolauseek-

29

S17.

Lause 34 (Aériarvolause) Suljetulla vdlilli jatkuva funktio saa suurimman
ja prenimman arvon.

Todistus Olkoon f valilld [a,b] jatkuva funktio. Riittdd osoittaa (miksi?),
ettd se saa suurimman arvon. Teemme vastaoletuksen, ettei nédin kéy. Rajoi-
tuslauseen mukaan

s = sup{f(z) [z € [a, 0]}
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on (&dérellisend) olemassa. Jos f saisi tdmén arvon, niin kyseessi olisi f:n
suurin arvo, miké on vastaoletuksen perusteella mahdotonta. Siis f(x) < s
kaikilla = € [a,b]. Talloin funktio

1
g(x) = s—if(x)

on vélilld [a,b] médritelty ja jatkuva. Rajoituslauseen mukaan on olemassa
sellainen m > 0, ettd kaikilla z € [a,b] on g(z) < m eli

1
s — f(z)
minka saamme myos muotoon
1
r)<s——.
fla)<s——

Siis s — 1/m on f:n arvojen yldraja, mikd on ristiriidassa sen kanssa, etté s

on niiden pienin ylaraja. ]
Y Jos f el saavuta tata
Supme{aqb] {f(ﬂ:)} =S e B
1 ... niin silla on tamakin ylaraja.
S - o= it
_ &@\ X
v :
|
|
! |
| !
a b x

Rajoituslause tietenkin seuraa dariarvolauseesta, mutta se piti esittaa en-
sin, koska sité tarvitaan dariarvolauseen todistuksessa.

Harjoitustehtavia

211. Anna esimerkki suljetulla vililla rajoitetusta funktiosta, joka a) saa
suurimman arvon muttei pieninté, b) ei saa suurinta eikd pieninta ar-
voa.

212. Osoita, etté kaikkialla jatkuva jaksollinen funktio saa suurimman ja
pienimman arvon.
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213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

Olkoon f kaikkialla jatkuva funktio. Todista: Jos lim, .+ f(z) =0 ja
f saa erimerkkisid arvoja, niin se saa suurimman ja pienimmén arvon.

Poistetaan edellisesté tehtavésta erimerkkisia arvoja koskeva oletus.
Mita voidaan nyt sanoa f:n suurimmasta ja pienimmasta arvosta?

Olkoon f kaikkialla jatkuva funktio. Todista: Jos lim, .., f(z) = oo,
niin f saa pienimmén arvon.

Tarkastellaan polynomifunktiota
p(x) = apz" + a "+ a1+ a,,  ag > 0.

Todista:
a) Jos n on parillinen, niin p saa pienimmén arvon muttei suurinta.

b) Jos n on pariton, niin p ei saa suurinta eiké pienintd arvoa.

Olkoon funktio f integroituva yli vélin [a,b]. Osoita, etta talla valilla
maéaritelty funktio

X
K@= [ r
a
saa suurimman ja pienimman arvon.

Jos funktio f toteuttaa tehtavan 204 oletukset, niin saako se suurimman
ja pienimmaéan arvon?

Jos funktio f toteuttaa tehtavan 207 oletukset, niin saako se suurimman
ja pienimmén arvon?

Jos funktio f toteuttaa tehtavian 209 oletukset, niin saako se suurimman
(vastaavasti pienimmén) arvon?

7.4 Nollakohtalause

Kutsumme jatkuvan funktion kolmatta peruslausetta lyhyesti "nollakohta-
lauseeksi”.

Lause 35 (Nollakohtalause) Olkoon funktio f jatkuva vdlilla [a,b]. Jos f(a)
ja f(b) ovat erimerkkiset, niin tdalla funktiolla on ainakin yksi nollakohta
valilld |a, b|.
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Todistus Voimme olettaa (miksi?), ettd f(a) < 0 ja f(b) > 0. Joukko F =
{z € [a,b]| f(x) < 0} on epétyhja ja ylhdiltd rajoitettu, joten ¢ = sup F
on olemassa. Jatkuvuuden perusteella 16ytyy sellainen § > 0, ettd f(z) < 0
valilla [a,a + 0] ja f(x) > 0 valilla [b — d,0]. Ndin ollen a + 4 < ¢ < b—4, ja
siis a < ¢ < b.

Olkoon (u,,) sellainen jono joukon E lukuja ja (v,) sellainen jono vélin [c, b]
lukuja, etté

lim u, = lim v, = c.

n—o0 n—oo

Né&ama4 jonot ovat olemassa (teht. 221). Koska

£(0) = (Jim ua) = lim f(un) <0

ja
fle) = f(lim v,) = lim f(v,) 20
(perustele yksityiskohdat), on f(c) = 0. u
¢
fle) < f(vn) E
Up — C c \
T - c— Un, z
L f(un) = f(c)
°
Harjoitustehtavia

221. Osoita, etté nollakohtalauseen todistuksessa méaéaritellyt jonot (u,) ja (v,)
ovat olemassa.

222. Olkoon funktio f jatkuva vélilla [a, b]. Osoita, ettéd saa kaikki f(a):n ja
f(b):m véliset arvot.

223. Voiko valilla [a, b] epajatkuva funktio f saada kaikki f(a)m ja f(b):n
véliset arvot?
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224.

225.

226.

227.

228.

229.

230.

Osoita, ettd polynomifunktiolla
p(z) = apz” + a;z" ' + -+ ap_1T +a,,  ag #0,
on ainakin yksi nollakohta, jos n on pariton.

Olkoon funktio f kaikkialla jatkuva. Todista: Jos raja-arvot lim, . f(z)
ja lim,, o f(z) ovat olemassa, niin f saa kaikki niiden véliset arvot.

Olkoon funktio f : [0,1] — [0, 1] jatkuva. Osoita, ettd yhtalolla
f(x) = z on ainakin yksi ratkaisu.

Voidaanko edellisessé tehtavissa véli [0, 1] korvata a) mielivaltaisella
suljetulla valilld, b) valilla |0, 1], ¢) mielivaltaisella avoimella valilla?

Olkoot f ja g vélilla [0, 1] maariteltyja jatkuvia funktioita. Todista: Jos
£(0) < g(0) ja f(1) > g(1), niin yhtalolla f(x) = g(x) on ainakin yksi
ratkaisu.

Olkoon f valilla I jatkuva positiiviarvoinen funktio. Todista: Jos p # 0
ja x1,%2,...,T, € I, niin on olemassa piste xy € I, jolle
1) 4 fza)? + -+ f(20)P\ b

Olkoon funktio f derivoituva valilld [a,b]. Tehtavian 205 perusteella
"derivaatan rajoituslause” ei pade yleisesti, joten myoskdan ”derivaa-
tan ddriarvolause” ei pade (miksei?). Sen sijaan pétee "derivaatan nol-
lakohtalause”: Jos f’(a) ja f’(b) ovat erimerkkiset, niin f’:lla on aina-
kin yksi nollakohta vélilld ]a, b[. Yleisemmin todista, ettd f’ saa kaikki
f'(a)m ja f'(b):n viliset arvot. (Jos f’ on jatkuva, niin asia on selvi,
mutta f’ voi olla epajatkuva.)

Ohjeita: Voit olettaa (miksi?), etta f'(a) < f'(b). Olkoon f'(a) < ¢ <
f'(b). Funktio g(z) = f(x) — cx saa pienimmén arvon (miksi?, ja suu-
rimmankin, milld ei téssd ole merkitysta) valilla [a, b]; tapahtukoon se
pisteessé €. Koska £ # a, b (miksi?), on £ €]a, b]. Koska ¢'(¢) = 0 (mik-
si?), on f'(¢§) —c =0, joten f'(§) = c.

7.5 Tasaisen jatkuvuuden lause

Lopuksi késittelemme jatkuvan funktion "neljétté peruslausetta”.

Lause 36 (Tasaisen jatkuvuuden lause) Suljetulla vdlilld jatkuva funktio on
tasaisesti jatkuva.
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Todistus Olkoon f suljetulla vélilla I jatkuva funktio. Teemme vastaoletuk-
sen, ettei se ole tasaisesti jatkuva. Tall6in on olemassa sellainen € > 0, etté
olipa 0 > 0 mika tahansa, aina 10ytyy sellaiset s,t € I, joille |s —t| < § mutta
|f(s) — f(t)| > e. Erityisesti nain kdy, kun § = 1/n, n = 1,2,3,.... Siis on
olemassa sellaiset jonot (s,) ja (), etta |s, — t,| < 1/n mutta

|f(sn) = f(tn)] > €. (1)

Koska jono (t,) on rajoitettu, silli on Bolzanon-Weirestrassin lauseen mu-
kaan suppeneva osajono (t,, ); olkoon limy_, t,, =t, jolloin ¢ € I (miksi?).

Koska
1 1
|8nk _tnk’ < Tlik < E>
on
|Snk - t| < |Snk - tnk' + ‘tnk - t| — 0,

kun k& — oo (perustele yksityiskohdat). Siis my6s limy_,e Sp, = ¢, mutta nyt

lin ((su) = f(tn,)) = F(Ji 8,,) = F(Jim t,) = £(1) = /(2) =0

k—o0 k—o0
(perustele yksityiskohdat). Tamé on ristiriidassa epayhtalon (1) kanssa (mik-
si?). u
Harjoitustehtavia

231. Miksi tasaisen jatkuvuuden lauseen todistus ei onnistu avoimen véalin
tapauksessa?

232. Osoita, etté kaikkialla jatkuva jaksollinen funktio on tasaisesti jatkuva.

233. Olkoon funktio f kaikkialla jatkuva. Todista: Jos raja-arvot lim, ., f(x)
ja lim, , . f(z) ovat olemassa, niin f on tasaisesti jatkuva.

234. Olkoon funktio f jatkuva vélilla Ja,b[. Jos f:ll4 on a:ssa ja b:ssa tois-
puolinen raja-arvo, niin saadaanko f tasaisesti jatkuvaksi vélilla [a, b],
kun f(a) ja f(b) méaaritelladn néiné raja-arvoina?

235. Olkoon funktio f maéritelty valilla I. Todista oikeaksi tai vaaréksi: Jos
f toteuttaa Lipschitzin ehdon (teht. 157), niin se on tasaisesti jatkuva.

236. Todista oikeaksi tai vaaraksi edellisen tehtavan lauseen kaanteislause.
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237.

238.

239.

240.

Olkoon funktio f jatkuva valilld [a,b]. Jaetaan tami vali n:4an yhta-
suureen osaan pisteilld a = 9 < 21 < -+ < x,_1 < z, = b, jolloin
r1—a=2y—x = =0b—x,1 = (b— a)/n. Maaritellaan valilla
[a, b] funktio g,:

gn() = flzia)+

kinz, <z <x;,1=1,2,...,n.
a) Todista: Kaikilla ¢ > 0 on sellainen g, etta

f(z) = ga(2) <
kaikilla = € [a, b].

b) Tulkitse taméa tulos geometrisesti.

Olkoon funktio f tasaisesti jatkuva vélilla I. Todista: Jos (z,) on Cauc-
hyn jono I'n pisteitd, niin (f(z,)) on Cauchyn jono.

Osoita, ettei edellisen tehtédvan lause ole yleisesti voimassa, jos f:sta
oletetaan pelkka jatkuvuus.

Olkoon funktio f tasaisesti jatkuva vélilla I ja funktio g tasaisesti jat-
kuva valilla f (7).

a) Osoita, ettéd funktio g o f on tasaisesti jatkuva.

b) Riittdako olettaa i) fista, ii) g:std pelkka jatkuvuus?
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