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Vaihtosahkopiirien osoitinlaskenta kompleksiluvuilla

Vesa Linja-aho

autoelektroniikan lehtori, Metropolia-ammattikorkeakoulu

etunimi.sukunimi@metropolia.fi

Kompleksilukujen lyhyt historia lukio-
matematiikassa

"Nykynuoret osaavat kompleksilukuja lukiosta tulles-
saan tosi huonosti, kun vertaa viime vuosikymmeneen”,
totesi Teknillisen korkeakoulun teoreettisen sidhkotek-
niikan professori Martti Valtonen kahvitauolla Teo-
reettisen sdhkotekniikan laboratoriossa joskus vuoden
2006 tienoilla. Hanen ilmeensé oli pettynyt kertoessani,
ettd kompleksilukuja ei enda kasitelld lukiomatematii-
kassa ollenkaan — nimittdin OPS-uudistus vuonna 2003
pudotti kompleksiluvut pois my6s lukiomatematiikan
syventavista opinnoista.

Pakollisilta pitkdn matematiikan kursseilta kompleksi-
luvut oli heitetty pois jo aiemmin — professorille tamé-
kin tuli uutena tietona. Eiké ihme: lukio-opettajia kou-
luttavissa yliopistoissa toki seurataan OPS-muutoksia
tarkkaan (ja ollaan niissd mukana), mutta Teknillisesté
korkeakoulusta moinen tietolinkki puuttuu. Enpa oli-
si mindkdan uudistuksesta kuullut, ellen olisi opetta-
nut teekkariyhdistyksen valmennuskurssilla ja abitu-
rientit keskeyttédneet opetustani osittaisintegroinnista
valistaen, ettd tdma ei endd kuulu heidan oppiméaaraan-
Si.

Koska muistikuvat voivat pettdd, on parempi varmis-
taa asiat kirjallisista ldhteistd. Vuoden 1985 opetus-
suunnitelman perusteissa kompleksiluvut, niiden méé-
rittely ja laskutoimitukset, kompleksitaso sekd 2. as-

teen yhtélon yleinen ratkaisu kuuluivat pakollisen 10.
kurssin oppiméaraédn, joskin ne oli merkitty tahdella,
eli "ne on tarkoitus opetuksessa kasitelld, mutta aikaa
voidaan tarvittaessa kayttdd myos esimerkiksi perus-
asioiden harjoitteluun”.

Vuoden 1994 lukion opetussuunnitelmassa kompleksi-
lukuja ei mainita suoraan, mutta oppikirjantekijéit ovat
ottaneet ne mukaan kurssiin MAA13 Analyysi. Ope-
tussuunnitelman valja maéritelma kurssilla késitelta-
viin asioihin mahdollisti tdmé&n. Kompleksiluvuista on
vuosina 1997-2005 ollut kysymys ylioppilaskirjoituksis-
sa K1997, 51998, K2001, S2002 ja K2003.

Kirjahyllystd 16ytyva, vuoden 1994 OPSia noudatta-
va analyysin kirja Matematiikan taito 13 késittelee
kompleksilukuja 28 sivun verran. Tama4 laajuus (hyvin
omaksuttuna) riittéisi ihan hyvin yliopiston (ja ammat-
tikorkeakoulun) vaihtosiahkopiirien peruskurssille.

Kompleksilukujen pudottaminen lukion oppiméérasta
on heréttanyt kritiikkid. Pitkdn linjan matematiikan
opettaja ja oppikirjailija Markku Halmetoja pitéda
kompleksilukujen poisjattéoad vuonna 2003 suorastaan
kulttuuriskandaalina. ”Suomen matemaattinen maine
perustuu nimenomaan kompleksianalyysiin, ja nyt pit-
kdn matematiikan ylioppilaat eivit edes tiedd, mika
on kompleksiluku”, Halmetoja kommentoi. Teoreettis-
ta sdhkotekniikkaa seké yliopistossa ettd ammattikor-
keakoulussa opettaneena mielipiteeseen on helppo yh-
tya. Itselle tutuin sovellus kompleksiluvuille on vaih-
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tosdhkopiirien osoitinlaskenta, mutta kompleksiluvut
ovat tirkedd perusasiaa myos signaalinkésittelyssé se-
ka sddtotekniikassa. Muun muassa Solmu-lehden pe-
rustajiin kuuluva matematiikan dosentti, yliopistonleh-
tori Kerkko Luosto on vildayttianyt kompleksiluku-
jen kéyttod lukion analyyttisen geometrian yhteyteen
esitelméssdin Nikokulmia matematiikan opetukseen’.
Matemaatikot ja matematiikanopettajat ovat kaivan-
neet kompleksilukuja takaisin niin 2008 Solmun sivuil-
la julkaistussa OPS-kritiikissé? kuin vuonna 2015 jul-

kaistussa OPS-ehdotuksessaan®.

Jos lukion pitkd matematiikka ja fysiikka olisi mahdol-
lista synkronoida, kompleksiluvuille olisi 16ytynyt nép-
péra sovellus vuoden 2003 ja 1994 OPSien fysiikan seis-
kakurssille vaihtoséhkopiirien yhteyteen: usein epésel-
vaksi jaavien impedanssikolmioiden sijaan vaihtosédh-
kopiirien kasittelyyn olisi voinut ottaa kompleksiluvut
avuksi. Vuoden 2015 opetussuunnitelman my6téd impe-
danssikolmiot paétyvat historiaan nekin: fysiikan kurs-
simédran supistuessa kahdeksasta seitseméén jotain oli
jatettava pois. Olin mukana fysiikan opetussuunnitel-
man perusteita valmistelleessa tyoryhméssa ja paasyyl-
linen vaihtosdhkopiirien poispudottamiseen. Paaperus-
teluni oli, ettd melko monimutkaisen aiheen pintaraa-
paiseminen — ilman oikeiden tydkalujen eli komplek-
silukujen kayttod — on pois joltain hyodyllisemmal-
ta ja sivistavimmalta. Lisdksi kdytannon kokemuksen
mukaan vaihtosdhkopiirit usein kaytiin lukiossa melko
juoksuvauhdilla, koska FY7-kurssi oli ladattu jo ennes-
tddn ylitdyteen teoreettisesti hankalaa asiaa.

Omissa lukio-opinnoissani kompleksiluvuista kerrottiin
pakollisilla kursseilla — olisiko ollut toisen asteen yh-
talon ratkaisujen yhteydessd — ettd “niille on loydet-
ty hyodyllisia sovelluksia esimerkiksi sahkotekniikassa”.
Tama4 jai mieleen, koska harrastin elektroniikkaraken-
telua ja TKK:n sdhkodosastolle pyrkiminen oli mielessa
jo ensimmaéisend lukiovuotena. Mitd ndmé sovellukset
ovat, selvisi Teknillisen korkeakoulun kurssilla Piiria-
nalyysi 1 — ja teille toivottavasti tésta artikkelista.

Johdanto artikkeliin

Téssé artikkelissa esitetddn kompleksilukujen ominai-
suudet tiiviisti siind laajuudessa kuin mitd niitd tar-
vitaan vaihtosédhkopiirien osoitinlaskennassa ja sen jal-

keen perehdytéén vaihtosdhkopiireihin ja osoitinlasken-
taan kompleksiluvuilla.

Jos ja toivottavasti kun kompleksiluvut kiinnostavat
enemmaén, suosittelen tutustumaan Matti Lehtisen
artikkeliin Kaikki tarpeellinen kompleksiluvuista® (Sol-
mu 1/2006) tai Jorma Merikosken Kompleksiluvuis-
ta ja kvaternioista® (Solmu 3/2001).

Jos kompleksilukujen méaritelmé vaikuttaa hankalalta,
kannattaa lukea Lauri Ajangin artikkelin Kompleksi-
luvut ja kolmannen asteen yhtdlén ratkaisut® johdanto-

osa (Solmu 2/2013).

Kompleksiluvut

Lukiomatematiikassa esitelldan lukualueet: on luonnol-
liset luvut, kokonaisluvut, rationaaliluvut ja reaalilu-
vut. Lukualuetta voidaan laajentaa vield méérittele-
malla kompleksiluvut reaalilukupareina seuraavasti:

z = (z,y)

Geometrisesti tulkittuna kompleksiluku z vastaa siis
xy-tason pistetta. Kompleksiluvut ovat itse asiassa erit-
tdin nédppard tyokalu kaksiulotteiseen vektorilasken-
taan ja analyyttiseen geometriaan — kuten aiemmin
mainituissa OPS-kritiikeissd on esitettykin. Lukua z
kutsutaan kompleksiluvun reaaliosaksi ja lukua y ima-
ginaariosaksi. Kompleksilukujen yhteenlasku méaritel-
laén:

21+ 22 = (w1,91) + (T2,92) = (21 + 22,91 + ¥2)

eli reaaliosat lasketaan yhteen, samoin imaginaariosat.
Kertolasku médritelldén seuraavasti:

2129 = (1,91)(%2,92) = (172 — Y1Y2,21Y2 + Y172).

Tarkastellaan kompleksilukua (0,1): kertolaskun mé&é-
ritelmén mukaan korottamalla tdmé luku toiseen po-
tenssiin saadaan

(0,1)*> = (0,1)(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0),

joka on tavallinen reaaliluku eli kompleksitason x-
akselin (reaaliakselin) piste. Kutsutaan téti lukua’, jo-
ka toiseen korotettuna on reaaliluku —1, imaginaariyk-
stkoksi i:

i? = 1.

Thttp://www.helsinki.fi/~kluosto/esit/MADL2002s/nkku.pdf, kalvo 26, lukemisen arvoinen muutenkin.

?http://matematiikkalehtisolmu.fi/2009/ma_ops.pdf

Shttp://matematiikkalehtisolmu.fi/2015/ma_ops_ehdotus_2016.pdf

4nttp://matematiikkalehtisolmu.fi/2006/1/lehtinen.pdf

Shttp://matematiikkalehtisolmu.fi/2001/3/merikoski/merikoski.pdf

Shttp://matematiikkalehtisolmu.fi/2013/2/kompleksiluvut.pdf

"Useissa (etenkin insinééri)matematiikan opetusmateriaaleissa kompleksilukuja lihestytdéin méadrittelemélld ensin tdmé imagi-
naariyksikko ja ryhtymélld kylmésti laskemaan sen avulla. Tdta ldhestymistapaa on kritisoinut mm. dosentti Heikki Apiola (ks.
https://math.tkk.fi/opetus/p3/05/L/kompleksianalyysi_osal.pdf), koska se mystifioi turhaan kompleksilukuja, tyyliin ”mik&in
luku korotettuna toiseen potenssiin ei voi olla negatiivinen, mutta mikadn ei estd matemaatikkoa méaritteleméasta niin”.


http://www.helsinki.fi/~kluosto/esit/MAOL2002s/nkku.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2009/ma_ops.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2015/ma_ops_ehdotus_2016.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2006/1/lehtinen.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2001/3/merikoski/merikoski.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2013/2/kompleksiluvut.pdf
https://math.tkk.fi/opetus/p3/05/L/kompleksianalyysi_osa1.pdf
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Talléin kompleksiluku z voidaan esittdd muodossa
z=(2,0) + (0y) = (,0) + (5,0)(0.1) = + yi,

jota kutsutaan summamuodoksi. Seuraavassa luvussa
tutustutaan summamuodossa olevien kompleksilukujen
peruslaskutoimituksiin.

Kompleksilukujen yhteen-, vihennys- ja kerto-
lasku summamuodossa

Kompleksilukujen yhteen- ja vahennyslasku on yksin-
kertaista: imaginaariyksikkod késitellddn kuten mita
tahansa muuttujaa. Kun 21 = 1 + y11 ja 20 = 2 + y2i,
niin

21+ 22 = (21 + 22) + (y1 + yo)i.

Esimerkiksi jos 21 = 3 4 4i ja 2o = 1 + 2i, niin

21+ 290=44+61 ja 21 —20=2+42i.

Kertolasku on yhté helppoa, kun muistetaan imaginaa-
riyksikon médritelma eli se, ettd i2 = —1:

z129 = (34 4i)(1 + 2i)
=3+ 61 +4i+ 8i2
=34+ 10i+8(—1)
= —5+ 10i.

Tama on yhtépitavia edellisen luvun kertolaskun maa-
ritelmén kanssa, kuten tietysti pitadkin.

Kompleksilukujen jakolasku

Kompleksiluvun jakaminen reaaliluvulla ei myoskéin
sisalla mitddn hankalaa, esimerkiksi
2y 3+4 3 4 3

o 22
2 2 5Ty =54

Jos myos jakajana/nimittdjana on kompleksiluku, kan-
nattaa nimittdja saattaa reaalimuotoon laventamalla
nimittdjan liittoluvulla. Liittoluku eli konjugaatti saa-
daan yksinkertaisesti vaihtamalla kompleksiluvun ima-
ginaariosan etumerkki — tatd toimenpidetta kutsutaan
konjugoinniksi ja sen operaattori on *:

(x +yi)" =z —yi

Kun kompleksiluku kerrotaan liittoluvullaan, saadaan
aina reaaliluku:

22" = (x+yi)(z—yi) = 2 —ayi+zyi—(yi)? = 22492

Nyt esimerkiksi:

z1_ 3+4i

2y 142i
(3 +4i)(1 — 2i)
(1+2i)(1 — 2i)

_11-2i
T 144
1 2

== 3

Kompleksiluvun kulmamuoto

Summamuotoisen esitystavan z = x + yi lisdksi
kompleksilukuja voidaan kasitelld kulmamuodossa.

Kun kompleksilukua ajatellaan zy-tason pisteend, se
voidaan ilmoittaa myos napakoordinaatteina eli kerto-
malla pisteen etdisyys origosta sekd suuntakulma ¢ -
akseliin ndhden:

Esimerkiksi kompleksiluvun 1 + i etéisyys origosta on
V2 ja suuntakulma 45°, joka merkitdin tavallisesti:

1+4+1=+2/45°.

Pisteen etéisyytta origosta kutsutaan kompleksiluvun
itseisarvoksi eli moduliksi — mikd on loogista, tarkoit-
taahan reaaliluvunkin itseisarvo luvun etéisyyttd ori-
gosta lukusuoralla. Suuntakulmaa taas kutsutaan ar-
gumentiksi. Muunnos summa- ja kulmamuodon valilla
onnistuu perustrigonometrialla ja Pythagoraan lauseel-
la. Kulmamuodosta summamuotoon siirtyminen on yk-
siselitteistd: kulmamuodossa |z|Z¢ oleva kompleksiluku
saadaan summamuotoon z + iy laskemalla kertoimet

r=|zlcosp y=|z|sing.

Toiseen suuntaan muunnettaessa
Yy
|z| = V2?2 +y? ¢ = arctan =
T

on oltava laskimen kéaytossd tarkkana kulmaa lasket-
taessa, koska esimerkiksi laskin palauttaa arkustangen-
tin aina koordinaatiston oikeaan puolitasoon. Esimer-
kiksi kompleksiluvun —1 + i kulmaksi huolimaton las-
kimenkéyttiji® saa arctan }1 = —45° vaikka piste si-
jaitsee koordinaatiston toisessa neljanneksessa:

8Tama oli ja on tavallinen virhe tenteissé niin TKK:lla kuin Metropoliassakin.
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—1+i

135°

)

ja kulma on oikeasti 180° — 45° = 135°.°

Kulmamuotoon liittyy erds kétevd ominaisuus: kulma-
muodossa olevien kompleksilukujen kertolasku onnis-
tuu yksinkertaisesti kertomalla itseisarvot keskenéan ja
laskemalla kulmat yhteen:

21121 - 22| Lepa = |21 22] £(1 + 02)
ja jakolasku vastaavasti jakamalla itseisarvot toisillaan

ja vahentdmaélla kulmat toisistaan:

|21]

| 22|

[z1lZe1

VA — .
aldpz ~ Jeal P %)

Laskusaannot on helppo todistaa Eulerin kaavan'©

e?! = cosp +1isin g

avulla:
2111 - [22]Zepa

= |21](cos w1 + isin 1) - |z2](cos w2 + isin ps)

= |z1eft - |2p]eP?! = |21|| 22| eP?

= |21 22[e( 22 = |21]|20] (01 + p2).
Myohempad erityisesti sdhkotekniikassa katevaé sovel-
lusta varten on tarked huomata, ettd imaginaariyksi-

kolla kertominen ei muuta kompleksiluvun itseisarvoa
mutta kddntdd kulmaa 90 astetta vastapdivian:

|z|Zp-i=|2|Zp-1/90° = |z|Z(p + 90°)

ja vastaavasti imaginaariyksikolld jakaminen kaant&a
kulmaa 90 astetta myo6tapaivadan.

Sinimuotoinen vaihtojannite, vastus ja
kondensaattori

Sinimuotoinen vaihtojannite

Sinimuotoinen vaihtojannite méaéritelldén seuraavasti:

u(t) = asin(27 ft 4+ ¢),

missd @ on jannitteen huippuarvo eli amplitudi, f on
jénnitteen taajuus eli jaksoluku ja ¢ on jdnnitteen vai-
hekulma''. Merkitsemalld w = 27 f sidstetddn kirjoi-
tusvaivaa:

u(t) = dsin(wt + ¢).

Suuretta w kutsutaan sdhkoopissa kulmataajuudeksi
(vrt. pyorimisliikkeen kulmanopeus — matemaattisesti
kyse on samasta asiasta).

Esimerkiksi tavallisesta kotitalouspistorasiasta saata-
van jénnitteen taajuus on 50 Hz ja huippuarvo @ =
V2-230V ~ 325V.12

Vastus ja vaihtojannite

Ohmin lain mukaan virta vastuksessa on jannitteen ja
resistanssin osaméaara, eli

_ v
=%

joten seuraavassa virtapiirissa

u = asin(wt + ¢) +<> R

u  Gsin(wt+¢) @
= = —

R R R
Vastusarvon muuttaminen ei siis vaikuta taajuuteen ei-
ké vaihekulmaan, vaan ainoastaan virran amplitudiin.

Kondensaattori ja vaihtojannite

Siind missd vastuksen virta oli kddntden verrannolli-
nen resistanssiin ja suoraan verrannollinen jénnittee-
seen, kondensaattorin virta on suoraan verrannollinen
kapasitanssiin ja jinnitteen muutosnopeuteen eli

du
| = (C—.
YW

Kun kondensaattoriin kytketddn sinimuotoinen vaihto-
jannite

9Koska napakoordinaatistosta zy-koordinaatistoon siirtymisté kéytetidn paljon tietokonegrafiikassa, on monissa ohjelmointikie-
lissé valmiina funktio atan2(y,x), joka palauttaa kulman arvon oikein riippumatta siitd, missi koordinaatiston neljinneksessi ollaan.

OFulerin kaavan todistus puolestaan 16ytyy Timo Kiviluodon artikkelista Eulerin kaavaa johtamassa (Solmu 1/2002) http:

//matematiikkalehtisolmu.fi/2002/1/kiviluoto/kiviluoto.pdf

11 Joskus nikee kiytettavan termié nollavaihekulma — kyse on tiasmélleen samasta asiasta.

12230 V on vaihtojénnitteen tehollisarvo (ks. artikkelin toiseksi viimeinen kappale).


http://matematiikkalehtisolmu.fi/2002/1/kiviluoto/kiviluoto.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2002/1/kiviluoto/kiviluoto.pdf
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Jr
u = dsin(wt + @) <> C—==

-
1

saadaan virta derivoimalla jannite ja kertomalla se ka-
pasitanssilla C'

= C% = Cwi cos(wt + @)

= Cwisin(wt + ¢ + g)

Virran huippuarvo on siis Cw@t = 7 ja sen vaihekul-
ma on 5 radiaania eli 90° jinnitettd edelld. Juuri tama
vaihesiirto tekee sen, ettd vaihtojédnnitteitd- ja virtoja
ei voi laskea samalla tavalla yhteen reaalilukuina kuin
tasavirtoja. Esimerkiksi seuraavassa tasasdhkopiirissa

+ 1 2
_ Ry Ry
v=1v(D) ¢o ||

<
¢

I

kaikki kolme komponenttia on kytketty rinnan eli nii-
den yli vaikuttaa sama 12 voltin jénnite, ja vastusten
virrat voidaan laskea Ohmin lailla
12V 12V
L =—=2A I

1T 60 T 120
ja janniteldhteen virta saadaan ndiden summana Kirch-
hoffin virtalain nojalla:

I=1 +1,=3A.

Tarkastellaan seuraavaksi kondensaattoria ja vastus-
ta rinnakkain janniteldhteen kanssa. Kondensaattoril-
le voidaan méaritella reaktanssiksi kutsuttu suure, jo-
ka kuvaa komponentin kykyéd vastustaa sinimuotoisen
vaihtovirran kulkua. Aivan kuten resistanssi on jannit-
teen ja virran suhde, reaktanssi on jannitteen ja virran
amplitudien suhde. Edellda todettiin, ettd jos konden-
saattorin jannitteen amplitudi on @ niin virran ampli-
tudi ¢ = Cwal, joten kondensaattorin reaktanssi X on

U 1

X pr— pr— pr—
Cwi

wC’

S|

Lasku on tésmaélleen samanlainen, vaikka U olisi vaih-
tojannite — vastukset eivit vaikuta sinifunktion (tai
minkd tahansa muun funktion) argumenttiin vaan ai-
noastaan vakiokertoimeen, joten sinit voi ottaa yh-
teiseksi tekijéksi, jolloin lopputulos on, ettd virtojen

amplitudit voi laskea yhteen vilittdméattd jannitteen
aaltomuodosta.

Jos piirissd on vain yksi jénniteldhde ja kondensaatto-
reita, voidaan niiden virta laskea yhté yksinkertaisesti
kuin vastuksenkin virta. Jos piirissd on muitakin kom-
ponentteja, tulee myos vaihe-eron vaikutus ottaa huo-
mioon. Valaistaan asiaa yksinkertaisella esimerkilla —
vaihdetaan edellisen esimerkin piiriin toisen vastuksen
tilalle kondensaattori ja jannitteeksi vaihtojénnite:

i1 Yis

+
u = G sin(wt + @) C) gg ICF —

i
1 ¢=0"jaa=12V.

. 1
ja olkoot w = 15

Vastuksen virran huippuarvo saadaan jakamalla jan-
nitteen huippuarvo resistanssilla:

A ﬁ
11 = =

=——=2A
R 6

ja kondensaattorin virran huippuarvo saadaan jaka-
malla jannitteen huippuarvo kondensaattorin reaktans-
silla:

1
11F
S

— 2V A

X= 2= 120

=120Q

|

1
wC

ol

Tulos on luonnollisesti sama kuin sinien kautta laske-
malla: Vastuksen virta on

o 12Vsm( L1t
hW=—=——/—==

R 6Q
ja kondensaattorin virta

11
= QASIH(Eit)
S

. du
19 = OE

1 1
12Vsin(——t +

_qpil ™
12 s 2

12s )

11
= 1Asm(ﬁft+ g)

Sinin kertoimista poimitaan 2, = 2A ja i, = 1 A. Ko-
konaisvirta ¢ ei kuitenkaan ole 2A + 1A = 3 A, koska
kondensaattorin virta on 90 astetta vastuksen virtaa
edellé, vaan virrat tulee laskea yhteen vaihekulma huo-
mioiden'?

i =11 + 12

11 11
—2As1n(ﬁft)+1As1n(ﬁft+ 2)

11 1A
(2A)2 4 (1A)2 sin(ﬁgt + arctan —-)

2A

11 1
=V5A sin(ﬁgt + arctan 5)

13Ks. esim. http://pages.pacificcoast.net/~cazelais/2562/1c-trig.pdf


http://pages.pacificcoast.net/~cazelais/252/lc-trig.pdf
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Virran huippuarvo on siis v5 A ~ 2,2 A ja vaihekulma
arctan i ~ 26,6°. Tami on usein tydlds tapa laskea,
ja jos virtapiirissd on useita komponentteja, aivan liian
tyolas. Taméan takia vaihtosdhkopiirilaskuja lasketaan
osoitinlaskennan avulla, johon tutustumme seuraavak-
si.

Osoitinlaskenta

Osoitinlaskenta perustuu siihen, ettd kutakin sinimuo-
toista jdnnitettd ja virtaa ajatellaan vektorina, jon-
ka pituus vastaa jinnitteen/virran huippuarvoa, jon-
ka suuntakulma ajanhetkelld ¢ = 0 on sama kuin
jannitteen/virran nollavaihekulma ja joka pyorii kul-
mataajuudella w. Téllaista vektoria kutsutaan huip-
puarvon osoittimeksi, jonka y-koordinaatti on kulman
wt+¢ sini. Télloin sinimuotoisten jannitteiden ja virto-
jen yhteenlasku redusoituu osoittimien vektoriyhteen-
laskuksi: sinien summa on sama kuin summavektorin
y-koordinaatti.

Esimerkiksi edellisen esimerkin virta i; = 2 A sin(J; 1¢)

esitetdan x-akselilla lepdavané vektorina, jonka pituus
on 2 ampeeria:

2A

Kondensaattorin virta i, = 1 Asin({52¢ + Z) puoles-
taan osoittaa pystysuoraan, koska sen vaihekulma on
90 astetta:

90°

1A

Kun vektorit lasketaan yhteen, saadaan summavekto-
riksi vektori, jonka pituus on V22 +12A = V5A ~
2,2 A ja kulma arctan% ~ 26,6°:

26,6° -~ =
92 J
2A

Vektorit yhteen laskemalla saatiin siis sama tulos kuin
suoraan trigonometristen funktioiden yhteenlaskuna:
virtojen summan huippuarvo on resultanttivektorin pi-
tuus ja nollavaihekulma vektorin suuntakulma.

Menetelmé toimii niin jédnnitteiden kuin virtojenkin
yvhteen- ja vdhennyslaskulle. Vektorien piirtdmisen si-
jaan laskutoimitukset on nédppéarampaé tehda kompek-
siluvuilla.

Yleistetty Ohmin laki ja osoitinlaskenta
kompleksiluvuilla

Esimerkkipiirissi kokonaisvirta saatiin laskemalla
huippuarvon osoittimet yhteen vektorisummana. Sama
laskutoimitus luonnistuu néppérasti kompleksiluvuilla,
kun méaritelldan jannitteelle ja virralle:

u(t) = Gsin(wt 4+ ¢) <= U =i’y

i(t) =isin(wt + @) <= I =ilgp.

Huom! Koska sdhkotekniikassa kirjain ¢ tarkoittaa vir-
taa, sihkoalan laskuissa imaginaariyksikkod merkitdaan
j:lla — matemaattisesti kyseessd on kuitenkin tasmaél-
leen sama asia.'* Toinen sihkdalan kiytintd on jattis
vksikéiden lyhenteet pois laskutoimituksista — tdmé on
toisin kuin mihin lukion matematiikassa ja varsinkin
fysiikassa on totuttu, mutta perusteltua tekstin luetta-
vuuden kannalta.

Nyt esimerkkilaskumme sujuu seuraavasti:

I, = 2A

I, =1A/90° =jlA.

MImaginaariyksikko ja virta eivit mene sekaisin koneella kirjoitetussa tekstissd, koska virta ladotaan muiden suureiden tapaan
kursiivilla ¢ ja imaginaariyksikko antiikvalla ("pystyfontilla”) i. Késinkirjoitetussa tekstissé sekaannuksen vaara on suurempi.
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Eli yksikot pois jattden
L =2 =]

ja
I=L+1,=2+4]

eli kulmamuodossa

1
2+4j =1+/22 + 12/ arctan 3~ 2,2/26,6°.

Itse asiassa se sujuu vield katevaimmin, koska vaihe-
kulman kasittely voidaan ottaa mukaan jo reaktanssia
laskettaessa. Kondensaattorissahan virta on 90 astetta
jannitettd edelld. Kuten edelld kompleksilukujen las-
kusaéntdjen yhteydessd todettiin, imaginaariyksikolla
kertominen kdantda kulmaa 90 astetta eteenpain. Maa-
ritellddn kondensaattorin kompleksinen impedanssi Z
seuraavasti:

jolloin kondensaattorin virta voidaan laskea yleistetyn
Ohmin lain

U=21

avulla suoraan, niin ettd vaihekulmaa ei tarvitse aja-
tella erikseen:

U

U .

jwC

1
=12j75 1A= 1A =1A/90°.

Osoitinlaskenta kompleksiluvuilla tekee vaihtosahkopii-
rien késittelystd helppoa: sinimuotoisella vaihtojéannit-
teelld on kaksi ominaisuutta: huippuarvo ja vaihekul-
ma, ja kompleksiluku sisdltdd néistd molemmat. Kun
kaytetddn yleistettyd Ohmin lakia ja kompleksilukuja,
kaikki tasasdhkopiireille patevit laskumenetelmat pé-
tevit sellaisenaan. Esimerkiksi esimerkkipiirimme ko-
konaisvirta voidaan laskea rinnankytkennén kaavalla
suoraan. Tasasdhkopiirissd vastusten R; ja Ro rinnan-
kytkennén resistanssi on

1 1
R= = T~ 1 — =40
7 TR ot a
ja virta siten
U 12V
I=—=——=3A.
Z 40

Vastuksen ja kondensaattorin rinnankytkennan impe-

danssi on samoin laskettuna

1
R:i—i- T
L
1
EE TR
6 TJ12
1_ ;1
_ (5 — i) O
G+t —i%)
1_:1
:(g—sJﬁ)Q
144

=48-24iQ ~ 537/ — 26,6°Q.

Nyt kokonaisvirta (tai sen likiarvo, jos kiytdn kulma-
muodon likiarvoa) ratkeaa yleistetystd Ohmin laista:

U 12V
Z 5,37/ —26,6°Q

= E4(0o —(—26,6°)) A = 2,2/26,6° A.
5,37 ’ ) )

Kelan reaktanssi

Kolman térked peruskomponentti kondensaattorin ja
vastuksen lisdksi on kela, jonka perusyhtalo on

u=L—.
dt
Kondensaattorin perusyhtaloén verrattuna jannite ja
virta ovat vaihtaneet paikkaa ja kapasitanssin tilalla
on induktanssi. Néin ollen kelan reaktanssi on X = wL
ja kompleksinen impedanssi

Z =jwL,

koska kela kadntasd vaihekulmaa 90 astetta péinvastai-
seen suuntaan kuin kondensaattori.

Sekalaisia huomioita

Osoitinlaskentaa opiskeltaessa on hyodyllistd laskea
kaikki vélivaiheet késin, mutta kun rutiini on hallus-
sa, se on syytd antaa (ihan jo virheiden vélttdmiseksi)
laskimen tai tietokoneohjelman hoidettavaksi. Valmiit
piirisimulointiohjelmat kayttdvat nekin kompleksiluku-
laskentaa piireja analysoidessaan.

Taskulaskinten kyky kasitella kompleksilukuja vaihte-
lee suuresti — ldhes jokainen laskin laskee kompleksilu-
kuja jossain méadrin, mutta sujuva lukujen syotto seka
summa- ettd kulmamuodossa yhdistettynd néppérdan
lopputuloksen muuntamiseen muodosta toiseen 16ytyy
kokemukseni mukaan vain Casion vanhasta FX-115- ja
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markkinoilla olevasta FX-991 -funktiolaskimesta. Ja-
redmmistd numeronmurskaimista Texas Instrumentsin
CAS-laskimet kasittelevit kompleksilukuja sujuvasti,
joskin toimintoja saa valilld hakea melkoisen valikko-
viidakon takaa.

Verkkoselaimessa toimivista matematiikkaohjelmis-
toista tunnetuin WolframAlpha laskee sekin komplek-
siluvuilla sujuvasti ja ilmoittaa lopputuloksen seka
summa- ettd kulmamuodossa, mutta kulmamuotoisten
ldhtoarvojen sy6ttd onnistuu vain Eulerin kaavan avul-
la, miké on toki matemaattisesti oikein mutta tuottaa
turhaa lisdnédpyttelya.

Tassa artikkelissa laskettiin huippuarvon osoittimilla.
Aivan yhtd hyvin voidaan laskea tehollisarvon osoitti-
milla — ja néin yleensd tehddénkin, koska t4ll6in kom-
ponenttien tehon laskeminen on suoraviivaista. Tehol-
lisarvo ja vaihtosdhkoteho ovat nekin matemaattisesti
kiehtovia aiheita, mutta tekisivat artikkelista liian pit-
kéan. Niistd lisda seuraavassa Solmun numerossa!

Vaihtosdhkopiirilaskennasta 16ytyy lisdesimerkkeja
muun muassa kalvosarjastani Tuhat kalvoa sdhkdtek-
niikkaa® kalvoilta nrot 416-427.

Otan mielelléni vastaan palautetta ja kysymyksid ar-
tikkelistani ensimmaiselta sivulta 16ytyvadn sahkopos-
tiosoitteeseeni.

Lahteita ja lisdlukemista

Kouluhallitus: Lukion opetussuunnitelman perusteet
1985. Valtion painatuskeskus. Helsinki 1985.

Opetushallitus: Lukion opetussuunnitelman perusteet
1994. Painatuskeskus. Helsinki 1994.

Merikoski, Vdananen, Laurinolli, Sankilampi: Matema-
tiikan Taito 13, Analyysi. WSOY. Porvoo 1999.

Tage Hedberg, Aimo Roth: Osoitinlaskenta. 2. painos.
WSOY. Porvoo 1971.

Martti Valtonen, Anu Lehtovuori: Piirianalyysi 1. Uni-
grafia. Helsinki 2011.

Kimmo Silvonen: Sédhkétekniikka ja piiriteoria. Otatie-
to. Helsinki 2009.

Korjaukset 24.5.2017: Kappaleessa Kompleksiluvun
kulmamuoto korjattu, ettd imaginaariyksikolld kerto-
minen kaantid kulmaa 90 astetta vastapdivaan (ei siis
mydtapdivadan) ja imaginaariyksikolla jakaminen kddn-
tad kulmaa 90 astetta mydétapdividn (ei siis vastapdi-
vadan). Kappaleessa Yhdistetty Ohmin laki ja osoitinlas-

kenta kompleksiluvuilla korjattu kaava I = % muotoon

I=—.
Z

5http://www.slideshare.net/linjaaho/tuhat-kalvoa-shktekniikkaa-ja-elektroniikkaa
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