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Viisi tapaa ratkaista ylioppilastehtava

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Olen hehkuttanut kaikille, jotka vain ovat jaksaneet
kuunnella, ettd viime kevdan matematiikan ylioppilas-
tehtavien joukossa minulla oli aivan ylivertainen suo-
sikki: pitkan matematiikan tehtava 12, jonka tehtavéan-
anto oli seuraavanlainen:

Nelididen N1, No ja N3 pinta-alojen suhde on 9 : 2 : 11.
Kolmion K yhtend sivuna on nelion Ny sivu, toisena
stvuna nelion Ny sivu ja kolmantena sivuna nelion Ng
sivu. Laske kolmion K ja nelién Ns pinta-alojen suh-
teen tarkka arvo.

Tehtévan kiehtovuus on mielesténi siinéd, ettd sen voi
ratkaista usealla erilaisella selkeélla tavalla. Eri tavois-
sa on omat etunsa ja heikkoutensa, mutta mitdan yk-
sittédista tapaa ei voi nostaa kaikkien muiden ylédpuolel-
le, tai vastaavasti tuomita kaikkia muita onnettomam-
maksi tavaksi ratkaista tehtava.

Riippumatta siitd miten tehtdvin ratkaisee, on fiksua
aloittaa toteamalla, ettd voidaan merkité nelididen alo-
ja 952, 2s? ja 11s2. Sivujen pituudet ovat siis 3s, v/2s

ja v1ls.

Tehdéén nyt ratkaisun loppuosa erilaisilla tavoilla.

Pythagoraan lauseella

Tama ratkaisutapa on ddrimmaéisen elegantti, lyhyt ja
selked. Téassd tavassa on kuitenkin tajuttava valitto-
maésti, ettd kolmio on suorakulmainen, silld koko rat-
kaisu nojaa tdhén havaintoon.

Huomataan, etta
(35)% + (V25)% = 95% 4 25% = 1152 = (V11s)?,
eli kolmion on oltava suorakulmainen. Koska

V2s < 3s < V11s,

ovat kateettien pituudet v/2s ja 3s. Kolmion ala on siis

\/§S~35_3\/§s2
2 2

Koska nelion N, ala on 2s2, on alojen suhde

(*77) se
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Heronin lauseella

Heronin lauseella tehtéavin ratkaisemisessa on yksi ne-
rokkuus: Kolmion mallista ei tarvitse tietad yhtikas mi-
tdan, vaan riittda tietdd kolmion sivujen pituudet, jot-
ta saadaan ala, mutta laskut vaativat hieman enem-
maén huolellisuutta kuin muissa ratkaisutavoissa. Hero-
nin lauseen mukaan kolmion ala on

Voo — V) (p - 35)(p — V/TTs),

missé p = w Taman lausekkeen voisi epai-
lematta syottda laskimelle sievennettavaksi. Jos tasta
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haluaa selvitéd kynélla ja paperilla, voi aloittaa vaikka-
pa ensin laskemalla

2 3 V11 2 3s — V11
p(p—\/ﬁs):\fs—i_ s+ s_fs—i—s S
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(V243211 ,
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(p—V2s)(p — 35)
—V2s+ 35+ /115 ) V2s 4+ —3s+/11s
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_ 11s% — (3s — /2s)?
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Siispa

3v2
\/p(p —V2s)(p = 3s)(p — V11s) = Tfsz-
Alojen suhde on siis

(3\/582) 3¢§‘
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Kosinilauseella suorakulmaiseksi kolmi-
oksi havaiten

Taméa ratkaisutapa on ensimmaéisen ratkaisutavan 1a-
heinen sukulainen: kolmio todetaan suorakulmaiseksi,
jonka jélkeen ala on hyvin helppo laskea. Miné itse né-
kisin kuitenkin téssd ratkaisutavassa merkittdvin psy-
kologisen eron verrattuna ensimmaéiseen. Ensimmaéises-
s ratkaisutavassa pitdd ikdan kuin arvata, ettd kolmio
saattaisi olla suorakulmainen, ja sitten tarkistaa asia
Pythagoraan lauseella, kun taas téssd ratkaisutavassa
ei tarvitse tata havaintoa erikseen tehda, vaan kolmion
suorakulmaisuus tipahtaa kédteen ikdéan kuin vahingos-
sa.

Kaytetdan kosinilausetta kulmaan a. Nyt

(V11s)? = (V25)? + (35)% —2- 35 - V25 - cos a,

joten
—2-35-V2s-cosa =0,

eli cosa = 0, josta saadaan, ettd kulman a on pakko
olla suora. Kolmion ala on siis kateettien tulo jaettuna

kahdella, eli
3s-v/2s _ 3\/552

2 2
joten alojen suhde on

<3\/§s2

2 > 32
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Kosinilauseen ja alan sinikaavan yhteis-
kaytolla

Tamaé ratkaisu on varsin suoraviivainen: mitdén kom-
mervenkkeja tai dlynvéalayksié ei tarvita, vaan ratkai-
sun saa pienelld puurtamisella.

Tahan ratkaisuun padadytédan, jos kosinilausetta kéyte-
tdan kulmaan [ tai . Ratkaisut ovat keskendin sa-
manlaisia, joten késitelldédn vain toinen, eli se, mit4 ta-
pahtuu, kun kosinilausetta kiytetddan kulmaan 5. Nyt

(35)2 = (v25)% + (V115)? — 225 - /115 - cos 3,
joten
2v/22cos B = 4,

eli
2 2
cosff=—— =4/ —.
b V22 1
Koska cos? 3 4 sin? 8 = 1, on pédettivi
2 9
. 2 2
in?f=1-cos2f=1— — = —.
sin“ 3 cos” 8 1= 11
Koska sin 5 > 0, on oltava
3

Vers

sin § =

Kolmion ala on siis
\@s~\/lls-sinﬂ 3v2 9
= s
2 2 ’

joten alojen suhde on

<3\/2§32> B 3\@.

252 4
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Paloitellen ja Pythagorasta kayttaen

Tama ratkaisutapa on edellisen ratkaisun kaltainen se-
ké filosofialtaan etté luonteeltaan. Ratkaisussa runno-
taan riittdvasti dataa irti kolmiosta, jotta tehtava rat-
keaa.

Asetetaan kolmio niin, ettd sen kanta on sen pisin sivu,
ja piirretdédn korkeusjana.

V2s/ f 3s
V1ls
y
Nyt
25% = y? + f2
9s% = (V11s — y)% + f2

Jos jalkimmaéisestd yhtdlostd vahennetddn ensimmaéi-
nen, saadaan

7s% = 11s% — 2v/11sy,

joten

y:

ﬁ‘w
[l | V)
—_

Koska 2s% = y2 + f2, saadaan

2s )2_182

2 2 _ .2 2
=25 —y' =28 - | ——=| = =57,
f Y (\/11 11

joten
3
VI

Koska kolmion ala saadaan kertomalla kanta ja korkeus
keskendén ja jakamalla tulo kahdella, saadaan alaksi

3v2

——s5-4/11s

Vil _3V2,
2 2 7

f

Suhteeksi tulee jalleen

(*77) se
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Laaja-alainen projektiosaaminen matematiikan opetuksessa

Matematiikkadiplomi-sivulla

http://matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

on tulostettavissa matematiikkadiplomien tehtéavista kerattyja tehtavapaketteja, joita
voi kayttasd laaja-alaisen osaamisen opetuksessa. Kéaytettévissd on 10 tehtavipakettia:

Maapallo

Suomen historia

Terveys ja ravinto

Talous

Todennékéisyys

Matematiikka ja taide (2 tasoa)
Mittaaminen (2 tasoa)

Koodauksen (tai ohjelmoinnin) pohjustus

Alaluokille sopivia tehtdvid on kolmen viimeisen aiheen paketeissa.

Opettajille ldhetetddn pyynnostéd vastaukset koulun sdhképostiin. Pyynnén voi

lahettad osoitteeseen

juha piste ruokolainen at yahoo piste com
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