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Saatteeksi

Tamaéa kokoelma siséltaé tehtavia ylioppilaskokeista, matematiikkakilpailuis-
ta sekéd vanhoista harjoitus- ja oppikirjoista. Merkinté [vvvv] viittaa ylioppi-
lastehtéviin', [VMK] (vuosiluvulla tai ilman) valtakunnalliseen matematiik-
kakilpailuun ja [Kappa] ruotsalaiseen opettajille tarkoitettuun matematiik-
kakilpailuun. Uusien tehtavien lisdksi mukana on Méantan lukiolaisille laa-
timiani koe- ja harjoitustehtavia. Muutamia niista julkaistiin Matematiikan
taito-sarjan viimeisessa versiossa.

Tehtavien valinnan kantavana periaatteena on ollut véalineista riippumat-
toman matematiikan esillapito. Laskinta tarvitaan enintdan viidesosassa teh-
tavista ja tavallinen funktiolaskin on riittava. Mielestédni symbolisen lasken-
nan salliminen ylioppilaskokeessa ja uusimman opetussuunnitelman raken-
taminen sen varaan on vakava virhe, mika yha selvemmin tulee ndkymaan
paattelyharjoituksen surkastumisen takia yleisen ymmarrystason heikkene-
misena. Toivon tamén tehtavikokoelman osaltaan antavan virikkeita laski-
men kayttod monipuolisempaan matemaattiseen pohdintaan.

Tehtavien vaikeustaso vaihtelee helpohkoista vaativiin. Vaativuus on kui-
tenkin suhteellinen késite. Opettajan nakokulmasta yksi matematiikan kieh-
tovimmista piirteista on, etta vaikka tehtavi on omasta mielesté ollut vaikea,
saattaa luokassa istua oppilas, joka oivaltaa sen hetkessa.

Vaikka tehtavaryhmét on otsikoitu suunnilleen lukion kursseja vastaavik-
si, tarvitaan monessa kysymyksessa tietoja usean kurssin alueelta. Lukion
oppiméara on hallittava kokonaisuutena. Erdat todistustehtévat ratkeavat
parhaiten induktiolla, joka tosin ei kuulu nykyiseen opetussuunnitelmaan.
Kokoelma sopiikin parhaiten matematiikkaa harrastavalle, jo lahes koko lu-
kion oppiméaaran opiskelleelle lukiolaiselle syventéavaksi kertausmateriaaliksi.

Todistustehtaviin annetaan enintddn vihjeita, silld niistd voi suoriutua
monella eri tavalla. Yksinkertaiseenkin tehtavian voi 16ytya useita ratkaisuja,
joten yksikasitteistda "malliratkaisua” ei aina ole olemassa.

Vaativan tehtavan ratkaiseminen edellyttéa sinnikkyytta. Turhienkin yri-
tysten yhteydessa ongelma useimmiten sisiistyy ja ratkaisu tai sithen johtava
ajatus voi putkahtaa mieleen odottamattomassa tilanteessa. Aivot toimivat
silla tavalla. Toivotan kokoelman tehtéviin tarttuvalle sitkeyttd ja onnistu-
misen elamyksié!

Tampereella toukokuussa 2017 Markku Halmetoja.
Paivitetty syyskuussa 2017.

ITehtavit 18, 23, 27, 50, 52, 57 ja 71 julkaistaan Ylioppilastutkintolautakunnan
luvalla dnro 33/033/2017.
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Lukuja ja lausekkeita

1. Osoita, ettd 3" = 3 (mod 6) kaikilla n € Z..

2. Osoita, ettd 2(2n + 1) ei ole minkdén kokonaisluvun nelio.

3. Olkoot a,b,c,d € Q, ad # bc ja x € R. Osoita, etti

ar +b

T¢Q = cr +d

¢ Q.

. Osoita, etta jos kokonaisluku n on kahden kokonaisluvun neliéiden sum-

ma, niin my6s 2n on kahden kokonaisluvun nelididen summa.

5. Olkoon p (> 3) alkuluku. Osoita, ettd p* — 1 on jaollinen luvulla 24.

6. Todista, etta

10.

kaikilla n € Z,..

Osoita, ettd jos a (> 1) ja n(> 1) ovat kokonaislukuja ja a™ — 1 on
alkuluku, niin @ = 2 ja n on alkuluku.

. Erédassa virastossa on naisia enemmén kuin miehid. Jos naisten maaraa

vahennetaan p % ja miesten maaraa lisitaan ¢ %, niin naisia ja miehié
on yhté paljon.

a) Kuinka monta prosenttia miesten maara on naisten maarasta?

b) Kuinka monta prosenttia naisten madra on henkiloston kokonais-
maarasta’

c) Jos johdannossa mainitut muutokset toteutetaan ja sen seurauksena
henkiloston kokonaisméaaré pysyy ennallaan, niin mika yhtalo vallitsee
p:n ja g:n valilla?

. Fermat® otaksui, ettd luvut Fj, = 1 + 22" (k € N) ovat alkulukuja.

Sata vuotta myohemmin Euler® niytti yhtildiden 2* + 5* = 641 ja
1+5-27 = 641 avulla, ettd 641 | F5. Osoita timé jaollisuus.

Osoita, etté edellisen tehtavin Fermat’in luvut F), = 1+22" toteuttavat
kaikilla n € Z, yhtélon

F0F1."FTL71 - Fn_2

Miten tésté seuraa, ettd alkulukuja on ddreton madra?

2Pierre de Fermat (1601-1665), ranskalainen matemaatikko.
3Leonhard Euler (1707-1783), sveitsiliinen matemaatikko.
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11.
12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

Yhtilsiti ja epiyhtilsita
Ratkaise kaikilla a:n arvoilla yhtalo ax = a + .
Ratkaise yhtalo |a — x| = |z — b).

Olkoon a # 0. Osoita, etta

1
la| + — > 2.

jal
Milloin yhtédsuuruus on voimassa?
Milla n:n arvoilla . .
> o =407
= VEFL+VE

Osoita, etté jos r on yhtélon 22 — 32 + 1 = 0 juuri, niin myés 2 — 2 on
tamén yhtalon juuri.

Osoita, ettd n < 2" kaikilla n € N.

Yhtélon ax? — bz +c = 0 kertoimet ovat kokonaislukuja ja silld on kaksi
erisuurta ratkaisua valilla ]0,1[. Osoita, etta |a| > 5. [VMK1979]

a) Olkoot @ > 0, b > 0 ja 0 < p < 2. Nayta, etta

pab < a* + b?.

b) Osoita, etta jos suorakulmaisella kolmiolla ja neliéllé on sama pinta-
ala, niin kolmion piiri on pidempi kuin nelioén piiri. [2007K15]*

Astetta n oleva polynomifunktio p toteuttaa ehdon
1
p(k) = o kan k=1,2,...,n,n+ 1.

Osoita, etta p(n 4+ 2) = 0, kun n on pariton. [VMK]

Osoita: Jos m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja joille ™ < /7, niin
myos

1
T~ < V7. [VMK1979]
n mn

Yhdeksén pisteen jokeritehtava.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Geometriaa

Osoita, ettd suunnikkaan lavistdjien nelididen summa on suunnikkaan
kulmista riippumaton.

Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat a ja b. Suoran kulman puolittaja
jakaa kolmion kahteen osaan. Laske osien pinta-alat.

Kolmion sisdpuolella olevan mielivaltaisen pisteen P kautta piirretdan
sivujen suuntaiset suorat. Talloin muodostuu kolme pienempaé kolmio-
ta, joiden yhteisena karkipisteend on P. Ilmaise alkuperaisen kolmion
ala A pienten kolmioiden alojen A, As ja Az avulla. [1963K7|

Suorakulmaisen kolmion siséén piirretyn nelion (kaksi sivua yhtyy ka-
teetteihin ja yksi kérki on hypotenuusalla) pinta-ala on kolmasosa kol-
mion alasta. Laske kolmion terdvien kulmien asteluvut.

Ympyran janteet AB ja C'D tai niiden jatkeet leikkaavat pisteessa P.
Osoita, etté
PA-PB=PC-PD.

Johda katkaistun kartion tilavuuden kaava.

Neliopohjaisen suoran pyramidin sivutahkot muodostavat pohjan kans-
sa 40°:een kulman. Mé&érita sivutahkojen vélinen kulma? [1995S8|

Ympyran kehaltd valitaan piste. Se keskipisteend piirretaéan toinen ym-
pyréa, joka erottaa ensin mainitun ympyrén pinta-alasta puolet. Laske
ympyroiden siteiden suhde 2-desimaalin tarkkuudella.

Kolmion A ABC sivuilta AB, BC' ja C'A valitaan pisteet M, N ja P
siten, ettd kolmioiden A AMP, A BN M ja A CPN sisdan piirrettyjen
ympyroiden sdde on 7. Kolmion A MNP sisddn piirretyn ympyran
sidde on ro. Osoita, etti r1 + 1o = 7, missa r on kolmion A ABC' sisdin
piirretyn ympyran side. [Kappa2014]

Kolmion sisaén ja ympaéri piirrettyjen ympyroiden siteet ovat r ja R.
Maarita ympyroiden keskipisteiden véalinen etaisyys.
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31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Analyyttista geometriaa ja vektoreita

Mééritd suorien 11022 — 2212y + 110y? = 0 vilinen kulma asteen kym-
menyksen tarkkuudella.

Osoita, etté hyperbelin
22 2
-5 =1
a b2
pisteiden sen asymptooteista bx & ay = 0 laskettujen etéisyyksien tulo

on vakio.
Maarita kiyrien y = 1 + 22 ja 22 + y? = 1 yhteiset tangentit.

Luvuista a, b, ¢ vihintaan yksi on nollasta eroava. Origon kautta kulke-
va suora [ on kohtisuorassa tasoa 1" : ax + by + cz = 1 vastaan. Missa
pisteessi suora leikkaa tason?

Vektorin r sekéd kantavektorien i, j ja k véliset kulmat ovat «, 5 ja 7.
Osoita, etta
cos> o + cos? f + cos’y = 1.

Pisteiden P = (0,0,1) ja @ = (3,4,0) miardama suora lavistda ori-
gokeskisen yksikkopallon. Laske leikkauspisteiden lyhin pallon pintaa
pitkin mitattu etdisyys, ns. geodeettinen etdisyys.

Ruoveden maantieteellinen sijainti on 24° itédista pituutta, 62° pohjois-
ta leveytta. Galapagossaaret sijaitsevat paivantasaajalla kohdassa 90°
lantista pituutta. Kuinka pitka matka on Ruovedeltd Galapagossaarille
linnuntieta kulkien? Maapallon séde on 6370 km.

Olkoot abc # 0, A = (a,0,0), B = (0,b,0) ja C = (0,0, c). Osoita, ettd
AABC on terdavakulmainen.

Osoita, ettd vektori
n=axb+bxc+cxa

on kohtisuorassa samasta pisteesté lahtevien vektorien a, b ja ¢ kirkien
maaraamaa tasoa vastaan.

Misté xy-tason pisteista paraabeli y = 22 nikyy suorassa kulmassa?
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41.
42.
43.

44.
45.

46.

47.

48.
49.

50.

Trigonometriaa
Osoita, etté sin (z + y) sin (z — y) = sin® x — sin?y.
Osoita, etté jos tanz € Q, niin myo6s cos2x € Q ja sin 2z € Q.

Osoita, ettd yhtdlon 2° — 3z + 1 = 0 ratkaisut ovat

2 4 8
x1:2cos§, x2:2cos§ ja x3:2cos§.

Maéarita funktion f(x) = acosz + bsinx pienin ja suurin arvo.

Maan ja Marsin etaisyydet Auringosta ovat 150 ja 228 miljoonaa ki-
lometria. Niiden kiertoradat ovat likimain ympyroita. Maan kiertoai-
ka on 365 vuorokautta ja Marsin vastaavasti 687 vuorokautta. Eradna
hetkené planeetat ovat linjassa Auringon kanssa sen samalla puolella.
Kuinka kaukana planeetat ovat toisistaan 100 vuorokautta tuon hetken
jalkeen?

a) Tasakylkisen kolmion kantakulma on « ja huippukulma on ~y. Osoita,
etta
2cos’a = 1 — cosn.

b) Kolmion kulmat «, 5, # 90°. Osoita, etta

tan o + tan § 4+ tany = tana tan 3 tan-y.

Maarita r-siteisen ympyran sisdan piirretyn sddnnoéllisen a) 10-kulmion,
b) 5-kulmion sivun pituus.

Ratkaise yhtéalo cosx cos2x cos3x = i

Todista Ptolemaioksen' lause: Jos e ja f ovat jannenelikulmion livis-

tajat ja a, b, ¢, d sen sivut kiertojarjestyksessa, niin

ac+bd = ef.

Osoita, ettd sdannollisen 7-kulmion sivun s ja eripituisten lavistajien a
ja b valilla vallitsee yhtélo

1

a

L orssio)

S
w

_'_

Klaudios Ptolemaios (85-165), kreikkalainen téhtitieteilija ja matemaatikko.
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51.

52.

53.
54.
55.

56.

57.

58.

59.

60.

Differentiaalilaskentaa

Pistemaéisen valolahteen etéisyys pallon keskipisteestd on a. Maarita
pallon séde siten, etta valaistu kalotti on suurin mahdollinen.

Nelitahokkaassa ABCD on AC' = BC = AD = BD = s. Mika on
nelitahokkaan suurin mahdollinen tilavuus? [1970K10]

Madritd funktion f(z) = e* + e~ — 2? dariarvot.
Maarita funktion f(x) = z® a) pienin arvo, kun x > 0, b) pienin arvo.

Maiirita Newtonin menetelmélld yhtalon 2® — 3z + 1 = 0 ratkaisujen
6-desimaaliset likiarvot. (Vrt. teht. 15 ja 43.)

Onko funktiolla
1+zx
l1—2z

g9(z) = In
kadnteisfunktio? MyoOnteisessé tapauksessa madrita se.

Kayran
1+ 22
x

y:

mielivaltaiseen pisteeseen P(a,b) asetetty tangentti ja kdyran asymp-
tootit muodostavat kolmion. Osoita, etta kolmion ala ei riipu tangentin
sivuamispisteesta P. [1998S9]

Funktio f: R, — R toteuttaa kaikilla x,y € R, yhtédlon

flzy) = f(z)+ f(y). (1)

a) Osoita, ettd jos f on jatkuva pisteessi x = 1, niin se on jatkuva
koko maarittelyjoukossaan.

b) Osoita, ettd jos f on derivoituva pisteessd x = 1, niin se on derivoi-
tuva koko maarittelyjoukossaan.

c) Laske f'(z), kun f'(1) = m.

d) Miksi f, joka toteuttaa yhtalon (1) kaikilla z,y € R, ei ole erityisen
mielenkiintoinen?

Osoita, etté kaikilla z € R

4sin4£+4cos4£ = 3+ cosx.

Olkoon a € R,. Osoita, ettd z%|Inz| < (ae)™! kaikilla z €]0,1].
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61.

62.

63.

64.

65.
66.

67.

68.

69.

70.

Kappaletta, jonka massa on m, vedetddn vaakasuoralla alustalla va-
kionopeudella. Pinnan ja kappalen vélinen kitkakerroin on p. Maarita
kappaleen kulkusuunnan ja kappaletta vetavin voiman véalinen kulma
siten, ettd vetdvan voiman itseisarvo on mahdollisimman pieni.

Osoita, etta

. 1 1
11m< - — ) = 0.
z—0 \SIn x €

Osoita, etté funktio

on aidosti kasvava valilla |0,7].

Yhtélo 22 —3zy+13° = 0 madrittelee pisteen = 1 erdéssi ymparistossi
kolme derivoituvaa funktiota y = fi(x), y = fo(z) jay = f3(x). Maarita
derivaattojen fi(1), f5(1) ja f5(1) kaksidesimaaliset likiarvot. Ohje: Jos
y = f(z) on téllainen funktio, niin funktio g(z) = 2* — 3z f(x) + f(x)?
on vakio. Laske aluksi ¢'(z).

Tutki funktion g(z) = log, (Inz) kulkua.

Karjellaan seisovan suoran ympyrdapohjaisen kartion pohjan sdde on
1,00m ja korkeus 3,00m. Kartioon aletaan pumpata vettd tasaisella
nopeudella 0,020 m®/min. Milli nopeudella kartion sisilld olevan vesi-
patsaan korkeus kasvaa hetkella, jolloin se on 1,20m?

Puolipallon muotoisen padan suuaukon siade on 1,00 m. Pataan alkaa
virrata vettd nopeudella 0,050 m®/min. Milli nopeudella veden pinta
padassa nousee silloin, kun pata on puolillaan?

Suoran, ympyrapohjaisen kartion vaipan pinta-ala on 7. Méarita kar-
tion sisddn mahtuvan suurimman pallon sade.

Luvut v ja v ovat positiivisia. Osoita, etta

lim (u ;U >I = uv.

z—0

Osoita, ettd epayhtilon

1 4 2 P 20 S 70

r—1 x—2 x—20 — 669
ratkaisujoukko koostuu erillisista véleista, joiden yhteenlaskettu pituus
on 2007.!

IMuunnelma vuoden 1988 IMO-tehtéavisti. MT-sarjan seitsemés osa julkaistiin v. 2007.
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

Integraalilaskentaa

Jatkuvan funktion f : [0,00[— R keskiarvo valilla [0,z] maaritelldén

seuraavasti: ]

Clx) = /Oxf(t) dt.

X

Maarita keskiarvofunktion derivaatta G'(z) ja lausu se funktionarvojen
f(z) ja G(x) avulla. Osoita, ettda G(z) < f(x), jos f on kasvava. Osoita
edelleen, ettd télloin myos G on kasvava. [2003514]

Olkoon s,, harmonisen sarjan n:s osasumma. Osoita, etta

In(l1+n) <s, <1+Inn.

Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja

Osoita, etta

2 s
< R(8)dt < .
n+1_/0¢() =7

Laske integraali

/S do
0 (ucosf+vsinf)?’

missd u ja v ovat positiivisia reaalilukuja.

Muovista valmistetun pallon massa on jakautunut siten, etta pallon si-
sdlla olevan massan tiheys on suoraan verrannollinen etaisyyteen pallon
keskipisteestd. Samasta materiaalista valmistetaan samalla periaatteel-
la massaltaan kaksinkertainen pallo. Kuinka monta prosenttia sen séde
on suurempi kuin ensin mainitun pallon sade?

Olkoon .
flz) = smx7 kan z#0 ja f(0)=1
x
Kéyrda y = f(x) rajoittaa vililld [0,7] koordinaattiakselien kanssa alu-
een, joka pyorahtda y-akselin ympéri. Laske syntyvan pyorahdyskap-
paleen tilavuus.

Kayrén ja koordinaattiakselien seka suoran x = a rajoittaman kuvion
pyordhtaessa x-akselin ympari syntyy kappale, jonka tilavuus on e* — 1
kaikilla a € R,. Maarita kdyréan yhtalo.
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78. Olkoon f ei-negatiivisten reaalilukujen joukossa médritelty funktio.
Todista: Jos f on jatkuva ja aidosti viheneva, niin funktio

F(z) = / ") de
0
toteuttaa epayhtalon F(u+v) < F(u)+F (v) kaikilla u, v > 0. [VMK1979]

79. Gravitaatiolain mukaan massat m ja M vetévit toisiaan puoleensa voi-

malla
mM

G =15

misséd 7 on massojen (niiden painopisteiden) vélinen etéisyys ja - on
gravitaatiovakio.

a) Kuinka suuri ty6 tehddén, kun massa m kiihdytetdan lepotilasta
loppunopeuteen v?

b) Kuinka suuri tyo tehdaan, kun massa m vieddén i) etaisyydelle x
Maan pinnasta, ii) "ddrettoméan kauas”?

c) Milla lahtonopeudella massa m on ammuttava ylospéin, jotta se paé-
sisi 7ddrettomén kauas”? (Tétd nopeutta kutsutaan pakonopeudeksi.)
d) Jos Maa romahtaisi mustaksi aukoksi, niin pakonopeus aukon ta-
pahtumahorisontin rajalta eli Schwarzschildin® siteen etéisyydelta pis-
teeksi kutistuneesta Maasta olisi valon nopeus c¢. Kuinka suuri on Maan
Schwarzschildin sade?

80. Olkoon n € N ja
I, = /2 sin™ x dzx.
0

a) Laske Iy, I; ja osoita, etté

-1
1, = n I,_5, kun n > 2.
n

b) Osoita, etta [2n71 > [277, > [2n+1-
c) Osoita, etté

d) Todista Wallisin® kaava
2 L 1 1
— =1l 1—— )14+ =)
= (- 5) (0 5)

'Karl Schwarzschild (1873-1916), saksalainen fyysikko.
2John Wallis (1616-1703), englantilainen matemaatikko.
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

Kombinaatioita ja todennakoisyyslaskentaa

Noppaa heitetddn, kunnes jokin silméluku esiintyy toisen kerran. Sa-
tunnaismuuttuja X on heittojen lukuméara. Laske X:n odotusarvo.

Kaksi pelaajaa heittdd noppaa vuorotellen. Voittaja on se, joka ensiksi
saa kuutosen. Milla todennékoisyydella aloittaja voittaa pelin?

"Kaikki-tai-ei-mitadn” pelissd arvotaan 12 numeroa 24:std. Paavoiton
saa, jos sarakkeessa on kaikki tai ei yhtdan oikein. Laske a) péaéavoiton
todennakoisyys, b) todennékoisyys saada 7 oikein.

Eréds sairaus on keskiméarin yhdella miljoonasta. Se todetaan testil-
la, joka antaa oikean tuloksen 99 %:n varmuudella riippumatta siité,
onko testattava sairas vai ei. Satunnaisesti valittu henkil6 saa testisté
positiivisen tuloksen. Milld todennakoisyydelld hénelld on sairaus?

Satunnaismuuttuja X on r-siteisen ympyréin sisiltd valitun mielival-
taisen pisteen etaisyys keskipisteestéd. Laske EX.

Tehdas valmistaa tiivisterenkaita, joiden halkaisijan tulee olla 200 mm.
Yksittédisen renkaan halkaisija ei kuitenkaan aina ole tavoitteen mukai-
nen vaan noudattaa normaalijakaumaa keskiarvolla 200 mm ja keski-
hajonnalla 1 mm. Jos halkaisija poikkeaa keskiarvosta enemmén kuin
2,2mm, niin rengas hyldtain. Tehdas saa 10000 renkaan tilauksen.
Kuinka monta rengasta on valmistettava, jotta melko tarkasti saatai-
siin vaadittu méaéara hyviaksyttdvia renkaita?

Olkoot a > 0, f(z) = ae™®, kun = > 0 ja f(x) = 0 muualla. Osoi-
ta, ettd f on erddn satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Maarita X:n
kertymafunktio ja odotusarvo.

Olkoon p alkuluku. Osoita, etta

<2p> = 2 (modp?).

p

Tennisturnaukseen osallistuu 2n pelaajaa. Kuinka monella eri tavalla
ensimmaisen kierroksen pelit voidaan arpoa?

Laatikossa on 129 kolikkoa, joista yhdessé on kaksi klaavapuolta. Kun
valitaan sattumanvaraisesti yksi kolikko ja heitetdan sitd kahdeksan
kertaa, saadaan joka kerta klaava. Milla todennakoisyydella yhdeksan-
nen heiton tulos on klaava?
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9

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

Jonoja ja summia

Laske summa
Sy = x4+ 22% + 323+ ... 4+ na".

Suppenevan geometrisen sarjan n:s osasumma on s, ja sarjan summa
on s. Lisaksi

o0

> (s —s,) = 2s.

n=1

Maaritéa sarjan suhdeluku.

Osoita, etté kaikilla n € Z

DE2n+1
a) 1P+224+3°+. . +(n—1>2+n* = nin + )6(n+ ),

2 1 2
b) P+ 43+ 4+ (n—1>4+n° ”(nz).
Olkoot 0 < & < 1jau, = v/n+ 1—4/n. Osoita, ettd jono (u,) suppenee
ja madritd sen raja-arvo u. Mistd n:n arvosta alkaen |u — u,| < €7

Olkoon p, todenndkoisyys sille, ettd heitettiessd kolikkoa 2n kertaa
saadaan n klaavaa. Osoita, ettd jono (p,) on aidosti viheneva. Maarité
sen raja-arvo Stirlingin' kaavan (16ydit sen netistd) avulla.

Milla z:n arvoilla funktio

f(z) = 1—}-2(1— 2>n

x
on madritelty? Mitd arvoja se saa?

Kolmion pinta-ala on A. Siitd poistetaan sivujen keskipisteiden yh-
dysjanojen muodostama kolmio. Jéaljelle jaaneille kolmelle osakolmiolle
toistetaan sama, ja nain jatketaan.

a) Kuinka paljon alkuperdisen kolmion pinta-alasta on jaljella, kuin
poisto-operaatio on suoritettu n kertaa?

b) Milld n:n arvoilla alkuperiisen kolmion pinta-alasta on jiljella véa-
hemmaén kuin tuhannesosa?

c) Jaako kolmiosta jaljelle mitddn, kun poistamisprosessia jatketaan
loputtomiin?

! James Stirling (1692-1770), englantilainen matemaatikko.
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98.

99.

100.

Olkoon T;, puolisuunnikassdannon integraalille

1
[:/ 22dz
0

antama likiarvo, kun véli [0,1] on jaettu n:dén osaan. Todista', etté
lim 7}, = I osoittamalla, ettd mielivaltaisesti valittua positiivista lukua
¢ vastaa kokonaisluku n, siten, etta

n>n. = |T,—1I|<e.

a) Funktio g : [a,b] — [a,b] on kutistava, jos on olemassa vakio k €]0,1]
siten, etta

l9(u) = g(v)] < ku— |

kaikilla u, v € [a,b]. Osoita, etta kutistava funktio on jatkuva.

b) Piste £ on funktion g kiintopiste, jos g(§) = £. Osoita, ettéd kutista-
valla funktiolla g : [a,b] — [a,b] on tédsmaélleen yksi kiintopiste.

c) Olkoon g : [a,b] — [a,b] kutistava. Osoita, etta rekursiivisesti méé-
ritelty jono (x,), misséd xy € [a,b] ja 41 = g(x,) kaikilla n € N,
suppenee kohti g:n kiintopistetta.

Olkoon

1 1 1
Y =1+-+-4+...+——Inn kaikilla ne€Z,.
2 3 n
Todista ettéd jono (7,) suppenee osoittamalla, ettd se on vahenevé ja
alhaalta rajoitettu. (Raja-arvoa vy = lim ~,, kutsutaan Fulerin vakioksi.)

Yleisesti médritellidn: Jonon (u,) raja-arvo on u, jos

Ve>0: In.€Zy: n>n. = |u—uy| <e.

Havainnollisesti tdmé merkitsee sitéd, ettd etiisyys |u — u,| voidaan tehdd pienemmiiksi
kuin mika tahansa ennalta valittu positiivinen luku valitsemalla n riittdvin suureksi. Kou-
lukirjoissa asia on joskus ilmaistu sanomalla, etta n:n kasvaessa u,, "lahestyy rajattomasti”
lukua w.
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Ohjeita ja vastauksia

. 3" — 3 on kolmella jaollinen ja parillinen. My6s induktiotodistus onnis-

tuu helposti.
Tutki parillisten ja parittomien lukujen nelioité.

Tee vastaoletus.

6. Viite on selvisti tosi arvolla n = 1. Jos se on tosi arvolla n, niin

10.

11.
12.

14.
16.
19.

Al gl = ot g g — =
a)
100 —p
- 100 %.
100 + ¢ %
b)
100
u -100 %.
200+qg—p
c)
pq = 50(q — p).

. Eulerin yhtéloistd seuraa, ettd 2* = —5% ja 5-27 = —1 (mod 641). Eule-

rin aikaan kongruenssit olivat vield tuntemattomia, joten han ilmeisesti
kaytti tehtavassa olevia yhtéaloita sellaisinaan.

Todista yhtélé induktiolla. Osoita, ettd syt (F,, F;) = 1, kun ¢ # j.
Huomaa, ettd luvut Fj ovat parittomia. Siis, miksi nahdyn perusteella
alkulukuja on adreton maara?

Jos a # 1, niin x = ~*5. Jos a = 1, niin yhtélolla ei ole ratkaisua.

Jos a # b, niin x = “T“’ Enta jos a = b7 Taméa on toistaiseksi yk-
sinkertaisin keksiméni esimerkki, johon Wolfram-Alpha (http://www.
wolframalpha.com/) (ja ilmeisesti myos CAS-laskin) kompastuu.

n=1680.
Viite todistuu parhaiten induktiolla.

Tutki aluksi polynomifunktiota ¢(x) = xp(z) — 1.
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20. Tee vastaoletus, jonka mukaan on olemassa m,n € Z,, joille

1
TV D> VT
n n mn

Yhtésuuruus ei tule kysymykseen, koska /7 on irrationaalinen.
Johda vastaoletuksesta ristiriita!

22. Alat ovat
a’b ab?

“T2a+b) T T 2wt b)

23. Pinta-ala A = (A, + Ay + VA3)2.

24. Kulmien asteluvut ovat 15° ja 75°.

h
Vo= (4,4 /1,4 A)
3<1+ 1A2 + Ao

27. Sivutahkojen vilinen kulma ~ 126°.

26. Tilavuus

28. Siteiden suhde =~ 1,16.

30. Etiisyys = V'R — 2Rr.

31. Suorien vilinen kulma ~ 5,5°.

33. Yhteiset tangentit y = 1 ja y = £22v/6 — 5.

34. Leikkauspiste

p_ a b c
S\ R+ @R+ a2+ b2+ e?)
36. Leikkauspisteet ovat (0,0,1) ja (2, -+, 12). Geodeettinen etdisyys
on arccos 12 ~ 0,395.

37. Etiisyys ~ 11200 km. Sijoita maapallo koordinaatistoon ”luonnollisel-
la” tavalla ja muodosta R.:n ja G.:n paikkavektorit.

40. Suoran y = —1 pisteista.
44. Suurin ja pienin arvo /a2 + b2

45. Planeettojen vilinen etdisyys ~ 165 milj. km.
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47. a) s;0=%(vV5—1), b)ss=121y/10—2V5.

48. r =+L +nm, o =% +nf, n€Z

49. Huomaa, ettd jannenelikulmion vastakkaiset kulmat ovat toistensa suple-
menttikulmia.

51. Za.

52. 2343,

53. 2(= f(0)), minimi- ja samalla pienin arvo.
54. a) (1)¢ ~0,6922, b) —1 (= f(-1)).

56. Kianteisfunktio

58. c) f'(z) ="

61. arctan p.

64. Hyodynni tehtivaa 43.

65. Vaihda aluksi kantaluku z e:ksi.
66. ~ 0,040 m/min.

67. ~ 0,018 m/min.

68. v2-1.

69. Tutki funktiota

g(z) = ln(u —21-11 >z

70. Osoita aluksi, ettd yhtilén vasemman puolen médrittelemé funktio on
aidosti vaheneva pystysuorien asymptoottiensa maaraamilla véleilla.

71. G'(x) = ;(f(z) - G(2)).

72. Huomaa, ettd

n 1
lnn:/ —dz.
1z

74. L.
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75. (V2 —1)-100% =~ 19%.
76. 4.
T7. y=+Les.

79. a) Imv?
b) Olkoon 7 Maapallon séde. i) W, = ymM (L — 1) ii) W, =
c)

2y M
v = .
r
d) ~ 0,009 m.
81. EX = 3%
82. L.
83. a)
12 12
Padvoiton todenndkoisyys = <KD<;;<O)Q17¢1~10?
()
b) (12) (12)
P(70k) = %& ~ 0,23
12
84. ~ 0,0001.
85. EX = %r.

86. 10286 rengasta.

ymM
g

87. Kertymafunktio F(z) =0, kun z < 0 ja F(z) =1 —e % kun z > 0.

Odotusarvo EX =

Q=

88. Osoita aluksi etti 5
2p . p
) -20)
89. n!(2n)!27".
90.

oot
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91.

92.
93.
94.

95.
96.
97.

98.

99.
100.

Jos =1, niin s, = in(n+1). Jos z # 1, niin

z[1— (n+1)z" + na" ™|

e (x—1)?

wiN

Viitteet todistuvat helpoimmin induktiolla.
|u — uy,| < e, kun
(1—¢?)?
> .
" 4e?
limp, = 0.
My =]1, 00, Ay =], 00[. (f(2) = 7).

a) Jiljelld oleva ala n:n poistokerran jalkeen

A, = 3 A

b) n > 24. c¢) Kolmiosta jaa jéljelle ainakin kérkipisteet.

I =T, < e, kun n > L%ﬁj = n.. Merkintd |a| tarkoittaa pieninta
kokonaislukua, joka on suurempi tai yhtasuuri kuin a. 7;,:n laskemisessa

sovella tehtdavan 93 b-kohtaa.

b) Tutki funktiota h(z) = g(z) — .

Sovella puolisuunnikassaantod sen osoittamiseen, etta jono (7y,) on al-
haalta rajoitettu. Vaite seuraa monotonisen jonon suppenemislausees-
ta. Sen mukaan kasvava, ylhdiltd rajoitettu (vihenevi, alhaalta rajoi-
tettu) jono suppenee. Lause lienee mainittu useimmissa lukion oppikir-

joissa.
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