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VEKTORIT

Tama kirjoitus jatkaa Solmussa 3/2017 alkanutta kat-
sausta lukion pitkdn matematiikan oppikirjoihin, mate-
maatikon silmin katseltuina. En puutu kirjojen ja nii-
den oheisaineistojen didaktiseen arvoon — néiden ar-
viointiin en (ainakaan) ole patevd. Varmuuden vuoksi
kertaan, ettd paikoin kriittisetkin mielipiteeni ovat vain
omiani, eivat esimerkiksi Solmun toimituksen. Kritiik-
kini kohdistuu monesti opetussuunnitelmaan. Mutta
kirjailijoita moitin kovin tiukasta pitdytymisesté ope-
tussuunnitelman kirjaimeen, matematiikan vahingoksi.

Vektorikurssi

Lukion pitkédn matematiikan neljés kurssi on omistettu
vektoreille. Opetussuunnitelma listaa kurssin kohdal-
le kuusi tavoitetta ja viisi keskeista sisdltod. Tavoittei-
den joukossa on vektoreihin liittyvin geometrian lisdksi
kohta, joka sanoo, ettéd opiskelijan tulisi ymmaértaa yh-
taloryhmén ratkaisemisen periaate. Keskeisiin siséltoi-
hin kuuluvat vektorien laskutoimitukset. Vektorituloa
ei kuitenkaan mainita. Kurssin keskeista sisaltod ovat
my0s suorat ja tasot avaruudessa. Opetussuunnitelma
ei ota kantaa siihen, eittdmétté yleissivistykseen kuu-
luvaa tietoon, ettd lineaarisilla malleilla, siis vektori-
avaruuksilla, kuvataan erittdin monenlaisia ilmiGita eri
tiedonaloilla. Juuri kertoo alun motivointiosiossa vek-
torigrafiikasta, mutta kirjan luettuaan ei téstd teknii-
kasta ole viisastunut.

Miké on vektori? Se voi olla yleisen lineaarisen struk-
tuurin alkio, mutta kun halutaan, ettd tallaisesta olios-
ta olisi suoraa kiytannoén hyotyd, on saatava kytkenta
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havaintomaailmaan. Jos vektorikésite pohjataan geo-
metriaan, on jotenkin pédstdva siihen, ettd vektoria
maéarittdvat suunta ja koko. Tyydyttava vektorin méa-
ritelmé on ”suuntajanojen ekvivalenssiluokka”. Jos tal-
laisten luokkien laskutoimitukset maaritellaéan luokkien
edustajien avulla, on varmistuttava siité, etta eri edus-
tajan valinta ei vaikuta tulokseen.

Oppikirjat joutuvat oikaisemaan. Juuren mukaan ”vek-
tori on jana, jolla on suunta”. Juuri jatkaa mééritel-
méad kertomalla, ettd "vektorin pituus on sitd vastaa-
van janan pituus”. Mutta jos vektori itse on jana, niin
miké on sitd vastaava jana? Tekijd ei méaarittele kasi-
tetta vektori ollenkaan, mutta kertoo, ettd ”Vektorilla
on suunta ja pituus. Vektoria kuvaavan nuolen suun-
ta osoittaa vektorin suunnan ja nuolen pituus ilmaisee
vektorin pituuden.” Juuren mukaan kaksi vektoria ovat
”yhté suuret, jos ne ovat yhta pitkit ja samansuuntai-
set”. Tekijin mukaan kaksi vektoria ovat sama vektori,
jos ne ovat samansuuntaiset ja yhta pitkéat. Tekijd ottaa
my0s kayttoon késitteen suuntajana ja kertoo jokaisen
suuntajanan edustavan jotain vektoria. Vektori suun-
tajanojen ekvivalenssiluokkana on siis oikeastaan Teki-
jdn tekijoiden mielessé. Olisiko asian voinut &aneenkin
sanoa?

Kumpikin kirja esittdéd vektorin perusmerkinnéaksi pie-
nen kirjaimen, jonka padlla on viiva, u, ja mainitsee
ohimennen, etta viivan sijasta voidaan kayttda nuolta,
1. Kun kompleksiluvut on poistettu lukion oppimééris-
té, ei sekaannusta kompleksiluvun liittoluvun merkin-
nén kanssa tule, ainakaan lukiossa. Juuri muistaa myos
lisdtietolaatikossa mainita lihavoinnin kayton vekto-
rin merkkind. Ettd ndin tehtéisiin "koneella kirjoitet-
taessa” niin kuin Juuri sanoo, on kylld hiukan omi-
tuista. Mutta anglosaksisessa kirjallisuudessa lihavoin-
ti on sangen yleinen vektorin kirjoitusasu ja esimer-
kiksi fysiikan oppikirjoissa siihen vékisinkin torméa.
— Merkinnéista vield: Tekijd kayttaa seké vektorikurs-
sin ettd analyyttisen geometrian osuudessa mielesténi
vahemmén onnistunutta merkintitapaa ”P(a, b)” tai
"P(a, b, ¢)” pisteelle, jonka nimi on P ja jonka koordi-
naatit ovat a ja b tai a, b ja c. Merkinté on ristiriidassa
kautta matematiikan kéytossd olevan funktiomerkin-
nan kanssa eika sitd oikein mikédn perustele. Jos pis-
teen (a, b) nimeksi otetaan P, niin P = (a, b). Juu-
ri onkin omaksunut tdmén kidytdnnon. Samat kaytan-
teet jatkuvat sarjojen analyyttiselle geometrialle omis-
tetuissa osissa.

Molemmat kirjat mééarittelevat vektorien skalaaritulon
@-b koordinaattilausekkeena (aji+asj+ask)-(byi-+bej-+
b3E) = a1b1 + asbs + azbs. Tata varten tarvitaan en-
sin vektorille yksikésitteinen koordinaattiesitys. Kirjat
todistavatkin esityksen @ = tu + sv yksikésitteisyyden,
kun @ ja ¥ ovat erisuuntaisia vektoreita ja @ on samassa
tasossa kuin @ ja 7. Sen sijaan esityksen olemassaoloa
ei oikeastaan missédan perustella. Ja kolmiulotteinen ti-
lanne otetaan vastaan vain ilmoitusasiana. Kumpikaan

kirja ei kysy, riippuuko mééritelty suure siitd, miten
kantavektorit on valittu.

Skalaaritulon hévidmisen yhteys vektorien kohtisuo-
ruuteen perustellaan Pythagoraan lauseen kautta. Kun
Tekijd on valinnut jarjestyksen, jossa pistetulon osit-
telulaki perustellaan heti maéritelméan jélkeen, se saa
kohtisuoruusehdon perustelun nayttaméain elegantim-
malta kuin koordinaattien pyorittelyyn (xy-tasossa
vain) turvautuva Juuri. — Molemmat kirjat toki esit-
téavit sitten lauseena skalaaritulon standardimééritel-
mén a - b = |al|b| cos(@, b) ja perustelevat sen kurssis-
sa 3 esitetyn kosinilauseen avulla. — Valittu jarjestys ei
aivan tee oikeutta skalaaritulon olemukselle. Sehédn ni-
menomaan tuo vektorien maailmaan mittakepin suun-
tien erolle, kulmalle. Kirjat eivat myoskéaan esittele ska-
laarituloa tyokaluna, jota kaytetdédn, kun méaritetdan
vektorin komponentti toisen vektorin suunnassa.

Opetussuunnitelmassa kurssin keskeisiin sisdlt6ihin lis-
tattu (lineaarisen) yhtdloryhmén ratkaiseminen tulee
tarpeeseen esimerkiksi silloin, kun tunnettu vektori ha-
lutaan jakaa tunnettujen vektorien suuntaisiksi kom-
ponenteiksi. Juuri esitteleekin kahden ja kolmen tunte-
mattoman lineaarisen yhtéléryhmaén ratkaisemisen tek-
niikkaa vektorien koordinaattiesitykseen johdattavan
luvun jélkeen. Kirjassa joudutaan jo tata ennen ratkai-
semaan yhtaléryhmid. Tekijd sen sijaan aloittaa kurs-
sin yhtéloéryhmistd. Determinanttien tarjoamaa algo-
ritmia ryhmén ratkaisemiseen ei kumpikaan kirja edes
mainitse. Toinen asia, jonka kohdalla kirjojen jarjestyk-
set eroavat toisistaan, on osio "geometriaa vektoreilla”,
jonka Tekijd sijoittaa koko esityksen loppuun ja Juu-
ri ennen kolmiulotteisiin vektoreihin siirtymistéd. Osiot
ovat kuitenkin melko samanlaiset.

Opetussuunnitelman viides keskeinen sisélté on “suorat
ja tasot avaruudessa”. Suorasta kerrotaan sen vektori-
ja parametrimuotoinen yhtalo. Juuri antaa ndmé ek-
splisiittisesti my6s zy-tasossa, muttei vihjaakaan, etta

esityksesté
T =x0+ ts,
Y =1Yo +1sy

saattaisi t:n eliminoimalla pa#std suoran y = ax + b -
muotoiseen yhtdléon. Sen sijaan asian kolmiulotteinen
vastine, tason yhtalo ax+by+cz+d = 0 kylla esitetaén.

Kun opetussuunnitelma ei mainitse vektorin vektori-
tuloa, siitd ei kumpikaan kirja mitddn mainitse. Vekto-
reiden soveltaminen niin suorien ja tasojen geometriaan
kuin fysiikkaankin jaa téstd syystd vihén raajarikkoi-
seksi. Olisiko oppikirjailijoilla saattanut olla rohkeutta
sisdllyttda kokonaisuuteensa myos vektoritulo, tietys-
ti varoituksin siitéd, ettd hypatddn opetussuunnitelman
aitauksen yli?
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Analyyttinen geometria

Lukion pitkédn matematiikan viidennen kurssin otsikko
on Analyyttinen geometria. Keskeisiksi sisélloiksi ope-
tussuunnitelma listaa pistejoukon yhtélon, suoran, ym-
pyrédn ja paraabelin yhtdlot ja pisteen etdisyyden suo-
rasta. Analyyttisen geometrian ulkopuolelta on viela
otettu sisélloksi itseisarvoyhtélon ja -epayhtélon ratkai-
seminen. Opetussuunnitelman geometria-alusta nayt-
téa olevan taso, eivitké oppikirjatkaan useamman ulot-
tuvuuden asioihin puutu.

AMALYYTTINEN GEOMETRIA

Perinteinen koulun analyyttinen geometria on keskit-
tynyt kartioleikkauksiin, toisen asteen kayriin. Opetus-
suunnitelma mainitsee néistd endd ympyran ja paraa-
belin. Juuri esittdd kuitenkin ilahduttavasti johdanto-
sivullaan kuvasarjan kartiota eri asennoissa leikkaavis-
ta tasoista ja nimedd vastaavat kdyrat. Tekijakin mai-
nitsee sanan kartioleikkaus — ainakin ehdottaessaan toi-
sen asteen lausekkeen nelioksi tdydentdmisen tyokaluk-
si laskulaitteen "kartioleikkaussovellusta”.

Molempien kirjojen ensimméinen asiakokonaisuus on
itseisarvo. Tekijd kompastelee. Se méaérittelee itseis-
arvon kasitteen toisen maédrittelemattomén kasitteen
avulla: ”luvun a itseisarvo on luvun a etdisyys luvus-
ta 0”. Kaksi sivua my6hemmin tulee sitten uusi méaé-
ritelmé: ”lukujen a ja b etdisyys on lukujen erotuksen
itseisarvo |a — b|”. Juuri esittdd konstailematta méadri-

telmén
jal = {
—a,

Tyyppid |f(z)| < |g(x)]| olevalle epdyhtaldlle Tekijd an-
taa kategorisesti ratkaisuohjeeksi yhtéapitdvan epayhta-
16n f(z)? < g(z)? ratkaisemisen. Esimerkkini kisitel-

jos a >0,
jos a < 0.

ty epéayhtélo |3z — 4] > |z| taitaa kylld ratketa ainakin
yhtd mukavasti suoraan itseisarvon méaritelmaan no-
jautumalla kuin toisen asteen yhtélon kautta kiertéen.

Opetussuunnitelman kéyttdmé ilmaus ”pistejoukon
yhtdlo” néyttdd madrittdneen oppikirjoja. Néin mo-
lemmat tulevat esitelleeksi "kéyrén yhtélon”, mutta ei-
vat puhu pistejoukoista, joiden méaaritelmét perustu-
vat epayhtaloihin. Ei olisi paljon lisdé tekstid tarvittu
ympyran sisid- ja ulkopuolen tai suoran méarittdmien
puolitasojen analyyttisten madrittelyjen esittelyille.

Molemmat kirjat kiinnittdvat sivumadrilla mitaten
eniten huomiota suoriin. Kun kurssissa 4 on jo esitelty
suoran ominaisuuksia sen vektorimuotoisesta esitykses-
td ldhtien, tuntuu hdmmaéstyttavilta, ettd kumpikaan
kirja ei tunnu sanallakaan tatd mainitsevan. Ei kumu-
loidu matemaattinen tieto.

Opetussuunnitelman tavoitteissa mainitaan ympyré ja
paraabeli. "Perinteiseen” analyyttisen geometrian op-
piméardadn kuuluvat muut toisen asteen kayrat Tekijd
jattda maininnatta. Juuri sentddn esittelee ellipsin ja
hyperbelin harjoitustehtavissé ja késittelee "pistejou-
kon yhtld” -luvussa esimerkkind kiyrid 22 + 2y% = 6,
sitd kuitenkaan ellipsiksi kertomatta; kayran piirté-
miseksi ehdotetaan “sopivan ohjelman” kayttoa. Juu-
ri kertoo my6s paraabelin mééritelmén johtosuoran ja
polttopisteen avulla ja néyttdd jopa kuvan, jossa joh-
tosuora ei ole kummankaan koordinaattiakselin suun-
tainen. Analyyttisesti toki kasitelladn vain paraabeleja,
joiden akseli on z- tai y-akselin suuntainen.

Ympyra-osioon molemmat kirjat sisallyttavit erilaisia
tangentin annetulle ympyralle piirtdmisen tehtéavia. Te-
kijd tarjoaa tehtdvien ratkaisuksi toisen asteen yhtélon
diskriminantin hévidmisen tutkimista vaativia ”yhden
leikkauspisteen” menetelmié, Juuren keino on pisteen
etédisyyden suorasta kertova kaava. Oppilaan tai opet-
tajan keksittdviksi jad sdteen ja tangentin kohtisuo-
ruuden soveltaminen, usein nappéara tangentin maari-
tyskeino.

En ole oikein osannut asettaa tarkastelussa olevia
kahta oppikirjasarjaa paremmuusjarjestykseen kurs-
sien MAB1 ja MAA2 — MA A4 kohdalla. Kurssin MAAS
oppimateriaaleista tuntuu Juuri onnistuneen hiukan
paremmin, se kun néyttda pitdvin edes raollaan ikku-
noita opetussuunnitelman rajaaman alueen ulkopuolel-
lekin.
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