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Muirheadin epayhtalo: ongelmien ratkaisuita

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Artikkelissa Muirheadin epdyhtdlé Solmun numerossa
3/2019 oli seitsemén ongelmaa lukijoiden iloksi. Téssé
olisi ratkaisu jokaiselle niisté.

Ongelma 1. Olkoot a, b ja ¢ epinegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Ratkaisu. Kertomalla todistettavan epdyhtélon vasen
puoli auki se muuttuu muotoon

a?b+alc+ab®+b2c+ac®+bc®+ 2abe > 8abc,
eli riittda todistaa, ettd
a?b+a’c+ab®+bc+ac®+bc® > 6abe.

Todetaan tita varten, ettd (2,1,0) = (1,1,1). Onhan
nimittain
2>1>0, 1>1>1, 24+4140=3=1+1+1,
sekd vield

2>1 ja  241=3>2=1+1

Siten Muirheadin epéyhtélon nojalla

Za2b22abc,

sym sym

miké onkin juuri tarvittava epayhtalo. O

Ongelma 2. Olkoot a, b ja ¢ epdnegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a® + b +62)2 > 3abc(a+b+c¢).
Ratkaisu. Todetkaamme ensin, ettd
(4,0,0) > (2,1,1) ja (2,2,0) = (2,1,1).

Onhan nimittain

4>020, 2>212>21, 22220, ja 2>12>1,
ja
44+04+0=4=2+1+1
ja
24240=4=2+1+1,
seké

422 440=4>3=2+1, 2>2

ja
24+2=423=2+1

Siispd Muirheadin epayhtélon nojalla

Za422a2bc, ja Za26222a2bc.

sym sym sym sym
Edellinen epéyhtélé sanoo, etta

2 (a4+b4 +c4) > 2 (achJrabchrabcz) ,

tai sievemmin

a* +b* + >a2bc+ab20+ab02,
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ja jalkimmainen sanoo, etté
2 (aQb2 + b2 P +02a2) > 2(a2bc+ab2c+abc2) .

Laskemalla nadmé kaksi viimeistd epéyhtdlod yhteen
saamme

a* + b+t +2(a® b + 0% + P a?)
23(a2bc+ab2c+ab02),

eli
(a® +b° —1—02)2 > 3abc(a+b+c¢),

kuten pitikin. O

Ongelma 3. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Todista, ettd

A+ 4+ >a?+b%+ A

Ratkaisu. Riittda osoittaa, etté kaikille positiivisille re-
aaliluvuille a, b ja ¢ pétee

a®+ 3+
> Q733 LB L gL B RT/B A3 4 g1/3 pl/3 7/

Voimmekin helposti tarkistaa, etta
(3,0,0) = (7/3,1/3,1/3),

silld onhan

7 11 701 1
>0> - > - > = =3 =_ _ -
82020, g>3>5 3+4040=3= 43+
seka viela
9 7 9 8 7 1
3=2>L 4 340=3=2>°>-L42
3= 3 B 0F 523-373

Siispd Muirheadin epéyhtdlon nojalla
Za?) > Za7/3 p/3 (1/3
sym sym
eli
2 (a® + 0% + %)
>2 (a7/3 BL/3 /B 1 L3 T/3 (1/3 4 q1/3 p1/3 C7/3) ’

mistd viite seuraakin suoraan jakamalla puolittain

kahdella. O

Ongelma 4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, jolle
n = 2, ja olkoot a1, as, ..., a, epinegatiivisia reaali-
lukuja. Osoita, ettd

2
n(n—1)

Z Vaia; = {fajaz--an.

1<i<j<n

Ratkaisu. Aloitetaan toteamalla, ettd n reaaliluvun jo-
noille (1/2,1/2,0,...,0) ja (1/n,1/n,...,1/n) pitee

11 1111 1
220,00 = (2 2 2 22,
<2’2’ Y > <nnnn n>

Tamaé seuraa havainnoista

ja

11 11 1
S 40404+ 0= ==

2 2 n o n n
seka
1 1
72*7
2 n
1+1—1>2* +1
2 2 T n n’
1 1 3
—+-4+0=12—-—=—4+ -+ —,
2 2 n n n n
1 1 n 1 1 1
s+5+0+0+...+0=12>—=—+—+...+—.
2 2 ~—— n n o n n
(n—2)x0 i
’ILX;

Nyt Muirheadin epayhtélon nojalla pétee
Z a}/2 a;/2 > Z a}/n aé/” eal/m,
sym sym

eli

21 (n—2)! Z Vaia; = nl/aras - an,

1<i<j<n

mistd viite heti seuraakin jakamalla puolittain kerto-
malla n!. O

Ongelma 5. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista Nesbittin epdyhtdlo

w

a n b n c S
b+c c+a a+b” 2

Ratkaisu. Kertomalla epayhtédld puolittain nimittédjien
tulolla 2 (a + b) (b + ¢) (¢ + a) se muuttuu muotoon

2a(c+a)(a+b)+2b(b+c)(a+D)
+2c(b+c¢)(c+a)
>23(a+b)(b+c)(c+a).

Kertomalla kaikki tulot auki jiljelle ja&
2 (a® +b* + ) + 6abe

—|—2(azb+a2c—|—ab2—|—bQC—|—a02—|—b02)
23(a2b+a2c+ab2+b2c+acz—|—bc2)—|—6abc,
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miké sievenee muotoon

2(a3+b3+c3) >a’b+a’ct+ab®+bc+ac®+bcl

Za?’ 22@21),

sym sym

Tamé onkin

miké seuraa suoraan Muirheadin epédyhtélosté, jos vain
sattuu olemaan niin, ettéd (3,0,0) > (2,1,0). Mutta t&-
maé patee, koska on

32020, 22120, 3+0+0=3=2+1+0,

sekéd vield 3 >2ja3+0=3>23=2+1 0

Ongelma 6. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista, ettd

a b b ¢ c a a+b+e
S (F+2) (242 ) > —).
<b+a) (C+b) (a+c)/2<1+ vabe )

Ratkaisu. Kertomalla todistettava epayhtdlé puolit-
tain tulolla a2 b? ¢ se muuttuu muotoon

(a4 87) (1 + %) (¢ + o)
>2a*0? 2 +2d°0P AP (a+ b+,
minké, kertomalla kaiken auki ja supistamalla puolit-

tain termit 2a?b?¢?, voimme kirjoittaa yksinkertai-
semmassa muodossa

Z atb? > Za8/3 po/3 (5/3.
sym sym

Tama seuraa suoraan Muirheadin epayhtalosta, jos
vain pétee (4,2,0) > (8/3,5/3,5/3). Mutta niin on,
silla

8 5. 5
4>22>20, -2 -2,
37373
ja
18 5
A4240=6=-—2=242,72
124 . +3+3
ja viela
12 8 18 13 8 5
4= 250 ki 442=6=-—>-—"—212
g g Seka A 573 373

Ongelma 7. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista, ettd

1 1 1 1
<
a3+b3+abc+b3+c3+abc+03+a3+abc\

abc’
Ratkaisu. Kertomalla puolittain tulolla
abe (a® +b* + abe) (b° + ¢ + abe) (c¢* + a® + abe)
todistettava epayhtdld saa muodon
(a® + % + abe) (b + ¢ + abe) abe
+ (b® + ¢ + abe) (¢ + a® + abe) abe
+ (03 +a® + abc) (a3 + 6%+ abc) abe
< (@® + b + abe) (b° + ¢ + abe) (¢® + a® + abe) .

Kertomalla rohkeasti kaiken auki ja ryhmittelemé&lla
termeja sopivasti se muuttuu muotoon

(aﬁ—i—b6 +c6) abc+3(a3 B3l + 3 a3) abc
+4(@®+0*+ ) a® v P +3a*b

< (a®b® +a° P+ a0 +0° P 4 a® & + 0% °)
+2a30% 3 + (a6+b6+cﬁ)abc
+3(a3b3+b303+c?’a3) abc
+2(a®+b*+ ) a? b ® +a’ b P,

miké sievenee valittomaésti muotoon
2 (a3 +0+ 63) a’ b? 2
<ab+a8 A+ + 153 +a® b+ 5P,

tai vield yksinkertaisemmin muotoon

z:asl)2c2 < Zaﬁb?’.

sym sym

Tama puolestaan seuraa valittomaésti Muirheadin
epayhtalosté, jos vain patee (6,3,0) > (5,2,2). Mut-
ta tdmaé pétee, silld on

6>3>0, 5>2>2, ja 64+3+0=9=5+2+2,
seka vield

6>5, ja 6+3=9>7=5+2. O
Lahteet

Ongelmat 1, 2 ja 4 ovat tehtavit 12.2(a), 12.3 ja 12.2(c)
kirjassa [3]. Ongelmat 2 ja 5 ovat esimerkit 6.12 ja 6.13
teoksessa [1], ja ongelma 6 on saman teoksen tehtévi
6d.4. Lopuksi, ongelma 7 on harjoitustehtava 12.9 kir-
jassa [2].
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