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EGMO 2020 — haastavia tehtavia kotoa kasin

Idaliina Kuusisto, Ulrika Kaara, Veera Nurmela, Anni Tapionlinna

Euroopan tyttéjen matematiikkaolympialaiset jarjes-
tettiin vuonna 2020 tilanteesta johtuen etdkilpailuina.
Kilpailuihin kuitenkin osallistui 204 tyttoa 53 eri maas-
tal Ténad vuonna tehtévét olivat kenties edellisten vuo-
sien tehtaviin verrattuna vaikeampia.

Kilpailut olivat hieno kokemus my&s kotoa késin osal-
listuttuna. Perinteisesti kilpailuissa oli avajaiset, yhtei-
sid aktiviteetteja ja loppuseremonia. Padsimme esimer-
kiksi kokemaan ekskursiona virtuaalisesti Keukenhofin
tulppaanipellot.

Kun EGMO:n kaltainen tapahtuma jérjestetddn eté-
né, on haasteena tutustuminen muiden maiden kilpai-
lijoihin. Muihin matematiikasta kiinnostuneisiin tutus-
tuminen on térked osa kilpailua. Kilpailun jarjestéjat
tekivit kuitenkin hyvai tyota etdaktiviteettien jérjes-
tdmisessd. Monet kilpailijat kirjoittivat mielenkiinnon-
kohteistaan ja vaihtoivat yhteystietoja sille tarkoitetul-
la alustalla keskustellakseen kaukaistenkin kanssakil-
pailijoiden kanssa. Suomen joukkue oli yhteydessa esi-
merkiksi Latviaan ja Costa Ricaan.

Kaikki tehtavit olivat haastavia, mutta ne olivat hy-
vad mietittadvad. Tehtédvét olivat viime vuosien tehta-
viin verrattuina hieman vaikeampia, mika nakyi kil-
pailijoiden pisteissa. Kisat tehtiin kotoa késin ja taméa
herétti erilaisia ajatuksia. Kilpailutilanne tuntui hyvin
tavalliselta, kun tehtévia teki kotona. Toisaalta kotona
kilpailuihin valmistautuessa téytyi olla itse tarkempi,
ettd oikeanlaisen “kisatunnelman” sai péalle.

Suomi oli osallistuneista Pohjoismaista paras ja 42.

kaikkiaan 53 joukkueen joukossa. Lisdksi Suomi oli
30. osallistuneista 39 Euroopan maasta. Suhteutettu-
na osallistuneiden maiden kokonaisméa#raan ndmé oli-
vat parhaat tulokset vuoden 2014 jalkeen.

Tehtavia
Tehtava 1

Positiiviset kokonaisluvut ag, a1, as, ..., aggze taytta-
vit ehdon 2 - anq90 = ant1 + 4a, kaikilla n = 0, 1, 2
..., 3028. Todista, ettéd ainakin yksi luvuista ag, a1, as,
..., asoso on jaollinen luvulla 22020,

Esimerkkiratkaisu

Todistetaan induktiolla seuraava vaite: Jos kokonaislu-
vut ag,a,...,as, tdyttivit ehdon 2 - apyo = apq1 +
4a,, niin a,, on jaollinen luvulla 227,

Alkuaskel: Yhtélostd 2a3 = ao + 4aq seuraa, ettd as on
parillinen. Niinpa yhtalostd 2a2 = a1 + 4 seuraa, etta
a on jaollinen neljalla (4 = 22 - 1).

Induktioaskel: Oletetaan, ettéd viite patee luvulle n =
k — 1. Tutkitaan tehtdvin ehdot tayttavid lukuja
ag, ai, ..., agg. Kun sovelletaan induktio-oletusta
sekvensseihin (ag,a1,...,a3,-3), (a1,a2,...,a35—2),
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(ag,as,...,asg—1) ja (as,aq,...,as;), huomataan, et-
td ax—1, Ak, ap4+1 ja agyo ovat kaikki jaollisia luvul-
la 222, Nyt samalla tavalla kuin alkuaskeleessa, yh-
talo 2 - % = gms + 4 - 5z johtaa siihen, ettd
smz on jaollinen kahdella ja siksi yhtdlo 2 - gty =
a5 + 4 - 59— johtaa siihen, ettd w5 on jaollinen
neljalld. Siten aj on jaollinen luvulla 2%* ja induktio-
véite on todistettu. Tall6in a1919 on jaollinen luvulla

221010 — 92020 joten tehtdvé, on ratkaistu.

Tehtava 4

Sanotaan, etté lukujen 1,2, ..., m permutaatio on tuo-
re, jos ei ole olemassa positiivista kokonaislukua k& <
m, jolle permutaation k ensimmadista jasentd ovat
1,2,..., k jossakin jarjestyksessi. Olkoon f,, kokonais-
lukujen 1,2,...,m tuoreiden permutaatioiden luku-
médréd. Todista, ettd f, > n- f,—1 kaikilla n > 3.

Esimerkiksi, jos m = 4, niin permutaatio (3,1,4,2) on
tuore, kun taas permutaatio (2,3,1,4) ei ole.

Esimerkkivastaus

Olettaen, ettd n > 3, konstruoidaan f,_; erilaista tuo-
retta permutaatiota. Tutkitaan tuoreita permutaatioi-
ta luvuista 1,3,4,...,n, siis luku 2 on poistettu. Per-
mutaatiot ovat muotoa (x1,...,T,—1) missd 1 # 1 ja
{z1,...,z} #{1,3,..., k+1}. Téllaisia permutaatioi-
ta on tdsmélleen f,_;. Kun permutaatioon lisdtaan lu-
ku 2 ennen mita tahansa lukua tai viimeiseksi, saadaan
seuraavat permutaatiot:

(2,%1, . ,xn,l), . ,(Sﬂl, . 7557;71;2,1'2')7

...7(11317...,1‘”_172).

Todistetaan, ettd kaikki ndméa permutaatiot ovat tuo-
reita: Tehdédén vastaoletus ja oletetaan jonkin permu-
taatioista olevan epétuore. Siis jollekin 1 < k <n —1
ensimmadiset k jdsentd ovat 1,...,k. Jos k = 1, ensim-
maéinen jasen on 1. Ensimmaéinen jasen on kuitenkin jo-
ko 2 tai 1 # 1, joten se ei ole mahdollista. Jos k > 2,
ensimméiset k jdsentd ovat 2 ja xq,...,Tg_1, jolloin
{z1,...,2x-1} ={1,3,...,k}, miki on ristiriidassa sen
kanssa, ettd {x1, ..., Z,—1} on tuore. Niinpd permutaa-
tiot ovat tuoreita. Koska mahdollisia paikkoja luvun 2
lisdamiselle on n — 1+ 1 = n, saadaan f, > n- f,_1.

Tehtava 5

Olkoon ABC' kolmio, jolle ZBCA > 90°. Kolmion
ABC ympaéri piirretyn ympyrian I' side on R. Janal-
la AB on sisdpiste P, jolle PB = PC ja janan PA pi-
tuus on R. Janan PB keskinormaali leikkaa ympyréan
T pisteissd D ja E. Todista, ettd P on kolmion CDFE
sisadn piirretyn ympyréan keskipiste.

Ratkaisu

Piirretdédn ensiksi kuva hahmottamaan tilannetta.

Piste on kolmion sisdédn piirretyn ympyrén keskipiste,
jos se on kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste. Siis
todistetaan, etté piste P on kolmion C'DE kulmanpuo-
littajien leikkauspiste.

Riittda todistaa, ettd P on kahdella kolmion CDE
kulman kulmanpuolittajalla. Todistetaan siis, etta
/CEP = /DEP ja /ZPDC = /ZEPC.

Olkoot pisteet C’, D’ ja E’ janojen CP, DP ja EP
leikkauspisteet kolmion ABC ympérysympyrian kans-
sa, tdssd jarjestyksessa.

D ja E ovat janan PB keskinormaalilla. Téstd seu-
raten BE = EP ja PD = BD. Kolmiot EPB ja
DPB ovat siis tasakylkisia. ADBD’ on jannenelikul-
mio. Téasta saadaan, ettd kolmiot APD’ ja DPB ovat
vhdenmuotoisia. Tdten myos APD’ on tasakylkinen.
Siis AD’ = AP. Vastaavasti AE’BE on jannenelikul-
mio, mistd seuraten kolmiot APE’ ja EPB ovat yh-
denmuotoiset. Myos APE’ on talloin tasakylkinen. Siis
AP = AFE'. Yhdistettynia AD' = AP = AFE'. Tiedetys-
ti AP = AO = R. Siis AD’ = AP = AF' = AO = R.
Téten pisteet D', O, P ja E' ovat samalla ympyralla,
jonka keskipisteeni on A.

O ja E' ovat ympyralla, jonka keskipiste on A. A ja E’
ovat ympyréllé, jonka keskipiste on O. Saadaan

OFE' = AO = AE'.

Siis kolmio OFE’A on tasasivuinen. Vastaavasti kol-
mio OAD' on tasasivuinen. ZOAE' = ZAOE' =
/D'OA = /D'AO = 60°.
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Piirretddn tasakylkiselle kolmiolle C'PB korkeusjana
kulmasta P. Olkoon korkeusjanan kantapiste F'. Siis
ZPFC = 90°. F on siis sivun BC keskipiste. Myos
kolmio OBC on tasakylkinen, joten F' on myds tdman
kolmion korkeusjanan kantapiste. F', P ja O ovat sa-
malla suoralla.

PB = PC. Siis myés Z/BPF = ZCPF.

LCPF = /BPF = LZAPO = ZPOA
ZOAP =180° — 2/APO = 180° — 24CPF
/CPA=180° - LZCPF — ZAPO =180° — 2Z/CPF

Koska ZCPA = ZPAO, ovat CP ja OA yhdensuun-
taiset.

Suorakulmaisesta kolmiosta BPF saadaan Z/BPF =
90° — ZFBP =90° — ZCBA.

Kehikulmalauseella ZCOA = 2/CBA =
/BPF) =2(90° — ZCPF) = 180° — 2ZCPF.

2(90° —

Edelliseen yhdistettynd on siis Z/COA = ZCPA =
ZOAP. CPOA on tésta seuraten jannenelikulmio ja
puolisuunnikas, jonka sivut C'P ja O A ovat yhdensuun-
taiset.

Lasketaan nyt kulmat ZCEP, /DEP, /PDC ja
/EPC. E', P, O ja D’ ovat samalla ympyréalla. Ke-
hékulmalausetta kayttiden

/CEP = /CEE = %ACOE'

1 1
= S(LAOE' — ZCOA) = (60° — LOAP),
/DEP = DEE' = /DD'E' = /PD'F’ = %APAE’
= %(4OAE’ — ZOAP) = %(60" — ZOAP).

Siis ZCEP = ZDEP. P on kulmanpuolittajalla FFE’.
Vastaavasti

/CDP =CDD' = %COD’ = %(D’OA +COA)

= %(60O +COA) = %(60O + OAP),
/EDP =FEDD' = EE'D' = PE'D' = %PAD/
= %(AD’AO + ZOAP) = %(60o + ZOAP).
/CDP = ZEDP .Siis P on kulmanpuolittajalla DD’.

Koska P on kahdella kolmion C D E kulmanpuolittajal-
la, on P kolmion CDF sisdympyréan keskipiste.
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