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Differentiaaliyhtaloiden globaali olemassaolo- ja

yksikisitteisyyslause
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Johdanto

Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseet (OY-lauseet)
ovat differentiaaliyhtél6éiden teorian perustavimpia tu-
loksia. Nimensd mukaisesti ne takaavat eri differenti-
aaliyhtaloille — ja erityisesti alkuarvotehtéaville — niiden
ratkaisun olemassaolon ja sen, ettd muita ratkaisuja ei
ole olemassa, eli saadun ratkaisun yksikésitteisyyden.

Differentiaaliyhtdlot ovat yhtédloitd, joissa muuttujan
sijaan on jonkin ratkaistavan funktion y(x) derivaat-
toja y'(x), y”(x) jne. Esimerkiksi

3y () + 2* = y(x) + 22

on ensimmaéisen kertaluvun (eli siind on vain ensimmaéi-
nen derivaatta) differentiaaliyhtild. Alkuarvotehtévik-
si kutsutaan differentiaaliyhtélod, jonka lisdksi on an-
nettu ratkaistavan funktion arvo joissain pisteessé, ku-
ten esimerkiksi y(1) = —1.

OY-lauseita on erilaisille differentiaaliyhtaloille seké
differentiaaliyhtélosysteemeille. Téssé artikkelissa ra-
joitutaan tarkastelemaan ensimméisen kertaluvun li-
neaaristen differentiaaliyhtéléiden alkuarvotehtavia, eli
yhtéléitd muotoa

y'(x) = f (z,y(x)) ja y(zo) = yo. (%)

OY-lauseita voidaan ajatella olevan kahta eri tyyppia:
globaali ja lokaali. Lokaali OY-lause koskee differenti-

aaliyhtdlon ratkaisua jollain reaalivalillda I C R. Tamén
vastine koko reaalivélille R on globaali OY-lause.

Lihteessa [1] on esitetty yksityiskohtaisesti lokaalin
OY-lauseen todistus ja péadkohdiltaan globaalin ta-
pauksen todistus. Téssé artikkelissa esitetdan yksityis-
kohtaisesti globaalin OY-lauseen todistus. Lauseen lo-
kaali vastine oletetaan tunnetuksi. Tamén todistus on
rakenteltaan samanlainen kuin globaalin tapauksen.
Seuraavaksi on vield esitetty lokaali OY-lause:

Lause 1. Olkoon (z9,y0) € E C R?. Olkoon funk-
tio f : E — R jatkuva ja toteuttakoon se lokaalin
Lipschitz-ehdon muuttujan y osalta.

Tdlloin on olemassa sellainen d; > 0, ettd alkuarvo-
tehtdvdlld (x) on ratkaisu y1 : 1 — R wvalilla I, =
(zo — 01,20 + 61).

Olkoon yo myds alkuarvotehtivin ratkaisu. Ratkaisuil-
le y1 ja yo pitee (x,yp(z)) € E, missi k = 1,2. Nyt
y1(x) = yo(x) kaikille v € I; N Iy.

Esitietoja

Ennen globaalin OY-lauseen todistusta esitetddn vield
joitain hyodyllisid aputuloksia.
Maisritelma 1. Olkoon H C R2. Sanotaan, ettd funk-

tio f : H — R on tasaisesti Lipschitz-jatkuva muuttu-
jan y suhteen, jos on olemassa sellainen M > 0, etté
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kaikilla (x,y1), (z,y2) € H on voimassa

‘f(xayl) _f(xay2)‘ < M‘(x’yl) - ($7y2)|

Maéritelma 2. Olkoon g : E — R. Olkoon funktiot
fn I — R, missd n € N, jatkuvia ja xg € I. Picardin
iteroinniksi ! kutsutaan jonoa integraaleja

fo(x) = fo,
filz) = / g (t, folt)) dt + fo.

o]

Fosa (@) = / "9 (b fal®) dt + fo.

0
missé (z, f,,(z)) € E x R, kaikilla n € N.

Lemma 1. Olkoon vili I C R ja a, > 0 sellaisia, ettd
oo an < 00. Olkoot funktiot u, : I — R, n > 1, sel-
laisia, ettd kaikilla x € I pitee |upy1 — up| < ay,. Tal-
l6in funktiojono (u,) suppenee tasaisesti® kohti funk-
tiota u : I = R ja kaikilla x € I on voimassa

u(z) = vy () + Z (tnt1(z) — up () -

Todistus. Olkoon z € I ja € > 0. Funktiojonon
(un(m))zo:l jasenille on voimassa

n

(@) = ur(2) + Y (s (@) — un(2))

k=1
kun n > 2.

Olkoon n,m € N siten, ettd n > m. Nyt
n—1
fun(@) = um(@)] = | 3 w1 (2) — ue(@)
k=m
n—1
<Y Junga (@) — ug(2)]
k=m
n—1
<D a
k=m
oo
<D a
k=m
< o0.

Koska edellinen summa on &érellinen, 16ytyy sellainen
n. € N, etta 377 ap <e. Nyt

Jun(2) = um(2)| < Y ar <,

k=n.

IT4mé& on erdis numeerisen integroinnin menetelma.

eli jono (un(x)) on Cauchy-jono. Télldin se suppe-
nee, eli on olemassa rajafunktio u : I — R u(x) =
lim,, 00 un(x). Erityisesti tdmé funktio u on, kuten
lemmassa méaaritelty.

Lisédksi kaikilla n. > n pétee

|un(z) — u(z)| < Z |uk—1(x) — ug ()|
k=n

o0
Szai

k=n

oo
Szai

k=n.

< €.

Siis suppeneminen on tasaista. O

Globaali OY-lause

Lause 2. Olkoon [a,b] C I kompakti ja I C R jo-
kin (mahdollisesti rajoittamaton) vdli. Olkoon funktio
f I xR = R jatkuwva ja suorakaiteessa [a,b] X R ta-
saisesti Lipschitz-jatkuva muuttujan y suhteen. Olkoon
(x0,90) € I x R. Tdllsin alkuarvotehtivalla (x) on rat-
kaisu y : I — R siten, ettd kaikki vdlin I osavdileilld
annetut ratkaisut ovat sen rajoittumia.

Ennen globaalin OY-lauseen varsinaista todistusta teh-
ddan muutamia valmisteluja. Olkoon alkuarvotehtéval-
14 (%) ratkaisu y : I — R. Nyt analyysin peruslauseella
funktiolle 3y’ saadaan

/ "y (W)t = y(a) — y(e),

missa ¢ € R. Valitaan ¢ = x(. Lisaksi derivaatta g’
saadaan ratkaistua (sopivasta) differentiaaliyhtélosté

y'(t)=f(tyt)).
Nyt

o) = [ " F (6 y(®) dt + (o). 1)

Zo

Derivoimalla ylldoleva integraaliyhtélo saadaan johdet-
tua alkuarvotehtévin () kaava, jossa y(xo) = yo.

Olkoon [a,b] C I suljettu véli. Merkitdén K := [a,b] x
R. Selvésti alkuarvotehtévan ehdolle y(z¢) = yo pétee
(20,90) € K. Funktion f normille pétee:

£l == Jmax | f(z,y0)| >0, kun (zo,90) € K. (2)

2Toisin sanoen on voimassa SUP,cr |un (z) — u(z)| — 0, kun n — co. Vertaa pisteittdiseen suppenemiseen, jossa kaikilla z € I pé-

tee |un(a:) — u(x)| — 0, kun n — oco. Huomaa, etta tasainen- = pisteittdinen suppeneminen, mutta pisteittdinen- =% tasainen

suppeneminen.
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Muulloin f(z) = 0, kaikilla € [a,b]. Alkuarvoteh-
tavalld (%) olisi talloin ratkaisu y(xz) = yo, kaikilla
x € [a,b].

Maééaritelméasta 2 saadaan yhtélolle (1) Picardin iteraa-
tio. Siis

€T

£ (tyn(t)) dt + yo,

0

yo(x) =1%o ja yn+1(:E) = /

missél funktiot y,, ovat jatkuvia ja (zo,yn(20)) € K.

Néytetdan aluksi, ettd funktiolle f saadaan Picardin
iteraatio: Lauseen 2 médrittelystd tiedetdén, ettd f on
jatkuva. Nyt [ f (¢, yn(t)) on jatkuva, jos y, on jat-
kuva. Koska y,, — y tasaisesti ja y on jatkuva, niin
funktio y,, on jatkuva. [2, s. 249]

Madritelmésta tiedetdén, ettd xo € [a, b] ja yn (o) € R.
Téalloin (o, yn(z0)) € [a,b] x R = K.

Koska kuvaus f(z,y) on tasaisesti Lipschitz-jatkuva
suorakaiteessa K, on silla Lipschitz-vakio M > 0. Ku-
ten edelld todettu: Picardin iteraation funktiot ,, si-
jaitsevat suorakaiteessa K. Talloin

MfIF | — "

CEm] @)

|ynt1(2) = yn(2)] <

kaikilla n € N ja = € [a, b].

Sijoitetaan n = 0 kaavaan (3), jolloin saadaan arvioksi
ly1(z) — yo| < || f|l|z — 2o|. Huomataan, etté

|y1(2) = yo(2)| <

/m £ (tyo(z)) dt

Zo

< /L I (tyo(x ‘dt
o
< ([ f [l = wol.
Siis arvio pétee, kun n = 0.
Olkoon n = m + 1. Nyt
‘y(m+1)+1(5€) - ym+1(¢)’
< [ 17 (@) = £ (b))t
o

/ ‘M‘merl

:M/|%HM—me.

— Ym(t ”dt

Toinen ylospéain arvioiminen nojaa tietoon, ettd funk-
tio f on Lipschitz. Kun oletetaan, etta arvio (3) pétee,

kun n = m, niin saadaan

‘y(m+1)+1(37) - ym+1(3«”)‘

xT Mm
S M ||fH |t _ J}0|(m+1)+1dt
2o (M +1)'

Mm+1 m

m+1
Aﬂﬁﬂwnxfmmfmwl

(m+1)! m+ 2
_ ML m+2
P

(m+2)!

Siis kaava (3) on tosi.

Huomataan, ettd kaikilla x,29 € [a,b] on voimassa
|z — 29| < b — a. Tdmén tiedon ja arvion (3) nojalla
saadaan

M"| Sl

m(b —a)"" = aq,.

‘ynJrl(x)

Nyt majorantille a,, pitee

=11 Gy

3 e Mnfl
= A -d 4
n=0

b— a)n+1

(b—a)"

Hfll 171l 5 Z M”

ey

Viimeinen yhtésuuruus saadaan hytdyntamaélla ekspo-
nenttifunktion sarjakehitelméé

||f||
M

< 00.

Nyt voimme soveltaa Lemmaa 1. Siis vililld [a,b] on
voimassa

2) =40+ > (Yns1(2) = yn(x)) . (4)

Funktio y on rajafunktiona jatkuva, silld funktiot y,
ovat jatkuvia kaikilla n € N. Edelleen (z,y(z)) € K,
kun z € [a, b].

Varsinainen todistus

Nyt olemme valmiit todistamaan globaalin OY-
lauseen. Osoitetaan aluksi ratkaisun olemassaolo. Siis
taytyy nayttad, ettd funktio (4) toteuttaa yhtélon (1).
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Olemassaolon todistus. Olkoon y funktio, kuten koh-
dassa (4). Naytetadn, etta

f(tyn(t)) dt = /

xo

x x

Jim f(ty@)dt,  (5)

kaikilla x € I.

Raja-arvon maéaritelmalla ja Lipschitz-jatkuvuudella
saadaan

| wan@yai— [ 1 (eyw) a

0 Zo

xr
S/‘
Zo

< /L M|yn(t) — y(t)]dt.

0

7 (b (®) = (t(0) |at

Koska y, — y tasaisesti vililld [a,b], on voimassa
maxgeg |yn (t) — y(t)| — 0, kun n — oco. Nyt hyddynté-
malla tata

M | Ja0) = (0t < Mo = a0) e 0) = 10
< M(b — a) max |yn(t) — y(t)]
— 0,kun n — oo.

Siis yhtélo (5) on tosi. Talloin kaikilla z € [a, b] Picar-
din iteraatiosta saatu ratkaisu

y(@) = lm yni

= lim <yo + / xf (t,yn(t)) dt)

=Yo +/wf (t,y(t)) dt

0

on alkuarvotehtiavin (x) ratkaisu y : [a, b] — R.

Olkoon [an,b,] C I, missd n € N, nouseva jono véleji

siten, etta
o0
I'={ [an,bn].
n=0

Jos I on suljettu, niin jokin vali [a;,b;], i € N, sisil-
tdd vélin I reunan. Jos I on avoin, niin jonon (ay)
on oltava aidosti vihenevé tai (b,) on oltava aidos-
ti kasvava®. Aiemman nojalla tieddmme, ettd ratkaisu
Y = Yn * [an, bn] = R on olemassa.

Olkoon zg € I. Erityisesti z¢ € [ay, b,], jollain n € N.
Lauseen 1 lokaaliin yksikésitteisyyteen* vedoten rat-
kaisulla ¢y on olemassa derivaatta valin I sisdpisteessa
xo tai toispuoleinen derivaatta, jos xy on valin I paa-
tepiste. Talloin funktio y on alkuarvotehtiavin (x) rat-
kaisu koko valilla I C R. O

Todistetaan seuraavaksi ratkaisun yksikésitteisyys.

Yksikdsitteisyyden todistus. Olkoon y; : I; — R, missé
i € {1, 2}, kumpikin alkuarvotehtévin ratkaisuja, joille
on voimassa {(z,yi(z) |z € I;)} C K, i € {1,2}. Pi-
tda nayttdd, ettd ndmé kaksi ratkaisua ovat samat, eli
arvio (6).

Vastaoletus: olkoon x € I N I sellainen, ettd y; (z) #
ya(z). Olkoon zg € R ja & < zp. Nyt on olemassa

xy=sup{z € 1 N L | y1(z) # y2(z) ja x < xo},

silld tdmé joukko on oletuksien nojalla epéatyhjé ja yl-
haalta rajoitettu.

Néytetdan, ettd funktioiden gy ja yo kuvaajat yhtyvét
jossain pisteen xy ymparistossi.®

Olkoon § > 0 ja J = [xg — 0, x9 + 6] C I N I5. Koska
funktiot y; ja yo ovat jatkuvia, niin kaikilla 2 € J on
voimassa (z,y;(z)) € K.

Olkoon zg < x < xg + 0. Vastaavasti voidaan osoittaa
tilanne xg — § < x > x. Funktioiden y; ja ys erotuk-
selle on olemassa arvio

2an+1
(n+1)!
missé ¢ := || f||, kaikilla n € N ja x € J.

0 < Jy2(2) —y1(2)] < (b—a)™*t,  (6)

Kun n = 0, niin
) = (@) <M [ [on ) = (o)

x
SM/ 2qdt
xo

=M - 2q(x — x9)
2qM0+1 0

< (b—a)"h

<oy

Siis arvio on tosi, kun n = 0. Oletetaan, etta arvio (6)
on tosi, kun n = m. Kun n = m + 1 saadaan

(@) (@) < M [ |yalt) = ()t

To
T ogMmtl m
<M qi\x—x(ﬂ Tt
2y (M4 1)!
2qM 1y 41 [
_ M) +1 |z — wo|™ L dt
(m+1)! o
2qM(m+1)+1 1 T
CE] '(m+1)+1m0|t_z‘
QqM(m+2 m—+2
— (m+2)' x—$0|
2qM (m+2) m+2
(m+2)| ( 7a) )

3Esimerkiksi olkoon I = (0,1]. M&éritelldén an = (n+ 1)1 ja by, = 1. Nyt I = UZO:O [(n +1)7 1 1],

4Tamén todistus vastaa globaalin yksikésitteisyyden todistusta.

5Tamé vastaa lokaalin OY-lauseen yksikisitteisyyden todistamista.
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mik4 todistaa arvion (6).

Edelleen
e 2an+1 B
> ey - @ =20t < oo,
n !
n=0
jolloin %(h —a)"*t! -0, eli ‘yQ(x) —yi(x)| = 0,

kun n — oo. Siis y1(x) = ya2(z), kun z € J.

Siis kaikilla = € |z1, 0] pétee y1(x) = y2(x). Vastaa-
vasti voidaan todistaa, kun z € [zq, 21, eli zg < 2.9

Liséiksi funktiot y1 ja yo ovat jatkuvia. Talléin y; (1) =
ya(z1), miké on ristiriita. Siis kaikilla € I NIy pétee
y = y1(z) = ya(z). H

Kaksi esimerkkia

On hyva muistaa, ettd kaikilla differentiaaliyhtaloilla ei
valttdmattd ole yksikésitteistd ratkaisua (jos ratkaisu
ylipadnsé on olemassal). Téstd esimerkkind on alkuar-
votehtéva

y' () = 3y(z)Sja y(0) = 0.
Selvasti funktio f(z,y) := Sy% on jatkuva, mutta se ei

ole Lipschitz-jatkuva kohdassa x = 0.

Esitetddn vield tapaus, jossa globaali OY-lause pétee.
Olkoon ensimmaisen kertaluvun lineaarinen differenti-
aaliyhtélo

3
/ 2 —
y'(x) + 27y(x) e

6Tami on esitetty lihteessd [1].

jolle y(2) = 7. Kyseessi on alkuarvotehtiva.

Olkoon suorakaide K := [—¢, ] x R. Funktio

T,y) = -
9(z.y) = =
on muuttujan gy suhteen tasaisesti Lipschitz-jatkuva
suorakaiteessa K, silla

l9(@,91) = g(z,y2)| = 2®|y1 — y2| < |y — v2l-

Alkuarvotehtéva tayttaa siis Lauseen (2) ehdot. Télloin
alkuarvotehtéavalld on olemassa yksikasitteinen ratkai-
suy: I — R, jolle y(2) = m. Suorakaiteen K méiritte-
lysté viliksi I saadaan koko reaalivali R.

Viitteet

[1] Gyllenberg, Mats; Lamberg, Lasse; Ola, Petri; Pii-
roinen, Petteri ja Hésd, Jokke. Tavalliset diffe-
rentiaaliyhtdlot, luentomoniste. Helsingin yliopisto,
2016.

[2] Harjulehto, Petteri; Klén, Riku ja Koskenoja, Mi-
ka. Analyysid reaaliluvuilla. Unigrafia Oy: Helsinki,
2017.



	Differentiaaliyhtälöiden globaali olemassaolo- ja yksikäsitteisyyslause

