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Solmun 3/2021 tehtdvien ratkaisut

1. Ratkaise yhtalopari

T+y+ - 19,
Y
@ty _ g
Y
kun z,y € R.
Ratkaisu. Merkitddn a =z +y ja b= £, y # 0, jolloin

Yy
saadaan yhtalopari

a+b=19,
ab = 60.
Sijoittamalla ensimmaisesta yhtélostd b = 19 — a yhté-
l6parin toiseen yhtaloon saadaan
a? —19a+ 60 =0,
jonka ratkaisut ovat a = 4 tai a = 15.

Tapaus a = 4: Télloin z +y =4 eli y =4 — x, joten

X

= 15.
4—z
Tasté seuraa 60 — 15z = x eli 162 = 60, joten x = % _
% ja néin ollen y =4 — % — %.

Tapaus a = 15: Talloin x +y = 15 eli y = 15 — z, joten
x

15—2x

Tastd seuraa 60—4x = x eli 5z = 60, joten z = %0 =12
ja néin ollen y = 15 — 12 = 3.

Yhtiloparilla on siis kaksi ratkaisua (12, 1) ja (12,3).

2. Kolmen perdkkéisen kokonaisluvun nelididen summa
on yhtd suuri kuin seuraavien kahden kokonaisluvun
nelididen summa. Mitkd ndméa perakkéiset viisi koko-
naislukua ovat?

Ratkaisu. On selvitettdva yhtalon
(x -2+ (x—1)*+2% = (x+1)* + (z +2)?

ratkaisut, kun x € Z. Toiseen potenssiin korotukset te-
keméalla saadaan

322 — 6z + 5 = 222 4 62 + 5,

siis 22 — 122 = z(z — 12) = 0, joten x = 0 tai x = 12.
Nain ollen kysytyt viisi perdkkéistd kokonaislukua ovat
—2,-1,0,1,2 tai 10,11, 12, 13, 14.

3. Paperille on piirretty alla olevan kuvan mukainen ne-
lidistad koostuva monikulmio. Kaksi nelioté varitetdan
punaisiksi ja loput neliot erivérisiksi: yksi nelié vihredk-
si, yksi keltaiseksi, yksi siniseksi ja yksi oranssiksi. Mo-
nikulmio leikataan irti paperista ja nelididen yhtyma-
kohdissa 90° taitoksia tekemé&lld muodostetaan kuutio.
Kuinka monella eri tavalla nelididen véarittdminen on
mahdollista tehd& niin, ettd muodostetussa kuutiossa
mitkddn vierekkaiset sivut eivit ole samanvérisia?

Ratkaisu. Numeroidaan neliot seuraavasti:
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Taittelun jalkeen kaikki muut numerot paitsi 6 ovat nu-
meron 1 naapureita, kaikki muut numerot paitsi 5 ovat
numeron 2 naapureita ja kaikki muut numerot paitsi
4 ovat numeron 3 naapureita. Néin ollen vain sivut 1
ja 6, sivut 2 ja b tai sivut 3 ja 4 voidaan maalata pu-
naisiksi. Kun mika tahansa edelld mainituista kolmesta
sivuparista maalataan punaisiksi, niin jiljelle jaavat si-
vut voidaan maalata vihredksi, keltaiseksi, siniseksi ja
oranssiksi 4-3-2-1 = 24 eri tavalla. Néin ollen erilaisia
tapoja maalata kuvio vaaditulla tavalla on 3 -24 = 72.

Huomaa, ettd koska varittdminen tehdadn paperille
piirrettyyn monikulmioon ennen leikkaamista ja tait-
telua, niin kuutiota kiertamalla saadut samanlaiset vé-
ritykset ovat erilaisia monikulmion vérityksié.

4. Kaksi henkiloa yritti arvioida ulkoilmakonsertin ylei-
somaaran. Toinen arvioi, etté yleis6a oli 2700, ja toinen
puolestaan arvioi, etté yleis6a oli 3600. Osoittautui, et-
té toisen arvion prosentuaalinen virhe oli kaksi kertaa
niin suuri kuin toisen virhe. Liséksi toinen aliarvioi ja
toinen yliarvioi yleison maéréin. Kuinka paljon konser-
tissa oli yleis6a?

Ratkaisu. Merkitdan pienempéa virhetta p %. Talloin
on kaksi mahdollisuutta.

2700
Tapaus 1: =
1_ 2
100

100
p = 10, joten konsertissa oli yleis6a 3000.

3600
14+ 22

. Yhtalon ratkaisu on

2700 3600

Tapaus 2: 5 = 5 Yhtdlon ratkaisu on
__ 4D 1 + =
100 100

p= %, joten konsertissa oli yleisoa 3300.

Niéin ollen konsertissa oli yleis6a joko 3000 tai 3300.

5. Nelién sivun pituus on v/2 — 1. Molempia nelién li-
vistdjid jatketaan toisesta padsta nelion sivun pituuden
verran, ks. kuva alla.

(a) Kuinka pitkd on jana, joka yhdistaa jatkeiden péa-
tepisteet?

(b) Osoita, ettd neliossi on karki, joka yhdessd jat-
keiden péatepisteiden kanssa muodostaa tasakylkisen
kolmion.

Ratkaisu. Kéytetdan alla olevaan kuvaan lisdttyja mer-
kintoja.

Qe sP

a a:\/§—1

A B

(a) Koska AC = /2a, niin
KP:@—&—a: (ﬂ—l—l)a.
2 2
Koska QK P on tasakylkinen suorakulmainen kolmio,
niin
2
QP:\@<\§+1>a:(\/§+1)a
=(V2+1)(V2-1)=2-1=1.

(b) Koska
AP =\2a+a=(V2+1)a=(V2+1)(vV2-1) =1,

niin AP = @QP. Nain ollen AQP on tasakylkinen kol-
mio. (Symmetrian vuoksi myos BPQ on tasakylkinen
kolmio.)

6. Kuuden perdkkéisen kokonaisluvun summa kerro-
taan kuuden seuraavan kokonaisluvun summalla. Osoi-
ta, ettéd talla tavalla saadun tulon jakojddnnés luvulla
36 jacttaessa on aina sama.

Ratkaisu. Olkoon ensimméinen kokonaisluku a. Talloin
tulon ensimméinen tekiji on

a+(a+1)+(a+2)+(a+3)+(a+4)+(a+5) = 6a+15
ja toinen tekiji on
(a+6)+(a+7)+(a+8)+ (a+9)+ (a+10)
+ (a+11) = 6a + 51.
Néiden tulo on
(6a + 15)(6a + 51) = 36a* + 396a + 765
=36(a® + 11la + 21) 49,

jonka jakojadnnos luvulla 36 jaettaessa on aina 9.
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7. M&&ritd luvun 11! + 13! suurin alkutekija. (Positii-
visen kokonaisluvun n kertoma n! on kokonaislukujen
1,...,n tulo; esimerkiksi 4! =1-2-3-4 =24.)

Ratkaisu. Koska
11+ 13!= (1 +13-12)11! = 157 - 111,
niin suurin alkutekija on 157, joka on alkuluku.

8. Kaupan kassassa on 5, 10, 20, 50, 100 ja 200 eu-
ron seteleitd yhteensd 18200 euroa. Ennen kuin vii-
meisin seteli lisdttiin kassaan, niin jokaisen setelityypin
lukumééra oli kddntden verrannollinen setelin arvoon.
Kuinka monta 200 euron setelia kassassa on?

Ratkaisu. Tehddan taulukko seteleiden lukumééaristé
ennen viimeisen setelin lisdamista kassaan:

Seteli (€) 5 10 20 | 50 | 100 | 200
Lukumaéard | 40z | 20z | 10z | 4z | 2z T

Naiden seteleiden arvo on

540z + 10 - 20z + 20 - 102 + 50 - 4z
+ 100 - 2z + 200 - x = 1200z.

Tieddmme, etté
1200z + y = 18200,

missd x € N ja y € {5,10,20,50,100,200}. Koska seké
1200 ettéd 18200 ovat jaollisia luvulla 200, niin on oltava
y = 200. Néin ollen

1200z 4 200 = 18200 <= z = 15,
joten 200 euron seteleitd on kassassa 16.

9. Tasasivuinen kolmio ABF on nelion ABCD sisélla
alla olevan kuvan mukaisesti. Janan AF pituus on 2.
Miké on nelion ABC D pinta-ala?

D C

A B

Ratkaisu. Piirretddn kuvaan suorakulmio, jonka l&vis-
tdja on AE ja sivut ovat nelion ABC'D sivujen suuntai-
sia. Merkitddn suorakulmion nelién sivuilla olevia kér-
kia X ja Y, katso alla oleva kuva. Koska E X B on tasa-
kylkinen suorakulmainen kolmio, niin £ X = X B. Toi-
saalta, koska AEX on puolet tasasivuisesta kolmiosta

AEG (katso kuva), niin AE =2, AX = 1ja XE = /3.
Niin ollen AB = AX + XB = 1 + /3, joten nelién
ABCD pinta-ala on

(1+V3)" =442v3 ~ 7.46.

D C
E
Yl
2
A X Vel B

10. Aino, Pekka ja Liisa pelaavat seuraavanlaista pelia.
He valitsevat vuorotellen jonkin kokonaisluvun yhdes-
td kymmeneen ja lisddvat luvun aikaisemmin valittu-
jen lukujen summaan. Aino aloittaa, Pekka on toinen
ja Liisa on kolmas, jonka jédlkeen vuoro siirtyy takaisin
Ainolle jne. Selvyyden vuoksi jokainen pelaaja sanoo
vuorollaan lukujen uuden summan. Pelin voittaa pe-
laaja, joka sanoo ensin luvun sata. Osoita, ettd tytot
voivat keskenddn sopia pelistrategian, jolla pelin voit-
taa varmasti jompi kumpi heisté, eikd Pekka voi voittaa
pelié.

Ratkaisu. Tytot pelaavat seuraavalla strategialla: Aino
lisdé aina luvun 1 summaan, jonka Liisa on sanonut.
Kun Pekka on lisénnyt luvun ¢ summaan, jonka Aino
on sanonut, niin Liisa lisd4 luvun 11—¢ summaan, jonka
Pekka sanoo. Talloin riippumatta siitd, minkd summan
Pekka sanoo, kumpikin tytté sanoo aina summan, joka
on 12 suurempi kuin edelliselld kierroksella. Néin ollen,
koska 100 = 8 - 12 + 4, niin jos Anna aloittaa luvulla
4, niin hén voittaa pelin, ja jos hén aloittaa luvulla 5,
niin Liisa voittaa pelin.

11. Heitetddn kuusi noppaa. Mikéd on todennékoisyys,
ettd saadaan vihintddn neljid samaa silmalukua?

Ratkaisu. Tasmélleen 4 samaa lukua voidaan heittdé

6-<Z>~14-52:2250

eri tavalla. Vastaavasti tdsmaélleen 5 samaa lukua voi-

daan heittaa
6 =
6 - .15 .51 =180
5)

eri tavalla ja tdsmaélleen 6 samaa lukua voidaan heittéa

6
. .16.50 =
6 (6) 5° =6
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eri tavalla. Koska ndma eivit voi sattua yhté aikaa ja
kaikkien mahdollisten tapausten lukuméiird on 6° =
46656, niin kysytty todennékéisyys on

22504+ 180 +6 2436 203
46656 T 46656 3888

~ 0,0522.

12. Positiiviselle reaaliluvulle & on voimassa x2 + w% =
7. Maarita a5 + x% laskematta luvun x arvoa.

Ratkaisu. Kéytetddn summan x + % potensseja. Koska
2
1 1
(:c—l—) =2’ + 5 +2=7+2=9
x x
ja x on positiivinen, niin x + % = 3. Nyt
3
1 3 1
3 = <ac—|—> =’ +3z+ =+ 5
x x
s 1 1 |
=T +73+3‘ T+ - =x +73+3~3,
x x x
joten a3 + %3 = 27 — 9 = 18. Nain ollen

1\° ) 0 5 1
35—<x+> :x5—|—5x‘3+101;+f_|_i3_|_7
X X X

5
5 1 3 1 1
="+ —=+05-|2°+ 5 | +10- {2+ —
x? x x

1
=a®+ =< +5-18+10-3.
X
Tasta seuraa, etté

1
2% 4+ — =243 - 90 — 30 = 123.
xr

13. Alla olevassa kuvassa on 16 pistettd. Kuinka monel-
la tavalla on mahdollista valita kolme pistettd niin, etta
muodostuu kolmio, jonka kérjet ovat valituissa pisteis-
sa?

Ratkaisu. Kolmen pisteen valinta 16 pisteestd voidaan

tehdd 16\  16-15-14
<3>_ 5.2.1 0

eri tavalla. Naista kolmion kérjiksi eivit kelpaa sellaiset
valinnat, joissa kaikki kolme pistetta sijaitsevat samal-
la rivilla. Tallainen rivi voi olla vaakarivi, pystyrivi tai
rivi, joka on 90° vinossa (diagonaalinen). Vaakarivilla

kelpaamattomat pisteet voidaan valita neljilla eri ta-
valla, ja koska vaakarivejd on neljé, niin vaakariveilta
kelpaamattomat pisteet voidaan valita 4-4 = 16 eri ta-
valla. Vastaavasti pystyriveiltd kelpaamattomat pisteet
voidaan valita my6s 16 eri tavalla.

Vasemmalta oikealle alaspéin vinoilta riveiltd kelpaa-
mattomat pisteet voidaan valita 1+4+1 = 6 eri taval-
la, koska vasemmasta yldkulmasta oikeaan alakulmaan
kulkevasta 4 pisteen rivistd valinta voidaan tehdé 4 eri
tavalla ja tdman rivin yla- ja alapuolella olevista vi-
noista 3 pisteen riveistd valinta voidaan tehda yhdella
tavalla kummastakin. Vastaavasti vasemmalta oikealle
ylospéin vinoilta riveiltd kelpaamattomat pisteet voi-
daan valita my0s 6 eri tavalla.

Niin ollen kelpaamattomia pistevalintoja on yhteensa
16 +16 46 + 6 = 44,

joten kelpaavia pistevalintoja on 560 — 44 = 516. Alla
olevaan kuvaan on piirretty yksi kelpaava kolmen pis-
teen valinta (néakyy vérillisessd kuvassa sinisend) ja yksi
kelpaamaton valinta (nékyy vérillisessi kuvassa punai-
sena).

14. Reaaliluvut x ja y toteuttavat ehdot z + 3y = 12 ja
x > 2y > 0. Mita arvoja x + 2y voi saada?

Ratkaisu. Koska x > 2y > 0, niin y > 0 ja y < %x
Piirretdén tilanteesta kuva (z,y)-koordinaatistoon ja
selvitetaéan pisteet (z,y), jotka ehtojen perusteella kel-
paavat mahdollisten arvojen C' = = 4 2y laskemiseen.

Y

Pisteet (x,y), jotka ovat suoralla z+3y = 12 ja ovat ku-
vassa harmaalla merkitylld alueella, kelpaavat. Vakion
C mahdolliset arvot voidaan méarittaa piirtdmalla suo-
ria, joiden kulmakerroin on —% ja jotka leikkaavat suo-
ran = + 3y = 12 harmaalla alueella. TAman perusteella
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C'n arvojen ala- ja ylaraja saadaan kahden yhtéléparin
ratkaisuista:

4+ 3y =12, . 4+ 3y =12,
ja
T =2y, y=0.

Ensimméisen yhtéloparin ratkaisu on (2, 12) ja toi-

sen (12,0). Niin ollen C':n arvojen alaraja on % +2-
2 = B = 96 ja yliraja on 12+ 2 -0 = 12, joten
9,6 <x 42y <12.

15. Milld parametrin a arvoilla toisen asteen yhtalolla
ar’ +a’r+a=—
a
on kaksoisjuuri?

Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtédlé muodossa
1
ar? +a*xr+a— - =0.
a
Yhtalolla on kaksoisjuuri, jos sen diskriminantti on 0:

1
O=a4—4a<a—a) =a* —4a®> + 4= (a* - 2)%

Niin ollen on oltava a2 = 2 eli a = £/2.

16. Yksin tehdessddn Pekalta kuluu tyotehtavéssa viisi
tuntia ja Paavolta kuluu samassa tyotehtdvassa kuusi
tuntia. Kun he tekevit tyctehtdvin yhdessa, niin hei-
dén tuottavuutensa heikkenee jatkuvan kinastelun ta-
kia. Molempien tyoteho vdhenee suhteessa yhtd pal-
jon samalla prosenttiméaérilld. Kuinka monta prosent-
tia heiddn tyotehonsa vahenee, kun yhdessé heilld ku-
luu tyotehtéavassa 3,5 tuntia?

Ratkaisu. Yksin tehdessdan Pekka tekee viidesosan tyo-
tehtéavéstd tunnissa ja Paavo tekee vastaavasti kuudes-
osan. Jos he eivit vaikuttaisi toistensa tyontekoon, niin
he tekisiviat yhdessa % + % = % tyotehtavésta tun-

nissa, joka merkitsisi samaa kuin XL tyotehtavista 3,5

iy

tunnissa. Mutta koska he tekevit g5 tyotehtavistd 3,5
tunnissa, niin heidén tyStehonsa on 2 alkuperiisesti

77
tehosta. Néin ollen heidan ty6tehonsa yhdessé tyosken-
nellessédan vihenee

100%-%100%:22,1 %.

17. Tiinalla on uusi tyopaikka ja hén kulkee toihin
omalla autolla. Ensimméisend tyopéivanéd hin ajoi 70
km/h keskinopeudella ja saapui t6ihin minuutin myo-
héssd. Toisena tyopéivana han ldhti liikkeelle samaan
aikaan, ajoi 75 km/h keskinopeudella ja saapui toihin
minuutin etuajassa. Kuinka pitkd tyomatka Tiinalla
on?

Ratkaisu. Ensimmaéisend pdivana Tiinan tydmatka kes-

ti « tuntia. Toisena paivana aikaa kului 6—20 tuntia va-

hemman kuin ensimmaisenad paivana. Koska kuljettu
matka oli molempina péivind sama, niin

2 1
70m—75<m—60> —= w—§—0,5.

Néin ollen Tiinan tyomatka on

70 km/h - 0,5 h = 35 km.

18. Jouluun on aikaa viisi paivda ja joulukuusessa on
jaljella viisi karkkia: kaksi niistd on marmeladia ja kol-
me on suklaata. Karkkeja ei voi tunnistaa kaarepaperin
perusteella. Hanna paattdaa syoda yhden karkin paivés-
sé jouluun asti. Kumpi seuraavista on todenndkoisem-
pad: Hanna syo toisen (ja viimeisen) marmeladikarkin
kolmantena paivané vai hén sy6 kolmannen (ja viimei-
sen) suklaakarkin neljantend paivana?

Ratkaisu. Jos Hanna sy6 toisen marmeladikarkin kol-
mantena paivana, niin hénen pitdéd syoda ensimmaéainen
marmeladikarkki joko ensimmaéisend tai toisena paivé-
né. Vaihtoehtoja on siis kaksi. Jos Hanna sy6 kolman-
nen suklaakarkin neljintend péivdand, niin hdnen on
syotava, ensimmadiset kaksi suklaakarkkia kolmen en-
simmaéisen paivan aikana. Tamé merkitsee sita, etta
kolmen ensimméisen péaivin aikana on yksi péiva, jol-
loin Hanna sy6 marmeladikarkin. Vaihtoehtoja on siis
kolme. Néin ollen on todenndkdisempédd, ettd Hanna
sy0 kolmannen suklaakarkin neljantend paivana.

19. Heitetdén kolikkoa nelja kertaa. Taman jélkeen hei-
tetddn kolikkoa vield niin monta kertaa kuin saatiin
kruunia neljasséd ensimmaisessd heitossa. Miké on to-
dennékoisyys, ettd saadaan vahintddn viisi kruunaa?

Ratkaisu. On mahdollista saada vahintdén viisi kruu-
naa vain, jos ensimmadiselld neljdn heiton kierroksella
saadaan kolme tai nelja kruunaa.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa neljalld ensimmaéi-
selld kierroksella saadaan kolme kruunaa. Yhteend
vaihtoehtoja on 2% = 16, joista kolme kruunaa saadaan
(g) = 4 eri tavalla. Taméan jalkeen heitetadn kolikkoa
kolme kertaa ja pitdd saada vdhintddn kaksi kruunaa.
Toisella kolmen heiton kierroksella vaihtoehtoja on yh-
teensd 23 = 8, joista vihintddn kaksi kruunaa saadaan

(2) + (g) = 4 eri tavalla.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa neljalla ensimmai-
sella kierroksella saadaan neljé kruunaa. Nelja kruunaa
saadaan vain yhdelld tavalla yhteenss 2* = 16 vaih-
toehdosta. Tamaén jélkeen heitetddn kolikkoa nelja ker-
taa ja pitdd saada vdhintddn yksi kruunaa. Tama ei
toteudu ainoastaan silloin, kun saadaan nelja klaavaa,
joka on mahdollista vain yhdella tavalla 16 vaihtoeh-
dosta. Néin ollen toisella neljan heiton kierroksella va-
hintdédn yksi kruuna saadaan 16 — 1 = 15 eri tavalla.

Saadaan siis, ettd todennédkoisyys saada vahintdan viisi
kruunaa on

4 4 1 15 47

— -4 = —==—=0,18.

16 8+16 16 256 0.18

20. Suorakulmio jaetaan kahdeksaksi nelicksi alla ole-
vassa kuvassa esitetylld tavalla. Keskikokoisen nelion
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pinta-ala on 100 cm?. Miki on alkuperdisen suorakul-
mion pinta-ala?

Ratkaisu. Keskikokoisten nelididen sivun pituus on 10
cm. Suurin nelié voidaan jakaa 16 neliodn seuraavasti:

Téastd ndhdédén, ettéd pienten nelididen sivun pituus on

3-10 cm
5

=6 cm,
joten alkuperéisen suorakulmion pinta-ala on

20 - 62 cm? 4+ 3- 100 cm? = 1020 cm?.

Lihde: K6MaL
Kéaannos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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