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Tehtéava 1: Olkoon ABC terdvikulmainen kolmio, jos-
sa on voimassa BC < AB ja BC < CA. Olkoon P
sellainen piste janalla AB ja @ sellainen piste janalla
AC, ettd P # B,Q # C ja BQ = BC = CP. Olkoot T
kolmion APQ ympéri piirretyn ympyran keskipiste, H
kolmion ABC ortokeskus ja S suorien BQ ja CP leik-
kauspiste. Osoita, ettd pisteet T, H ja S ovat samalla
suoralla.

Ratkaisu (Siiri): Todistus perustuu sen osoittamiseen,
etté seké piste H etté piste T ovat kulman ZBSC kul-
manpuolittajalla. Osoitetaan aluksi, ettd piste H on
talla kulmanpuolittajalla. Koska BQ = BC = CP,
on kolmio ABCP tasakylkinen, ja siten sen kulmas-
ta C lahtevd korkeusjana on myo6s sen kulmanpuo-
littaja. Téten sen kulmanpuolittaja kulkee pisteen H
kautta. Sama voidaan osoittaa identtisesti kolmiolle
AQBC, ja saadaan, ettd kulmien ZCBQ = ZCBS ja
/ZPCB = /SCB kulmanpuolittajat kulkevat pisteen
H kautta. Koska kolmion kulmanpuolittajat leikkaa-
vat kaikki samassa pisteessé, voidaan huomata myos
kulman ZBSC kulmanpuolittajan kulkevan pisteen H
kautta.

Ristikulmina ZBSC = ZQS P. Tasakylkisesté kolmios-
ta ABCP saamme, ettd /PCB = ZSCB = 180° —
2/ B, ja vastaavasti kolmiosta AQBC yhtdsuuruuden
/ZCBQ = ZCBS = 180° — 2/C. Tastd saamme
/QSP =/BSC =180° — £/SCB — ZCBS
= 180° — (180° — 24B) — (180° — 2£C)
= 180° — 2/A.

B e

Koska T on ympyrin APQ keskipiste, /PTQ =
2/PAQ = 2/BAC = 2/A. Nyt /PTQ + ZQSP =
2/A+180° — 2/A = 180°, ja PTQS on jédnnenelikul-
mio. Koska ympyréan siteind PT = TQ, ovat niiden
kehdkulmatkin samat, /TSP = L/TQP = ZQPT =
ZQST. Siis T on kulman ZQSP kulmanpuolittajalla,
joka on sama suora kuin ristikulman ZBSC' puolittaja,
jolla H sijaitsi, ja voimme todeta, ettd pisteet T', S ja
H sijaitsevat kaikki samalla suoralla, joka on kulman
ZQS P kulmanpuolittaja.
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Tehtédva 2: Olkoon N = {1,2,3,...} positiivisten ko-
konaislukujen joukko. Etsi kaikki funktiot f: N — N,
joille péatee kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla a, b

(1) f(ab) = f(a)f(b) seké
(2) ainakin kaksi luvuista f(a), f(b) ja f(a + b) ovat
yhtésuuria.

Ratkaisu (Anni): Vastaukseksi saadaan f(n) = k»(™),
jossa k € N, p on alkuluku ja v,(n) on p:n suurin po-
tenssi, joka jakaa n:n.

Ensiksi voimme todeta kaikkien tétd muotoa olevien
funktioiden toteuttavan ehdot. Ensimmaéinen ehto pa-
tee, silla

f(ab) = Evr(ab) — pvp(a)+vp(b)
= kl’p(a) . kl’p(b) — f(a)f(b)

Toinen ehto pétee, silld jos vp(a) = vp(b), niin sel-
kedsti f(a) = f(b), ja jos vp(a) # vp(b), niin pitee
vp(a + b) = min(v,(a),vp(a), vy(d)), jolloin f(a+b =
f(a)) tai f(a +b) = f(b)-

Seuraavaksi osoitetaan ndiden olevan ainoat ratkaisut.
Sijoittamalla @ = b = 1 ensimmaéiseen yhtil6on saa-
daan f(1) = 1. Lisdksi yksinkertaisella induktiolla saa-

daan
k

k
f(HPim) = Hf(Pz‘)ai'
i=1 i=1

Olkoon S joukko alkulukuja p, joilla f(p) # 1. Jos
|S| =1, niin S = {p} ja f(p) =k jollain k # 1, ja siksi
aiemman induktion tuloksesta f(n) = K*»(™). Toisaal-
ta, jos S on tyhja joukko, niin f(n) = 1 kaikilla n,
jonka voi kirjoittaa aiemmassa muodossa, kun k£ = 1.
Oletetaan nyt, ettd S sisaltdd vahintddn kaksi alkulu-
kua. Olkoot p < ¢ joukon kaksi pieninta alkiota. Koska
kaikki ¢ — p:n alkutekijit ovat g¢:ta pienempié ja eri-
suuria kuin p, niin f(¢ — p) = 1. Kéyttden ehtoa (2)
lukuihin p ja ¢ — p saadaan, ettd jotkin kaksi luvuis-
ta f(p=#1, f(q) # 1, f(¢ — p) = 1 ovat yhtdsuuria.
Tésta seuraa, ettd f(p) = f(¢q). Olkoon ¢ > 2 pienin
kokonaisluku, jolla p* > ¢, ja merkitiin p! = aq + b,
jossa 0 < b < q. Koska ¢ > p'~!, eikd ¢ ole jaollinen
p:lli, niin saamme g > pt~1, eli a < p ja siksi f(a) = 1.
Tastd seuraa, ettd aq ei ole jaollinen p:lld eikéd téten
my6skdan b ole. Koska b < ¢, niin f(b) = 1, nyt kiyt-
tden toista ehtoa lukuihin ag ja b saamme, ettd jot-
kin kaksi luvuista f(aq) = f(a)f(a) = f(a) = f(p),
f(b) =1ja flag+0b) = f(p') = f(p)* ovat yhtdsuu-
ria, mikd on ristiriita, joten joukko S sisdltdéd joko yh-
den tai ei yhtédkadn alkulukua, jolloin ainoa ratkaisu on
Fn) = ko,

Tehtéava 4: On annettu positiivinen kokonaisluku n >
2, selvitd suurin positiivinen kokonaisluku N, jota kohti
on olemassa N + 1 reaalilukua ag, aq,...,an, joilla

(1) ap+ay = —% ja

(2) (ar+ar—1)(ax +ags1) = ag—1 —agy1, kun 1 <k <
N—1.

Ratkaisu (Aino): Kerron tédssia oman ratkaisuni sekéd
sen, minka ideoiden kautta pdadyin siihen.

Kokeilin ensin, mitd tapahtuu, jos n = 2. Nyt valitaan
k =1, saadaan yhtalo

(a1 + ao)(a1 + ag) =ag — a2

1
—5((11 +az) = ag — az

1 o
2(11 ao 2(12—
1 1
*i(al +ao) — i(ao —az) =0
1 1
—3la0—a2) ==

1
ao—a2:§.

Sijoitetaan tdméa alkuperdiseen yhtdloon ja saadaan

DN =

1
_§(a1 + a2) =

a1 +as = —1.
Nyt valitaan k& = 2:

(a2 + a1)(as + az) = a1 — as
—a2 —az =ai —as

a) +az = 0.
Tama on ristiriita, joten kun n = 2, niin N = 2.

Nyt on selvéd, ettd N:lle on olemassa raja ainakin joil-
lain n. Kun tdma oli tiedossa, paatin kokeilla, mitd ar-
voja saadaan lukujonon alussa mielivaltaisella n:

(a1 + ao)(a1 + a2) = ap — a2

1
——(a1 +az2) = ag — az
n
1 n—1
——a1 —ag + as =0
n
1 n—1
——(a1+ao) - (a0 —az) =0
n—1
_ — — _1/n?
- (ag — az) /n
1
ap —ay = ——
0T nin—1)
1 1
—plataz) = ory
. 1
ay +ag=——.
1+ a2 —
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Kokeillaan vield, mitd tapahtuu, kun k& = 2:

(a2 +a1)(az +a3) = a1 —as

_1(a2+a3):a1—a3

1 n n—2 0
— a as —a; =
n—1°2"pn-172 !
—2
——qleta)= Z_l(al—aza)
1
ag—a3=—"—"—"6H—¥——
T m=2)(n—1)
(a2 + az) :
— as+a3) = —————
n—1""""" (n=2)(n—-1)
1
as + as = —m
Nayttaisi silta, ettd ar + ap_1 = —n%kﬂ kaikilla k,
ja ristiriita tulee, kun a; + ap_1 = —1. Varmistetaan

vield, etté ristiriita tosiaan seuraa tésté jokaisella n:

(ar + ap—1)(ar + ag41) = ag—1 — Q41
—0f — Qg4+1 = Qg—1 — Qk+1
akx—1+ ax =0.

Nyt tarvitsee endd todistaa, ettd ar + ax_1 = —ﬁ
kaikilla k. Tehd&dén tata varten induktio-oletus, etté ta-
maé péatee k:lla , ja osoitetaan, ettd talldin se patee myos
k+ 1:1la:

(ak + ar—1)(ar + ag+1) = Qr—1 — Qrt1

1 1
—n_k+1ak—n_k+1ak+1—ak71—ak+1
L i ray =" )
— (A — a = —(AQr_-1 — a
n—k—i—l k—1 k n—k—i—l k—1 k+1
1

Fe—1 = Gkt = (n—k)n—k+1)’

(ar + ar—1)(ar + ag41) = Q-1 — Gky1

1

B L o Rl pry sy g
n _ 1 _ 1

G T = T T T n—(k+1)+1

Induktiotodistus on nyt valmis, silld alkuaskel on jo

tehtavinannossa, jossa annettiin ag + a1 = —% =
1

- n—1+1"

Siis ap +ar_1 = —n%kﬂ kaikilla n ja k, ja ristiriita tu-
lee, jos ja vain jos ap +ax—1 = —1,elikunn—k+1=1
eli k& = n. Lukujonoa voidaan siis jatkaa a,:44n asti,
mutta ei pidemmalle. Siispd N = n.

Sain omasta ratkaisustani kuusi pistettéd, koska unoh-
din mainita, ettad luvut a¢ ja a; on aina mahdollista 16y-
tda. Tama on kuitenkin triviaalia, silld a; = f% — ag,

joka on reaaliluku jokaisella reaaliluvulla ag.

Tehtava 5: Olkoon f(n,2k) lukuméiara, joka kertoo
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, k£, kuinka mo-
nella eri tavalla n x 2k -lauta voidaan peittdd téysin nk
kappaleella kokoa 2 x 1 olevilla dominolaatoilla. (Esi-
merkiksi on f(2,2) = 2 ja f(3,2) = 3.) Etsi kaikki
sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, etta kaikilla posi-
tiivisilla kokonaisluvuilla k luku f(n,2k) on pariton.

Ratkaisu (Minea): Olkoon f(m,n) lukumééri, jo-
ka kertoo erilaisten laatoitusten lukuméérin m x n -
laudalla. (Kaytannollisyyden vuoksi méaaritellddn, etté
jos m =0 tai n = 0, niin f(m,n) =1.)

Viite 1: f(m,2n + 1) = f(m,n) (mod 2) kaikilla lu-
vuilla n ja parillisilla luvuilla m.

Todistus: Peilataan m x (2n + 1) laatoitukset keskisa-
rakkeen suhteen. Nyt kukin peilattu laatoitus on sa-
manlainen joko itsensé tai jonkun toisen alkuperaisen
laatoituksen kanssa. Toiselle laatoitukselle peilautuvia
laatoituksia on parillinen mééré, joten modulossa 2 tar-
kasteltuna f(m,2n+1) on kongruentti itselleen peilau-
tuvien laatoitusten lukumaérille.

Itselleen peilautuvissa laatoituksissa keskisarakkeen on
pysyttdvd muuttumattomana peilauksessa, joten kes-
kisarakkeessa on oltava m/2 pystysuoraa dominopa-
likkaa. Sen molemmille puolille j&4 m x n kokoinen
osa laudasta. Koska lauta on keskisarakkeen suhteen
itselleen peilautuva, jokaista oikean puolen laatoitus-
ta vastaa yksi mahdollinen vasemman puolen laatoi-
tus. Itselleen peilautuvien laatoitusten lukuméérd on
siis f(m,n), joten f(m,2n+ 1) = f(m,n) (mod 2).

Viite 2: f(n,n) =0 (mod 2) kaikille parillisille n > 2.

Todistus: Jos n x n -laudan laatoitus peilataan lavis-
tdjdnsd suhteen, se ei voi peilautua itselleen. Jokai-
sella laatoituksella on peilattuna pari, joten n x n -
laatoitusten méara on aina parillinen.

Ensimmaéisesta véitteesta seuraa, ettd luku n toteuttaa
vaatimuksen, jos ja vain jos luku %(n — 1) toteuttaa.

Jos n > 2, toisen véitteen perusteella luku n ei toteuta
vaatimusta.

Jos n = 0, mééritelmén mukaan luku n toteuttaa vaa-
timuksen, silld f(m,0) = 1.

Etsityt luvut n ovat siis muotoa 2* — 1. (Huomaa, etti
tamé sisiltdd myos tapauksen n = 0.)
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