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Kertaus

Jatketaan siitd mihin kirjoituksessa [7] jadtiin. Lukijal-
ta oletetaan, ettd hin tietdd mitd tarkoittaa polyno-
mien yhteen- ja kertolasku, ja lisdksi toisen asteen po-
lynomin ratkaisukaava oletetaan tunnetuksi. Tekstissa
viitataan algebran peruslauseeseen ja jakolaskualgorit-
miin, jotka on esitetty kirjoituksessa [7].

Erinomainen kirja polynomeista kiinnostuneille on [3],
ja erityisesti tdmén kirjoituksen asioista 10ytyy lisédtie-
toa kirjoista [2, 6]. wxMaxima, jonka avulla esimerkkeja
voi helposti laskea, on vapaasti saatavilla oleva symbo-
lisen laskennan ohjelmisto.!

My6s Sage on ilmainen ohjelmisto, jolla voi laskea seké
symbolisesti ettd numeerisesti [1].2 Jiljempéni olevat
tehtévit voi helposti laskea my6s Sagen avulla. Samoin
Wolfram Alphalla voi kéteviisti laskea polynomeilla.?

Esimerkkeiné on taas kidytetty matematiikkakilpailusi-
vun tehtévii.*

Juurilauseketehtiavit ovat polynomiteh-
tavia

Juurilausekkeet ovat monella tavalla ongelmallisia. Jo-
kainen, joka on edes vdhdn kayttdnyt symbolisen las-

Lhttps://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/index.html
2https:/ /www.sagemath.org/index.html

3https:/ /www.wolframalpha.com/
4https://matematiikkakilpailut.fi/aiheet/

kennan ohjelmistoja, tietda, ettd ohjelmistot usein eivét
kisittele juurilausekkeita niin kuin kiyttdjd haluaisi.
Jos i on imaginaariyksikko, niin esimerkiksi ohjelmis-
to saattaa tulkita, ettd /1 — x = i/ — 1, mika tuskin
on kédyttdjan tarkoitus.

Johtopédatos on, ettd juurilausekkeita pitad valttaa,
ja kun on pédssyt ndin pitkéille, niin huomaa, etté
useimmiten ne ovatkin tarpeettomia. Laskut kannat-
taa tehdd polynomeilla, jolloin voidaan edetéd algorit-
misesti. Itse asiassa juurilausekkeita harvoin esiintyy
missédan “luonnollisessa” matemaattisessa ongelmassa.
Matematiikan tehtévissa esiintyy juurilausekkeita, kos-
ka niitten késittely on hankalaa, ja halutaan opettaa
tatéd: luodaan siis ongelmia sinne missd niitd ei valtta-
métta ole.

Tavallaan voisi sanoa, ettd juurilauseketehtéavit ovat
polynomitehtévia, joissa ratkaisijan pitaé etsié se oleel-
linen polynomi, jonka tehtdvén laatija on piilottanut.
Katsotaan esimerkki téllaisesta tapauksesta.

Esimerkki 1. Matematiikan olympiavalmennuksen hel-
mikuun 2020 valmennustehtévissé piti ratkaista yhtalo

Vat+z++va—x=ux. (1)

Lahes sama tehtava oli ylioppilaskirjoituksissa kevaal-
14 1978, kansainvélisissd matematiikkaolympialaisissa
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vuonna 1963 sekd, Youtubessa.® Youtuben tehtévé oli
siiné mielessd erilainen, ettd siind oli vain kompleksi-
sia ratkaisuja.

Nelijuuritehtévissd perinteisesti ldhdetdéan liikkeelle
siitd, ettd katsotaan milloin neliGjuuret ovat reaalisia,
mutta nyt ei vélitetd siitd téssd vaiheessa. Lasketaan
ensin tehtava yleisesti, ja lopuksi voidaan sitten katsoa
mitéd ratkaisuja halutaan.

Juurilausekkeista padstddn eroon seuraavasti. Otetaan
kédyttoon apumuuttujat u ja v, joitten avulla alkupe-
riistd yhtalod vastaa seuraava systeemi.

fo=z—u—v=0
f=u—a—z=0

fo=v>—a+z=0.

Tavoitteena on nyt eliminoida muuttujat u ja v, jolloin
jéljelle jaa jokin polynomiyhtédlé muuttujalle x. Elimi-
noinnin idea on, ettd systemaattisesti kumotaan halu-
tun muuttujan isoin termi. Ennemmin tai myhemmin
muuttujan potenssi on nolla, jolloin kyseistd muuttujaa
el enaa esiinny.

Eliminoidaan ensin w.

fs=ufotfi=(@—vu—z—a
fa=(x—v)fo+ fzs =0 200 +2> -z —a.

Sitten eliminoidaan v. Ensin lasketaan
fa—fa= —2zv + 22 sz:w(fov—Q).

Saatiin kaksi tapausta: joko z =0 tai fs =z —2v—2 =
0. Jatketaan v:n eliminointia jalkimmaisessa tapaukses-
sa.

fo=2f1+vfs = =3z +2)v+22° — 2 — 2a
fr=2fc — 3z +2)fs = 2% — da + 4.

Paadyttiin siis siihen, ettéd jos x on yhtélén (1) ratkai-
su, niin joko z = 0 tai 22 — 4a + 4 = 0. Huomaa, etté
parametri a olisi yht& hvyin voinut olla kompleksiluku;
tdma ei vaikuta laskuihin mitenkdédn. Voisikin todeta
jo téssa vaiheessa, ettd tehtdva on ratkaistu.

Kuitenkin juurilauseketehtévissd on tapana enemmén
tai vihemmaén keinotekoisesti rajoittaa haluttujen rat-
kaisujen joukkoa. Katsotaan siis vield, mitka néisté rat-
kaisuista ovat tehtdvén laatijan mielestd hyviksyttévia
ratkaisuja.

Alkuperéisessia tehtdvissi ajateltiin, ettd neliGjuuret
ovat ei-negatiivisia, joten ©v > 0 ja v > 0, mista sit-
ten seuraa, ettd myos x > 0.

Jos = 0, niin v = —v ja u? = v? = a. Vastaus x = 0

voidaan hyvéksyd vain, jos a = 0.

Shttps:/ /www.youtube.com /watch?v=tREYHgIKB2k
Shttps://www.youtube.com /watch?v=1161QgawnYQ

Jos taas 22 — 4a + 4 = 0 ja halutaan reaalisia ratkaisu-
ja, niin a > 1. Edelleen yhtalostd f; = 0 saadaan, etté
v=—1+4+x/2. Mutta jos 1 < a < 2, niin v < 0, joten
pitéa itse asiassa vaatia, ettd a > 2.

Yhdistamalld namé tapaukset voidaan sanoa, ettd yh-
talo (1) on ekvivalentti seuraavan tehtévan kanssa:

Olkoon annettu f = z(22 —4a+4); etsi sellaiset nol-
lakohdat, joille joko = > 0 ja a > 2 tai z > 0 ja
a=0.

Néin muotoiltuna tehtava tietysti vaikuttaa oudolta.
Toisaalta voisi sanoa, ettd juurilauseketehtévéit lahto-
kohtaisesti ovat outoja sen jialkeen, kun ne on muotoiltu
"oikein”. PA

Katsotaan sitten toinen samantyyppinen tehtéva.

Esimerkki 2. Tam4 ongelma esitettiin YouTubessa:®

v = {/8+3¢ﬁ+ f/s-:sﬁ:?

Heti ndhdddn numeerisesti, ettd x on ldhelld ykkos-
td, joten varmaankin xz = 1, mutta miten tdmén voisi
osoittaa?

Edetdan kuten askeisesséd esimerkissé, ja tarkastellaan
seuraavaa tehtavaa.

r=u-+v
fi=u®—8—3w=0
fo=v>—84+3w=0
fs=w?—21=0.

Téassékin voitaisiin systemaattisesti eliminoida muut-
tujat u, v ja w, mutta edetddn nyt suoremmin. Koska
fi + fo = u® +v3 — 16, niin

3 = (u+v)® = u® 4 3u®v + 3uv? +*
= 3uv(u + v) + 16 = 3uvz + 16.

Termi uv saadaan seuraavasti:

Jifet8(f1 + f2) = 3w(fi — f2) — 9f3
= w303 +125 = 0.

Jos halutaan, ettd uv on reaalinen, niin uwv = —5 ja
saatiin siis

23 4+ 150 — 16 = (z — 1)(2® + = + 16) =0,

joten voidaan kirjoittaa

§/8+3x/ﬁ+ 6/8—3\/ﬁ=1.
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Mutta onko vastaus itse asiassa x = 1?7 Tuossahan las-
kettiin, ettd z3 + 152 — 16 = 0. Eiko silloin lausekkeen
%/8 + 321+ %/8 — 31/21 pitiisi kuvata yht4 hyvin po-
lynomin g = 22 + z + 16 nollakohtia? Mihin nimi nol-
lakohdat héavisivat? Itse asiassa

x=\3/8+3\/ﬁ+{/8—3\/ﬁ (2)

on ratkaisukaava polynomin f = 23+15z—16 nollakoh-
dille, joka keksittiin Italiassa 1500-luvulla. Tét4 kaavaa
ei ole tapana opettaa, eiké sitéd ole syytdkdan opettaa,
juuri tuon dskeisen ongelman takia: kaavan pitéisi ku-
vata kaikkia kolmea nollakohtaa yhtaaikaa. Lisdksi tie-
tyissd tapauksissa kaavassa pitdd ottaa neli6juuri ne-
gatiivisesta luvusta, vaikka selvésti haluttu nollakohta
on reaalinen. Huomattiin kuitenkin, ettd jos vain las-
kee kiiyttien kaavaa (v/—1)2 = —1, niin saadaan lo-
pulta oikea vastaus. 1500-luvulla negatiiviset luvutkin
olivat vield vahan epailyttavia, joten oltiin tdysin val-
mistautumattomia kohtaamaan kompleksilukuja.

Joka tapauksessa ratkaisukaavan 16ytyminen sai paljon
huomiota, joten kasitteellisistd ongelmista huolimatta
matemaatikot yrittivit sitten 16ytda ratkaisukaavoja
yleisessé tapauksessa. Pian 16ydettiinkin ratkaisukaava
neljinnen asteen polynomille, kiyttden samoja ideoita
kuin kolmannen asteen tapauksessa.

Taman jélkeen ratkaisukaavoja ei endd 16ytynytkaén,
ja luultavasti jo 1700-luvulla, lukuisten epdonnistuneit-
ten yritysten jélkeen, epailys alkoi kasvaa, ettd ratkai-
sukaavoja ei aina voitaisi 16ytédéd. Lopulta Galois 1800-
luvun alkupuolella osoitti tdmén. Mutta jo parikym-
mentd vuotta aikaisemmin Gauss oli jo vakuuttunut
tasta [5, s. 71]:

Parhaat matemaatikot ovat ponnistelleet vuosia al-
gebrallisten yhtélditten parissa, mutta on vain vihan
toivoa, etta ratkaisu 19ytyisi. On yhéa todenndkoisem-
péé, etta ratkaisu on mahdoton yleisessa tapaukses-
sa.

Askeisen esimerkin huvittava piirre on se, etti ratkai-
sukaava esitetddn ongelmana, ja ongelman ratkaisu pe-
rustuu siihen, ettd loydetddn polynomi, jolle se ei ole
ratkaisukaava.

Itse asiassa Galois'n tulos osoitti myds paljon laajem-
min, ettd ratkaisukaavat ovat oikeastaan hyodyttomia,
ja polynomien tutkimisessa mielenkiinto pitéisi suun-
nata muualle.

Paradoksaalisesti siis ratkaisukaavojen etsiminen vai-
kutti merkittavisti (polynomi)algebran kehitykseen,
kunnes sitten lopulta huomattiin, ettei niilld tee mi-
tddn. Miten sitten polynomin nollakohtia pitéisi analy-
soida?

Mita tarkoittaa polynomin nollakohtien
ratkaiseminen?

Edelld olevissa esimerkeissé oli kyseessd polynomien
nollakohtien ratkaiseminen, vaikka tehtdvat olikin
muotoiltu siten, ettd tatd ei suoraan sanottu. Yleisesti
ottaen polynomin nollakohtia ei tunneta, mutta jos esi-
merkiksi ¢ = 2% — 2, niin on tapana sanoa, etti tdmén
nollakohdat ovat +1/2. Mutta mitd tdmé oikeastaan
tarkoittaa? Kun katsoo asiaa toisesta nakokulmasta,
niin voitaisiin sanoa, ettd téssi ei oikeastaan ratkais-
ta nollakohtia, vaan pikemminkin nimetddn nollakoh-
dat. Yhtd hyvin voitaisiin kirjoittaa: g:n nollakohdat
ovat £, missi o on luku, jolle pitee a? — 2 = 0. Sa-
moin edelld ollut ratkaisukaava (2) on tavallaan vain
erdis (huono) tapa nimet# polynomin f = 23+ 15z — 16
nollakohdat.

Jo Gauss oli tullut siihen tulokseen, ettd ratkaisukaa-
voissa on kyse nimeédmisesta eikd varsinaisesta ratkai-
susta [5]. Hin sanoi, ettd jos on annettu yhtélo 2™ = a
ja sitten sanotaan, ettd sen "ratkaisu” on & = {/a, niin
eihén téssd ole muuta tehty kuin keksitty uusi merkin-
tatapa, siis nimetty yksi nollakohta. Yhtd hyvin voi-
taisiin kirjoittaa, ettd x = a on "ratkaisu”, jossa siis
tautologisesti o on luku, jolle pétee o™ = a.

Mutta jos "ratkaisun” sijaan vain "nimetédén” nollakoh-
tia, niin mité iloa téstd sitten voisi olla? Osoittautuu,
ettd tdma on ehkédpa yllattavinkin hyddyllinen idea.
Moran mukaan [6] Kronecker sitten varsinaisesti kehit-
ti systemaattisesti tdtd uutta ndkokulmaa. Mora kut-
suu tatd Kroneckerin filosofiaksi, ja hén tiivistdd sen
idean néin:

Koska ei voi laskea nollakohtia, niin yritetddn kui-
tenkin laskea nollakohdilla.

Nimetadn siis nollakohdat silla tavalla jarkevasti, etta
niilld voi laskea.

Tavallaan tdmén idean pitéaisi olla tuttu: neliojuurimer-
kintda on kéytetty jo satoja vuosia, ja kouluissa on ope-
tettu, ettd symbolin v/2, siis polynomin g = x? — 2 nol-
lakohdan, avulla voidaan laskea seuraavasti:

(a +bV2)(c + dV2) = ac + (ad + be)V2 + bd(V2)?
= ac + 2bd + (ad + be)V/2.
Symboli v/2 ei siis oikeastaan ole reaaliluku, vaan jokin
algebrallisesti miaritelty luku, jolle pitee (v/2)% = 2.

Aivan samoin lasketaan kompleksiluvuilla: luku i on
polynomin ¢; = 22 + 1 nollakohta, joten

(a4 bi)(c+ di) = ac + adi + bci + bdi?
= ac — bd + (ad + bc)i.

Luku +/2 on siis olemassa samalla tavalla kuin imagi-
naariyksikko ¢. Tassa ehka lukijalla heraé epailys, etta
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voidaanko noin vain nollakohtia ikéd&n kuin luoda tyh-
jasta. Tdhén ei olekaan mitdédn yksinkertaista vastaus-
ta. Kuitenkin monilla matematiikan alueilla, esimerkik-
si differentiaaliyhtdloitten teoriassa, on esiintynyt tilan-
teita, joissa ratkaisua ei ole olemassa sielld missa sen
"pitéisi olla” tai missd sen luultiin olevan tai missa sen
haluttiin olevan. Téalloin on sitten yritetty etsiéd ratkai-
sua ”jostain muualta”, mutta tietenkin pitdd myos pe-
rustella, ettd tdméa muualta tullut ratkaisu on jotenkin
jarkeva.

Joka tapauksessa voidaan osoittaa [6, section 5.5]:

nimedmaélla saadut nollakohdat voidaan samaistaa
algebran peruslauseen avulla saatujen (reaalisten ja
kompleksisten) nollakohtien kanssa.

Téassé on tietysti laajemminkin ongelmana se, mita tar-
koitetaan, kun sanotaan, etta jokin matemaattinen ob-
jekti, kuten reaaliluku, vektori jne, "on olemassa”. Té-
td, ja paljon muuta on mielenkiintoisesti pohdittu kir-
jassa [4], mutta sivuutetaan téssd namé filosofiset on-
gelmat ja ldhestytddn asiaa kdytdnnollisesti. Todetaan
vain, ettd i ja /2 ovat olemassa, koska niilld voi jarke-
vasti laskea. Reaali- ja kompleksiluvuilla ei voi laskea,
mutta hyvéksytddn nyt niittenkin olemassaolo muista
syista.”

Katsotaan sitten erds esimerkki, jossa nollakohdilla las-
ketaan. Tété sitten hyddynnetdén, kun ratkaistaan jal-
jempéné olevia tehtédvid. wxMaximassa jakolasku saa-
daan komennolla divide.

Esimerkki 3. Olkoon annettu
f=a% 225+ 72t + 23 — 322 + 5z + 1.

Miké on f(—11/7) ? Luonnollisesti :n paikalle voi si-
joittaa luvun —11/7 ja laskea tavalliseen tapaan. Ol-
koon kuitenkin gy = 7z + 11, jolloin —11/7 on gg:n
nollakohta. Nyt jakolaskualgoritmin avulla

6913306
117649

Siis f(—11/7) = 6913306/117649. Téassi osaméaaralla
qo ei ole merkitysté, ja voitaisiinkin kirjoittaa, kuten
kokonaislukujen tapauksessa:

f=qo(Tx+11)+

6913306
= — d 7 11.
I=Trreag Mot
Jatan harjoitustehtavéksi sen pohtimisen, kumpi tapa
laskea polynomin arvo on nopeampi, perinteinen vai
jakolaskuun perustuva.

Entipi mikd on f(1/2)? Nyt viimeistdin kannattaa
luopua merkinnistd /2 ja kirjoitetaan: olkoon o po-
lynomin ¢g; = z? — 2 nollakohta, siis luku, jolle pé-
tee @ — 2 = 0. Taméi on parempi sen takia, ettd

nyt voidaan, jos niin halutaan, mééritelld polynomi
o = a2 — 2, jossa « tulkitaan muuttujaksi. Juuri tél-
lainen tilanne tulee vastaan seuraavissa esimerkeissa.
Symbolin /2 tulkitseminen muuttujaksi voisi aiheut-
taa tarpeetonta hdmmennysta.

Jakolaskulla saadaan nyt:
f=(z* —22% + 92% — 32+ 15)(2% — 2) — = + 31,

joten f(a) = —a + 31. Samalla tavalla voidaan laskea
fn arvo minké tahansa polynomin nollakohdassa. Ol-
koon g = 23 — 3 ja olkoon B tdméin polynomin nolla-
kohta. Jakolasku antaa nyt

f= (2% =227+ Tx 4+ 4)(2® — 3) — 92 + 262 + 13

—  f(B) = —96%+ 268 + 13.
X

Esimerkki 4. Matti Lehtisen tehtéviakokoelmassa Kil-
pailumatematiikan lajeja ja periaatteita oli seuraava
tehtava.

Olkoon « polynomin f = 2% — 1823 + 1 reaalinen
nollakohta. Laske a* + 1/a*.

My6s Solmun tehtévikokoelmassa (Solmu 3/2021) oli
kédytdnnossa sama tehtéva:

Olkoon « polynomin f = z* — T2? + 1 positiivinen
nollakohta. Laske a® + 1/a°.

Kummankin tehtdvin alkuperdinen muotoilu oli hiu-
kan toinen. Esimerkiksi Lehtinen kirjoitti: "reaaliluvul-
le x on voimassa z3 + 1/23 = 18", Tissi ratkaisijaa
hématdan kayttamalld nollakohdalle ja muuttujalle sa-
maa symbolia. Namé kuitenkin pitéisi pitdéd erilldén,
koska ratkaisu perustuu tekijéihinjakoon, ja talléin nol-
lakohdalla taytyy olla eri symboli kuin muuttujalla.

Joka tapauksessa molemmat tehtévit ratkeavat yhta-
aikaa, koska tehtédvien polynomeilla on yhteinen tekijas:

f= (2% =3z +1)(a* +32° + 822 + 3z + 1)
f=(?=3c+1)(z*>+3z+1).

Tehtévissd on siis eri polynomi, mutta sama «. Luki-
ja kenties ihmettelee, miten kahdessa eri tehtavéssa on
sattumalta sama tekija. Vai onko se sittenkdan sattu-
maa? Tamin voi ajatella niin, ettd tehtdvin laatija on
mennyt yli siitd mistd aita on matalin. Jos ldhdetdén
liikkeelle tekijista 22 + ax + b ja etsitddn yksinkertai-
sinta sopivaa tapausta, niin ensin valitaan b = 1. Sitten
huomataan, ettd jos a = +1, niin nollakohdat olisivat
kompleksisia. Toisaalta jos a = 2, niin t&lldin kysees-
sé olisi kaksinkertainen nollakohta. Siis #? 4+ 3z + 1 on
tavallaan yksinkertaisin mahdollinen tilanteeseen sopi-
va polynomi.

wxMaximalla tekijat saadaan suoraan komennon factor
avulla. Katsotaan nyt ensin, miten tehtéavéa ratkeaa, kun

7Jatan lukijalle harjoitustehtéviksi sen pohtimisen mitd nimé muut syyt voisivat olla.
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tekijit tiedetddn, ja vasta sitten, miten tekijat voitai-
siin 16ytéa, jos komentoa factor ei ole kéytossa.

Polynomin f reaaliset nollakohdat « ja 8 ovat polyno-
min g = 22 — 3z + 1 nollakohdat ja selvisti péitee

f=3—a=1/a.

Molemmat reaaliset nollakohdat antavat saman tulok-

sen:
1

= i

Sitten vain lasketaan. Koska 1/a = 3 — a, niin

1
044—1—7:044—1—,6’4 +B4
«

1
a4+£:a4+(3—a)4.

Olkoon nyt
fo=a*+(3-2)%

Kuten esimerkissd 3, halutaan laskea fo(«). Jakamalla
g:114 saadaan

fo = (22% — 62 + 34)(z% — 3z + 1) + 47,

joten fo(a) = 47. Solmun tehtdvissi méaaritellaan f; =
x® + (3 — )%, misti sitten jakamalla saadaan

fi = (1522 — 452 + 120)(x? — 3z + 1) + 123,
joten fi(a) = 123.

Kompleksiset nollakohdat antavat eri tuloksen ja vas-
taukset eivét ole rationaalilukuja. PA

Tehtévasta voisi ehka saada kasityksen, etté nollakoh-
tien reaalisuus oli jotenkin oleellista, mutta néin ei ole.
Vastaus on yksinkertainen sen takia, ettd 16ydettiin toi-
sen asteen polynomi, joka oli annetun polynomin teki-
jé, ja reaaliset nollakohdat olivat tdmén tekijan nolla-
kohdat. Jatédnkin harjoitustehtdviksi seuraavan jatko-
kysymyksen.

Olkoon « polynomin f = 2% — 286 23 /343 + 1 nolla-
kohta. Laske a* + 1/a.

Ennen kuin katsotaan miten polynomien f ja f teki-
jat 16ydetdén, niin katsotaan kuutiojuurien nimedmis-
td. Téta tarvitaan myos viimeisessd esimerkissé.

Olkoon h = z2? + x + 1 ja sanotaan, ettd h:n nollakoh-
ta on w, missi w? +w + 1 = 0. Mutta h:lla on kaksi
nollakohtaa, ja nyt selvésti toinen on —w — 1, koska

(r-—w(zt+twt+)=2?+r—-—w?—w=2>+z+1.

Liséksi w # —w — 1, koska —1/2 ei ole h:n nollakoh-
ta. Téssdkadn ei tarvitse tietdd mitddn algebran perus-
lauseesta, mika onkin hyva merkki: jos viltetddn epé-
konstruktiivisia ideoita, niin silloin oikeasti voidaan las-
kea jotain.

Jos kaytetddn toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavaa,
havaitaan, ettd polynomin h = z? + = + 1 nollakohdat

ovat kompleksisia. Mutta w ei oikeastaan ole komplek-
siluku, vaan se on médritelty kuten /2 ja i edelld, ja
voidaan laskea esimerkiksi

(a4 bw)(c+ dw) = ac + adw + bew + bdw?
= ac — bd + (ad + bc — bd)w.

Luvun w avulla voidaan nyt nimeté kuutiojuuret. Ol-
koon f, = x® — 3; tAméin nollakohtaa on tapana mer-
kitd symbolilla /3. Mutta fa:114 on kolme nollakohtaa,
joten tuon merkinnan avulla ei voida puhua niista eril-
lisind lukuina. Nyt £ merkinta ei auta, koska on kolme
eri vaihtoehtoa. En tiedd onko joku kenties ehdottanut
jonkinlaista kolmoisetumerkkié, kuten vaikkapa

ﬁ

3.

b
Neljansien ja korkeampien juurien merkinngissa sitten
pitéisi keksia vield luovempia yritelmié.

Kolmoisetumerkin sijaan kédytetdan lukua w. On help-
po tarkistaa, etti w® = (—w — 1)3 = 1. Esimerkiksi

W=ww?=—wll4+w)=-w-w=1

Nyt fo:n nollakohdat saadaan helposti. Olkoon g luku,
jolle pitee 32 — 3 = 0. Kaksi muuta nollakohtaa ovat
wp ja —(w + 1), koska

(wB)* =wip® = > =3
(~w-1)8)" = ~(w+1)*8 = ° = 3.

fa=1a" = 3= (x—tV3)(x —1V3)(x —bV3)
= (z - B)(z —wh)(z + (w +1)B).
Huomaa erityisesti, ettd ndmé kolme nollakohtaa ovat

erisuuria, ja téssd tekijoihinjaossa ei tarvinnut tietda
mitadn kompleksiluvuista tai algebran peruslauseesta.

(4)

Esimerkki 5. Katsotaan nyt miten yhtdlossi (3) ole-
vien polynomien tekijit voidaan 16ytaa.

Olkoot +a ja + polynomin f nollakohdat. Voidaan
siis kirjoittaa
f=(@—a)z+a)(e—pB)(z+5)
Koska o232 = 1, niin téstd saadaan
f=(@—a)z+a)(z—1/a)(z+1/a).
Merkitaan a = o + 1/, jolloin
f=(?—az+1)(2®+azx+1)
=2t 4+ 2-ad®)? +1=a' —T2? + 1.

Siis @ = £3.
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Olkoot nyt a ja 8 polynomin f reaaliset nollakohdat.
Muut nollakohdat ovat
aw, ﬁw7 —Oé(OJ‘i‘ 1)? _B(W—i_ 1)

Kaikkien nollakohtien tulo on yksi, [7, kaava (4)], ja
—w(w + 1) = 1, joten a®3% = 1. Koska oletuksen mu-
kaan « ja (§ ovat reaalisia, niin o = 1. Merkitddn
a=a+p=a+1/a Tilldin siis

2

go=(—a)(z-p)=2"—ar+1.

Koska « ja § ovat f:n nollakohtia, niin gy on f:n tekijé.
Toinen tekijé on selvasti

gi=a" +br® +c®+de+1
joillekin b, ¢ ja d. Kertomalla auki saadaan
f—g091 = (a —b)x® + (ab—c— 1)a* +
(ac —d—b—18)z® + (ad — ¢ — 1)z* + (a — d)=.
Siispd b = d = a ja ¢ = a® — 1 ja a:lle saadaan
a® —3a—18 = (a — 3)(a® + 3a + 6) = 0,
joten a = 3.
Katsotaan vield toinen tapa. Kirjoitetaan ensin
g1 = (z —wa)(z —wf)(z + (w+ Da)(z + (w+ 1)5).

Koska a4 3 = a, niin heti voidaan eliminoida 3, jolloin
saadaan
g1 = (z —wa)(z —w(a— )
(z+ (w+1a)(z + (w+1)(a —a)).

Tulkitaan nyt luvut w, a ja @ muuttujiksi, ja méaaritel-
ld4n polynomit

Jo =w w1

ga = & —aa + 1.

Jaetaan sitten g; polynomin g, suhteen:

91 = Q19w + 11
r = a* —2a0® + (22 — ax + a*)a® +
az(a — x)a + 2 (z? + ax + a?).

Tulkitaan sitten, ettd o on muuttuja, ja a ja = ovat
parametreja, ja jaetaan g,:n suhteen:

1 = q2ga + T2

ry =zt + az® 4 (a® — )2 + az + 1.
Phe

FEsimerkki 6. Matematiikkavalmennuksen tehtéva,
syyskuu 2016.

Etsi sellainen kokonaislukukertoiminen polynomi,
jolla on nollakohta V2 + /3.

Téssa siis pitdd etsid polynomi, jonka "ratkaisukaava”
on

#
x::t\@JrE\S/g. (5)

Kun otetaan huomioon kaikki etumerkkikombinaatiot,
niin huomataan, ettd lauseke V2 + /3 voidaan tulkita
kuudella eri tavalla. Haluttu polynomi ei voi "tietdd”,
mité tulkintaa siltd vaaditaan, joten silld téytyy olla
namé kaikki nollakohdat: sen taytyy olla varautunut
kaikkeen! Polynomin aste on siis kuusi, ja jos nollakoh-
dat ovat by, ..., bg, niin vastaus on

f: (x—bl)---(a:—b6).
Nyt pitdd vain nimetéd luvut b; ja kertoa auki.

Olkoon « polynomin g = x2—2 nollakohta; kiyttamalls
liséksi yhtélon (4) tekijoitd ndhddédn, ettd nollakohdat
ovat
bh=a+f,b=a+wh, bg=a—(w+1)p
by=—a+p8,bs=—a+wh, bg=—a—(w+1)5.

Nyt vain lasketaan:

hi = (x—by)(z —bo)(x —b3) = (x — a)® — 3
= 2% 4+ 6x —3 —a(32* +2)

hy = (x — by)(z — bs)(x — bg) = (= +a)® — 3
=23 + 62 — 3+ a(32® + 2).

Téasté sitten saadaan

f=hihs = (2° + 62 — 3)® — 2(32% + 2)?
=25 — 62* — 62% + 122% — 362 + 1.

Téaysin algoritmisesti vastaus saadaan seuraavasti. Tul-
kitaan taas «, 8 ja w muuttujiksi ja méaéritellidn po-
lynomit g, = a? — 2, g5 = B2 —3jag, =w? +w+ 1.
Sitten lasketaan jakolaskualgoritmilla

J=q09. + 10

ro = 2% — 3a?a? — 28323 + 3a2? — 60283 +
85— of

70 = q19a + 71

ro=a% — 62t — 26323 + 1222 — 12832 + 55— 8

1 =q293 + 12

ro = 2% — 62* — 623 + 1222 — 362 + 1.

Ensin suoritetaan jakolasku muuttujan w suhteen, sit-
ten a:n ja lopuksi 8:n. Huomaa, etté ei ole vélid, missé
jarjestyksessd tdmé tehdéddn, siind mielessd, ettd aina
saadaan sama ro. Luonnollisesti o ja ry riippuvat ja-
kojarjestyksesté.

Tama voidaan laskea wxMaximalla seuraavasti. Maari-
telladn ensin polynomit:

ga:a’—2;gb: 3 —3;g0:w?+w+1;
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wxMaximassa kaksoispiste on sijoitusoperaattori ja
puolipiste tarkoittaa komennon péattymistd. Sitten
madritellidn polynomi, jota halutaan sieventéé:

f:x—a—0)-x—a—w-f)
(x—a+@+1)- ) (x+a—f)
(ta—w B)-(ctatwl)p)
Ratkaisu saadaan nyt komennon divide avulla:
gr:divide(f,ga,a) ;
qr0:divide(qr[2],gb,3) ;
grl:divide(qr0[2],go,w);
Haluttu polynomi on qrl[2].

Ratkaistaan tdmé nyt aivan toisella tavalla eliminoin-
nin avulla, kuten esimerkeissé 1 ja 2. Olkoon siis

fo=x—u—vw
fi=u*—2
f2 1}3—3.

Eliminoidaan muuttujat u ja v, jolloin jéljelle ja& halut-
tu polynomi. Huomaa erityisesti, ettd lasku on téysin
algoritminen. Lisdksi tédssé ei tarvitse vélittdd mistdan
rajoituksista muuttujien u ja v suhteen, toisin kuin esi-
merkissd 1, vaan painvastoin téssid nimenomaan pitaa
sallia kaikki mahdolliset arvot.

Eliminoidaan ensin u:

f3:Ufo+f1:(z—v)u—2
fai=(x—0v)fo+ fs =v> —2zv + 2% - 2.

Sitten eliminoidaan v.

fs =vfs— fo = —220* + (2° = 2)v + 3
fo=22fs+ fs = —(302 +2)v +22° — 4z + 3
fr= 02 +2)fs+vfs

= (—42% — 8z + 3)v + 3z —4a® — 4
fs = (—42® — 82 +3) fo + (32% + 2) fy

= 2% — 62* — 623 + 122% — 362 + 1.

Tamén toisen menetelmédn mielenkiintoinen piirre on
se, ettd sanaa nollakohta ei tarvitse edes mainita. v

Entépé sitten jos haluttaisiin menné toiseen suuntaan:
jos on annettu polynomi

f=a% —6a* — 623 + 122% — 36z + 1,

niin miten voidaan tietdd, ettd tdlld polynomilla on
"ratkaisukaava” (5)7 Tahén ei ole mit&&n helppoa vas-
tausta. Tahan liittyvid kysymyksid on perusteellisesti
kasitelty muun muassa kirjoissa [2, 6]. Avainsana on
Juurikunta (splitting field).

Jatkuu ensi numerossa

Jakolaskualgoritmi oli taas hyddyllinen tyokalu, ku-
ten viime kerrallakin. Usein itse tehtévéssid ei varsi-
naisesti tule esille, ettd ratkaisua kannattaa etsid ni-
menomaan titd kautta. Tavallaan pitdd tottua ajat-
telemaan asiaa jakolaskun kannalta. Tehtdvissa ei to-
siaankaan kannusteta tdménkaltaiseen ndkokulmaan.
Tyypillisesti ei koskaan sanota esimerkiksi, ettd olkoon
f =523 — 72% — 2x — 9 vaan kirjoitetaan: tarkastellaan
vhtilsa
T 1
72249  5x2 -2

Ratkaisijaa haméataan kirjoittamalla ongelma hassusti,
jolloin ei ehké heti tule mieleen, ettd tehtavé ratkeaa
systemaattisesti polynomityokalujen avulla.

eliminointi esiintyy jatkuvasti polynomitehtévien yh-
teydessé. Palataan tdhén tarkemmin joskus myShem-
min.

Tassé ja edellisessd kirjoituksessa tarkasteltiin polyno-
miyhtédléita. Itse asiassa osoittautuu, ettd jakolasku on
hyodyllinen myos epayhtaloditten yhteydessd. Tamaé oli
minullekin hiukan odottamatonta, koska epayhtal6it-
ten tapauksessa ei ole taysin selvad, miksi tdma tapa
johtaa niin usein haluttuun lopputulokseen. Palataan
tdhdnkin my6hemmin ja katsotaan ensi kerralla, mi-
ten polynomien avulla voidaan tarkastella Eukleideen
geometrian tehtavia.

Luonnollisesti tarkoitus ei ole téysin korvata geomet-
rian menetelmia polynomeilla, mutta uusi nakokulma
antaa aina uudenlaisia ideoita, ja esimerkiksi polyno-
mien nidkokulmasta saadaan helposti pari mielenkiin-
toista tulosta. Ensimmaéinen ongelma oli vaivannut ma-
temaatikoita satoja vuosia, ja toista pidettiin varsin yl-
lattavana kun se 16ydettiin:

(i) Kuutiojuurta ei voi konstruoida harpilla ja viivoit-
timella.

(ii) Ttse asiassa viivoitin on turha: kaikki konstruktiot
voidaan tehdé pelkastadan harpilla.
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