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Solmun 3/2022 tehtdvien 1-10 ratkaisut
1. Osoita, ettd jos reaaliluvut z, y ja z toteuttavat yh- | miké pitikin osoittaa.
talon
€ Y . Olkoon esimerkiksi z = 1 ja z +y = —z, jolloin
y+z x+z w+y ’ y = —1% — z. Téllsin
niin 1
2 2 2 z -1 1
r Yy c = 0. 4 1—|—.T+—l_17
y+z x+z x4y E— T g

Maéritéd jotkin ehdon toteuttavat reaaliluvut.

Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd = + y + z = 0, jolloin
r4+y=—z,0+2z=—yjay+z=—z Tall6in osoitet-
tavan tuloksen ehto on

miké ei ole mahdollista. Nain ollen voidaan olettaa, et-
tdx+y+2#0.
Kun osoitettavan tuloksen ehdon yht&lo

T Y z
y+z x+z

r+y

kerrotaan nyt puolittain luvulla x + y + z, niin saadaan
ekvivalentti yhtalo

rT+y+z
_ P4yt Y Hyleta)  Ptzty)
Y+ =z T+ z T+
22 Y2 22
= +x+ +y+ + z.
Y+ z xr+z r+y
Néin ollen
22 Y2 52
y+z x4z x+y

josta saadaan
-14++63
0
Valitaan naistd suurempi, jolloin saadaan
_ o -1-ves
A T
Néin ollen on 16ydetty yksi ehdon toteuttava kolmikko

_ —1+63

5022 +102 —31=0 < z =

10
—-1-—4/63
- 10

z=1.

2. Opri kirjoitti 2022 luvun listan seuraavasti: Listan
kolmas luku on toinen luku jaettuna ensimmaiselld lu-
vulla, listan neljés luku on kolmas luku jaettuna toisella
luvulla, ja niin edelleen, esimerkiksi listan 100. luku on
99. luku jaettuna 98. luvulla. Mik& on Oprin listan vii-
meinen luku, jos sen ensimmaéainen luku on 20 ja toinen
luku on 227

Ratkaisu. Oprin 1istan kolmas luku on ﬂi = ]lq, neljab
luku on = : 22 = 20, viides luku on 55 : 15 = 22,
kuudes luku on % : 1 = %(1), seltsemas luku on
% : i = 20 ja kahdeksas luku on 20 : 7 = 22. Nyt
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havaitaan, ettd seitsemés luku on sama kuin listan en-
simmaéinen luku ja kahdeksas luku on sama kuin listan
toinen luku. Néin ollen listan luvut toistuvat kuuden
luvun jaksoissa. Koska 2022 = 6 - 337, niin listan 2022.
luku on ensimmaéisesta luvusta lahtien kuuden luvun
jakson viimeinen luku eli %.

3. Nelikulmion ABCD sivut AD ja DC ovat yhté pit-
kéat. Kulman DAB suuruus on «, kulman ABC suu-
ruus on 2«, kulman BC'D suuruus on 3a ja kulman
CDA suuruus on 4a. Osoita, ettd sivu AB on kaksi
kertaa niin pitkd kuin sivu AD.

Ratkaisu. Koska a + 2a + 3a + 4a = 10a = 360°,
niin a = 36°. Néin ollen nelikulmion kulmien suuruu-
det ovat 36°, 72°, 108° ja 144°. Kulmien suuruuksia
ei tarvita tehtévan ratkaisussa, mutta ne auttavat alla
olevan kuvan hahmottelemisessa.

D C
N
40é 3a
- — ] 2c
A F E G B

Koska 5a = 180°, niin sivuille BC' ja AD rajoittuvien
nelikulmion kahden kulman summa on kummassakin
tapauksessa 180°. Téasté seuraa, ettd nelikulmion sivut
AB ja DC ovat yhdensuuntaiset. Tdmén voi perustel-
la esim. piirtdmalla pisteistd D ja C sivua AB vastaan
kohtisuorat janat DF ja C'G, ks. kuva. Talloin paatyi-
hin syntyneité suorakulmaisia kolmioita AF D ja BGC
tarkastelemalla ndhdéén, ettd janat CG ja DF ovat
kohtisuorassa myo6s sivua DC' vastaan.

Néin ollen nelikulmio ABCD on puolisuunnikas. Si-
joitetaan piste E sivulle AB niin, ettd sivut BC' ja
ED ovat yhdensuuntaiset. T&ll6in nelikulmio BCDE
on suunnikas. Koska kulma ZEBC = 2q, niin myos
/ZAED = 2a ja ZCDE = 2a. Néin ollen ZADE =
4o — 2a = 2a. Téstéd seuraa, ettd AD = AFE. Koska
BCDE on suunnikas, niin EB = DC. Tehtdvinannon
mukaan AD = DC, joten AE = AD = DC = EB.
Néin ollen AB = AE + EB =2AD.

4. Olkoot x; ja 5 yhtdlén 1522 — 21z + 7 = 0 reaali-
juuret. Maaritd lausekkeen

tarkka arvo.
Ratkaisu. Toisen asteen yhtélon diskriminantti on
(—21)% —4-15-7 = 21,

joten yhtalolla on kaksi eri suurta reaalijuurta. Kos-
ka yhtalon vasemmalla puolella oleva vakio ei ole nolla,

niin kumpikaan juurista x; ja xs ei ole nolla. Néin ollen
kaikki médritettavissa lausekkeessa olevat murtoluvut
on méadritelty. Lasketaan juurten summa ja tulo Viéten
kaavoilla:

" 21 7 7

X TrTo — — — — T1 Lo = —.

1 2= 5T 5 Tita=

Saadaan
E+E+i+i:.f%+$%+ml+z2

T2 T Ha] T2
_(x + 22)? — 22179 + 1 + T2

T1T2

T1X2
- (1'1 +£L’2)(£C1 +£L’2+1) _9
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7 12
_5 ?_2_§_E_%
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5. Viisikulmion kaikki sivut ovat yhtd pitkid ja kaksi
sen kulmista ovat suoria. Kuinka suuria muut kolme
kulmaa voivat olla?

Ratkaisu. Merkitadn viisikulmion sivujen pituutta a:lla
ja sen kulmia A, B, C, D ja F, jolloin tarkasteltava vii-
sikulmio on ABCDE. Alla olevassa kuvassa on kaksi
mahdollista tapausta, jossa viisikulmion suorat kulmat
ovat vierekkdin kulmissa A ja B.

D

| 1 [
A a B

Molemmissa tapauksissa ABC'E on nelio, joten EC =
a. Nain ollen kolmio CDFE on tasasivuinen ja sen kul-
mien suuruus on 60°. Vasemmanpuoleisessa viisikul-
miossa ABCDE tuntemattomien kulmien suuruudet
ovat ZCDE = 60° ja ZBCD = /ZDFEA = 90° + 60° =
150°. Oikeanpuoleisessa viisikulmiossa ABCDE huo-
mataan, ettdi /BCD = ZAED = 90° — 60° = 30°.
Liséksi viides tuntematon kulma on ZCDE = 360° —
60° = 300°.

Tasasivuinen viisikulmio ABC DE voidaan muodostaa
myd6s niin, ettd suorat kulmat eivit ole vierekkain, ku-
ten seuraavassa kuvassa on esitetty.
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Kolmiot ADE ja BCD ovat tasakylkisié ja suorakul-
maisia, joten AD = BD = ay/2 ja /ZDAE = ZADE =
/ZDBC = /BDC = 45°. Merkitddn o« = ZBAD =
ZABD. Talléin

AP _ g
AD_a\/i_2\/§7

joten o =~ 69,295° ja LZADF = 90° — a = 20,705°.
Nain ollen tuntemattomien kulmien suuruuksiksi saa-
daan /BAD = /ZABC = 45° + a =~ 114,295° ja
ZCDE =2-45° 4+ 2. ZADF ~ 131,410°.

Cos&x =

Kaikissa edelld esitetyissd kolmessa tapauksessa on
helppo tarkistaa, ettd viisikulmion kulmien summa on
540°, kuten pitaédkin olla. Muita mahdollisia tapauksia
ei ole, koska suorat kulmat ovat joko vierekkéaisissé kul-
missa tai niin, ettd niiden vélissd on yksi kulma, jolloin
toiseen suuntaan vélissé on kaksi kulmaa.

6. Edel tekee puisia tikkuja, joiden pituus on kokonais-
luku. Mitkéaén kolme tikkua eivédt saa muodostaa kol-
miota. Tikuissa on pituudeltaan 1 ja 10 olevat tikut ja
pisimmaén tikun pituus on 100. Kuinka monta tikkua
Edel voi enintdin tehda?

Ratkaisu. Jotta kolmesta tikusta ei voi muodostaa kol-
miota, on pisimmén tikun pituuden oltava vdhintaan
kahden lyhemmén tikun pituuden summa. N&in ollen
tikkuja saataisiin eniten, jos niiden pituudet olisivat
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...Koska yhden tikun pituu-
den on kuitenkin oltava 10, niin pituudeltaan 8 oleva
tikku on korvattava tikulla, jonka pituus on 10, silla
3+ 5 < 10 < 5+ 8. Néin ollen tikkujen pituudet voi-
sivat olla 1, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 25, 40, 65, 105,. .. Koska
pisimmaén tikun pituuden on oltava 100, niin pituudel-
taan 65 oleva tikku on korvattava tikulla, jonka pituus
on 100, silld 25 4+ 40 < 100 < 40 + 65. Tikkujen pituu-
det voivat siis olla 1, 1, 2, 3, 5, 10, 15, 25, 40, 100, ja
Edel voi néin ollen tehd& enintdén 10 tikkua.

7. Kahden kolminumeroisen luvun keskiarvo on luku,
joka saadaan kirjoittamalla kyseiset luvut perdkkéin
ja erottaen luvut desimaalipilkulla. Mitkd nama kaksi
lukua ovat?

Ratkaisu. Olkoot A ja B etsityt kolminumeroiset luvut
ja merkitddn ne perdkkiin kirjoitettuna ja desimaali-
pilkulla erotettuna A,B. Talloin

A+B:AB:A+£1’
2 1000
joten
A+B=24+ 2
N 500"

Koska A+ B ja 2A ovat kokonaislukuja, niin my6s luvun
% on oltava kokonaisluku. Mutta koska B on kolmi-
numeroinen, niin ainoa mahdollisuus on, ettd B = 500.
Talloin A = B —1 = 500 — 1 = 499. Voidaan vield
tarkistaa, etté

LS99 _

8. Yksikkonelion siséén piirretddn nelji ympyraé kuten
alla olevassa kuvassa on esitetty. Kaksi suurempaa ym-
pyrda ovat samankokoiset ja samoin kaksi pienempéa
ympyrid ovat samankokoiset. Ympyrét sivuavat toisi-
aan ja nelion sivuja. Mikd on ympyréiden keskipisteet
yhdistdmalld muodostuvan vinonelién pinta-ala?

- )

N

Ratkaisu. Tarkastellaan alla olevassa kuvassa esitettya
tilannetta, jossa suurempien ympyroiden séde on R ja
pienempien ympyréiden sdde on r. Tehtdvadnannon pe-
rusteella CD =CL+ LM + MD = 1.

D R M L , C
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Nelikulmio CLGK on nelid, jonka sivun pituus on r,
ja nelikulmio DN HM on nelié, jonka sivun pituus on
R. Nyt HI' = R —r ja GH = r + R, silld janassa GH
on pienen ja ison ympyran siteet perdkkéin. Suorakul-
maisesta kolmiosta GT'H saadaan

(R+1)>=GT?+ (R—r)?,

joten GT? = 4Rr. Niin ollen LM = GT = 2V Rr ja
saadaan

l=r4+LM+R=r+2VRr+ R=(\r+VR)%
Koska \/77+\/§>0, niin ﬁ—l—\/ﬁ:l.

Lasketaan ensin side R. Koska BD =
DH = /2R ja FH = 2R, niin

V2, BF =

2R+ 2V2R =2

ja néin ollen

Nyt

Vi=1-vVR=1- -

joten nelioon korottamalla saadaan

r=1—2ﬁ+1—?=2—\f—m-

Huomataan, ettd suunnikkaan EFGH lavistdjien pi-
tuudet ovat FH = 2R ja EG = V2 — 24/2r. Koska la-
vistdjit ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, niin suun-
nikkaan pinta-ala saadaan kaavalla

FH-EG _2R(v2—-2V2r) _ R(V3 — 2v/3r)

ala =
2 2 _éﬁ_m))

(B

=5 —4V2+2¢/(2 — V2)3 ~ 0,2398.

9. Maarita kaikki positiiviset reaaliluvut z, joille x + %
on kokonaisluku ja 2% + %3 on alkuluku.

Ratkaisu. Kun x + % = n on positiivinen kokonaisluku,
niin myos sen nelié

2
1 1
<x—|—> :x2+—2+2:n2
x T
on positiivinen kokonaisluku. Edelleen

1
x2+—2:n2—2
x

on positiivinen kokonaisluku, joten n > 1. Kertomalla
nyt yhtalot

1 1
zt+=-=n ja 2+ =n"-2
x T
puolittain keskendéin saadaan
. 1 1 .
x‘3+—3+x+f:n372n,
T x

joten
1
x3+—3:n373n:n(n273),
x

joka on kahden positiivisen kokonaisluvun tulo. Se on
alkuluku tésmélleen silloin, kun toinen tekijia on 1
ja toinen on alkuluku. Koska n > 1, niin on oltava
n?—3=1lelin=2. Néiinollenx—l—% =2, joten x = 1.

10. Mitk& luvuista 1,...,50 voidaan lausua vahintdan
kahden perédkkéisen ei-negatiivisen kokonaisluvun sum-
mana?

Ratkaisu. Kaikki parittomat positiiviset kokonaisluvut
voidaan esittdd kahden perdkkaisen ei-negatiivisen ko-
konaisluvun summana. Pariton luku jaettuna kahdel-
la ei ole kokonaisluku, mutta kun lasketaan osamé&é-
rdd edellinen ja seuraava kokonaisluku yhteen, saadaan
tarkasteltavana oleva pariton luku:

1=0+1,3=14+2 5=2+3,..., 49 = 24 + 25.

Toisaalta positiivisia parillisia lukuja ei voida esittéa
kahden perédkkiisen kokonaisluvun summana, koska
kahden perakkaisen kokonaisluvun summa on aina pa-
riton luku.

Tarkastellaan seuraavaksi positiivisia parillisia koko-
naislukuja, joissa on tekijdnd pariton positiivinen ko-
konaisluku n # 1. T&lloin tarkasteltava luku voidaan
esittdd tulona m - n, missd m on positiivinen kokonais-
luku. Asetetaan luvun toinen tekiji m summan kes-
kimmaiseksi yhteenlaskettavaksi ja lisdtaan sithen vuo-
rotellen m:&4 pienempid ja suurempia perdkkaisid ko-
konaislukuja niin monta, ettd summaan tulee yhteensa
n yhteenlaskettavaa lukua. Téll6in summaksi saadaan
tarkasteltava luku. Esimerkiksi

42=7-6=3+4+5+6+7+8+9.

Huomataan, etta koska m:aé pienempié lukuja lisdtaan
summaan 5 L kappaletta, niin kaikki summan luvut
ovat positiivisia. Talloin siis 10ydetddn aina summaan
vaadittavat perdkkéiset ei-negatiiviset kokonaisluvut.

Tarkastellaan sitten positiivisia parillisia kokonaisluku-
ja, joilla ei ole tekijdna paritonta positiivista kokonais-
lukua n # 1. Talloin kaikki tekijit ovat parillisia luku-
ja, jotka ovat luvun 2 potensseja 2F, k € N. Téllaisia
lukuja ei ole mahdollista esittdd enemméan kuin kahden
perakkéaisen kokonaisluvun summana.

Perustellaan tdmé tekemélla vastaoletus, ettd vahin-
tédn kolmen perikkiisen kokonaisluvun summa on 2%.
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Oletetaan ensin, ettd yhteenlaskettavia lukuja on pari-
ton méard n. Talléin summan keskimmaéinen luku on
yhteenlaskettavien lukujen keskiarvo, joten n on luvun
2k tekija. Tamé on ristiriita, koska luvulla 2% on vain
parillisia tekijoita luvun 1 lisaksi.

Oletetaan sitten, ettd yhteenlaskettavia lukuja on pa-
rillinen méard 2n. Téalloin yhteenlaskettavien lukujen
keskiarvo ei ole kokonaisluku vaan ”puoliluku” m+0,5,
m € N, jolloin

(m4+05)-2n=2F eli (2m+41)-2n =2F1,

Tamé on ristiriita, koska luku 2m+1 on pariton, mutta
luvulla 2%+ ei ole parittomia tekijoité.

Néin ollen lukuja 2, 4, 8, 16 ja 32 ei voida esittaé vahin-
tadn kahden perakkéisen ei-negatiivisen kokonaisluvun
summana, mutta kaikki muut 45 lukua valilta 1,...,50
voidaan esittaé.

Solmun 3/2022 tehtdvien 11-20 ratkaisut julkaistaan
seuraavassa NUIMerossa.

Lé&hde: K6MaL
Ké&annos ja sovitus suomeksi: Mika Koskenoja
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