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Kertaus

Kirjoituksissa [9, 10] katsottiin polynomeja nimen-
omaan algebran nédkokulmasta. Nyt puhutaan siita, mi-
ten polynomit liittyvit geometriaan. Kuten edellisissa
kirjoituksissa oletetaan, ettd lukija tietdd mita tarkoit-
taa polynomien yhteen- ja kertolasku, ja lisdksi toisen
asteen polynomin ratkaisukaava oletetaan tunnetuksi.
Téata ratkaisukaavaa ei kuitenkaan tarvita; muistetaan
viime kerralta [10], ettd juurilausekkeet ja siis ratkai-
sukaavat eivit oikeastaan ole kovin hyddyllisid, joten
on parempi ja kédtevimpi laskea ilman niitd. Parissa
kohtaa tulee ratkaistavaksi lineaarinen yhtaloryhma, ja
oletetaan, ettd lukija osaa ratkaista tdmén.

Erinomainen kirja polynomeista kiinnostuneille on [3].
Eukleideen geometriaa modernista ndkokulmasta on
tarkasteltu Hartshornen kirjassa [5]. Suomeksi Matti
Lehtinen on kirjoittanut laajasti Eukleideen geomet-
riasta [7]. wxMaxima, jonka avulla esimerkkejé voi hel-
posti laskea, on vapaasti saatavilla oleva symbolisen
laskennan ohjelmisto.! Myds Sage on ilmainen ohjel-
misto, jolla voi laskea sekéd symbolisesti ettd numeeri-
sesti [1].2 Jéljempiéni olevat tehtivit voi helposti laskea
my0Os Sagen avulla.

Lhttps://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/index.html
2https:/ /www.sagemath.org/index.html

Polynomit ja Eukleideen geometria:
kaytanto

Yleensé kilpatehtavissa, ja miksei muutenkin, polyno-
meihin liittyvit kysymykset pidetddn tiukasti erilldédn
geometrian kysymyksistd. Odotetaan, ettéd jos tehtidva
on esitetty geometrisesti, niin ratkaisunkin pitéisi ol-
la samaa tyylid. Kuitenkin monet geometrian tehtéavat
ratkeavat systemaattisesti polynomien avulla: oikeas-
taan koko Eukleideen geometria voidaan tulkita poly-
nomien avulla.

FEsimerkki 1. Lehtisen tehtévikokoelmassa Kilpailuma-
tematiikan lajeja ja periaatteita oli seuraava tehtéva.

Kolmion sivujen pituudet ovat 10, 17 ja 21. M&arita
kolmion lyhimman korkeusjanan pituus.

Olkoot kolmion pisteet py = (0,0), p1 = (21,0) ja

p2 = (a, b). Siis
fo=a?+b*—-10*=0,
fi=(a—21)2+b* - 17 =0,

ja koska fo — fi1 = 42a — 252 = 0, niin ¢ = 6, mista
sitten b = +8, joten vastaus on 8.3 pAY

3Lyhin korkeusjana vastaa pisinté sivua, mutta jos titéd ei muista, niin nyt on helppo laskea myds muitten korkeusjanojen pituudet,

kun p2 tunnetaan.
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On tapana sanoa, ettd Eukleideen konstruktiot perus-
tuvat viivottimen ja harpin kdyttéon. Mutta viivotin
on suora:

ar+by+c=0,

siis ensimmaisen asteen polynomi, ja harppi on ympy-
ra:

(z —20)* + (y —y0)* — 1% =0,
siis toisen asteen polynomi. Kaikki konstruktiot voi-
daan siis esittdd (verrattain yksinkertaisten) polyno-
mien avulla.

Luonnollisesti ei aina ole jarkevda muuttaa geometrian
tehtévaa polynomitehtévéiksi; monesti geometrinen in-
tuitio johtaa helpompaan ratkaisuun. Tamé ndkokulma
kuitenkin avaa mahdollisuuden puhtaasti algoritmiseen
ratkaisuun. Geometrisessa tehtévéissa on joitain oletuk-
sia, ja niistd pitdisi osoittaa jokin véiite. Jos edetdan
systemaattisesti, niin oletukset ovat muotoa

fi=rr = fn =0,

missé f; ovat polynomeja, ja viite on h = 0, missé h on
polynomi. Jos viite on totta, niin pitéisi olla olemassa
polynomit g; siten, etté

h=qfi+ -+ qnfm-

Jos siis 16ydetaén téllaiset polynomit, niin tdma todis-
taa vaitteen. Taman voi ajatella niin, ettd jaetaan h
polynomeilla f;, polynomit g; ovat osamaéria, ja véite
pétee, jos jakojadnnos on nolla. Palataan myShemmin
sithen, miten tarkkaan ottaen jaetaan monella polyno-
milla, ja katsotaan téssid vain esimerkkeja.

Koska taméntyyppisessa ratkaisussa esiintyy varsin
paljon muuttujia/parametreja, niin kannattaa aina va-
lita koordinaatit siten, etté lausekkeet ovat mahdolli-
simman yksinkertaisia. Askeisessé esimerkissé oli kéte-
vad valita yksi kolmion pisteistd origoksi. Nédin voidaan
geometrian tehtdvissd aina tehdé, koska vaitteet eivat
riipu pisteitten absoluuttisesta paikasta vaan vain niit-
ten keskindisistd suhteista. Tadmén takia koordinaatis-
toa voidaan myos kiertdd, joten kun on valittu jokin
piste p = (0,0), niin edelleen voidaan valita, ettd jo-
kin toinen piste on g = (a,0). Liséksi usein geometrian
tehtdvit /véitteet eivit riipu valitusta skaalasta, jolloin
voidaan vielé asettaa a = 1.
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Kuva 1: Esimerkin 2 tilanne.

Esimerkki 2. Katsotaan kuvan 1 tilannetta, joka on
Lehtisen tehtdviakokoelmassa Kilpailumatematiikan la-
jeja ja periaatteita. Kulma AC'B on suorakulma, BN
ja AM ovat kulmanpuolittajia, ja D on janan QN kes-
kipiste ja F on janan PM keskipiste.

Osoita, ettd DFE ja AB ovat yhdensuuntaisia.

Valitaan ensin A origoksi ja olkoon B = (1,0). Olkoon
edelleen D = (xg,y5) ja E = (z7,y7). Saadaan siis teh-
tava

Osoita, ettd h = yg — y7 = 0.

Olkoon kx — y = 0 pisteitten A, N ja C kautta kulke-
va suora. Koska kulma AC B on suorakulma, niin heti
saadaan, etta

1 k
C=evw) = (pry )

Olkoon edelleen C' = (z1,0), P = (x1,y5), Q@ =
(1,91), N = (z2,y2) ja M = (z3,y3). Koska D ja
FE puolittavat janat, niin selvésti

2h =y2 —ys +ys — yYs = kxo — Y3 + yYa — 5.

Huomaa, etta k pitda ajatella vapaasti valittavana pa-
rametrina. Pitdisi siis osoittaa, ettd h = 0 kaikilla k:n
arvoilla. Vilitavoitteena pitdisi nyt laskea h:lle lauseke,
jossa esiintyy vain muuttujia zs ja x3 sekd parametri

k.

Pisteitten B ja C kautta kulkeva suora on x+ky—1 =
0, joten x3 4+ kys — 1 = 0, mistd saadaan y3. Edelleen
z3ys — x1y3 = 0, joten
- 1— I3

Y57 Rk + Das
Suora = 4+ cy — 1 = 0 kulkee pisteen N kautta, jos
¢ = (1—x2)/(kx2a), joten y4 voidaan ratkaista yhtalos-
td r1 + cys — 1 = 0, mistéd saadaan

o kBIQ

B2y )0 —2a)

Sijoittamalla ndmé& A:n lausekkeeseen saadaan
— hl
- 2]€$3(k2 + 1)(%2 — ].)7
hy = LL’g(k‘Q + 1)h0 + k2$3 —To+ 1,

ho = X2x3 + kQSC% — X3 — 2]€2$2.

h

Pitaisi siis osoittaa, ettd h; = 0 kaikilla k:n arvoilla.
Jos AM on kulman puolittaja, niin

vi = (r1—a3)’ + (i —y3)® =

fo=(k*+1)23-1=0.
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Vastaavasti jos BN on kulman puolittaja, niin

y% = (z1 — 552)2 + (y1 — 92)2 =

fi= K>+ 122 =2k + 1)z +1=0.
Mutta nyt voidaan tarkistaa, etté
hi = (z2 — 1) fo + K*x3 1,
mika todistaa véitteen.

Téassé saadaan myos bonustulos. Huomataan, etta jos
« ja B ovat polynomin f; nollakohdat, ja jos oletetaan,
ettd o < B, niin

Il<a<l<pg<2

Tapaus « vastaa kuvaa 1, ja tapaus [ puolestaan ku-
vaa 2. Viite siis patee molemmissa tapauksissa, koska
polynomien kannalta laskut ovat samat. PA
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Kuva 2: Esimerkin 2 "vaihtoehtoinen” tilanne.

Edellisen esimerkin laskut ovat tietysti tyolaitd késin
laskien, mutta ne ovat sindnsé helppoja: lasketaan mil-
loin piste on suoralla, tai missd kaksi suoraa leikkaa
tai milloin kaksi janaa ovat yhtd pitkid. Lisdksi las-
kussa ei varsinaisesti tarvinnut keksid mitdén erityisia
nikseja: piti vain muotoilla haluttu viite polynomiyh-
tdlond h = 0, minka jilkeen kérsivallisesti laskettiin,
ettd tosiaankin h = 0.

Katsotaan sitten esimerkki, jossa esiintyy myo6s ympy-
ra. Tata varten on ensin kitevaa johtaa eréds kaava.

Diskriminantti

Alkeisgeometrian tehtdvissé usein esiintyy tilanne, jos-
sa suora sivuaa ympyrad. Katsotaan miten télle saa-
daan ehto. Olkoon annettu polynomi

2
f=caz” +c1x + ¢,

ja haluttaisiin tutkia, milloin f:l1l4 on kaksinkertainen
nollakohta. Olkoot nollakohdat a ja (; polynomin f
diskriminantti on

§=6(f) =ci(a—p)? =c? —depes.

Misté tuo viimeinen yhtasuuruus tulee? Muistetaan vii-
me kerralta [10], etté ei lasketa nollakohtia, vaan laske-
taan nollakohdilla. Koska « ja 8 ovat nollakohtia, niin

4+ e teg=c(z—a)zr—p) =

{Ol-f'ﬁ =—c1/c

af = cg/ca.

Toisaalta

2
coa” +cia+cy=0
{2 1 0

2Bt +e1f+co=0
ca(a? + B?) = —2¢o — c1(a + B) = —2¢o + ¢ /ca.
Siispé

5(f) = c3(a—B)* =c3(a®+ B> — 2ap) = § — deges.

Selvésti siis f:114 on kaksinkertainen nollakohta, jos ja
vain jos 6 = 0. Témén idean avulla voidaan laskea,
milloin suora sivuaa ympyréad. Olkoon annettu

e1x + ey +eg =0,
(z—p1)°+ (y—p2)> —r* =0.
Jos es # 0 ja eliminoidaan y, niin saadaan polynomi

fzczx2—|—clx—|—co =0,
2 2
cyg =e] te5,
2
c1 = 2(ereaps — €3p1 + e1eq),

2
co = (e2ps + )" +e3(p] —17).

Suora sivuaa ympyrid, jos suoralla ja ympyralld on
tasmaélleen yksi leikkauspiste. Talloin f:11a taytyy ol-
la kaksinkertainen nollakohta, joten sen diskriminantin
tédytyy olla nolla. Nyt suoraan laskemalla saadaan

5(f) = 3 — 4coey = —4e3dp,
o = (e1p1 + e2p2 + 60)2 — (e} +e3)r.

(1)

Oletuksen mukaan e # 0, joten suora sivuaa ympyréa,
jos 6o = 0. Jos oletettaisiin e; # 0 ja eliminoitaisiin x,
niin paadyttéisiin samaan tulokseen.

Huomaa, ettd ehto g = 0 tarkoittaa, ettd suoran
e1x + ey + eg = 0 kohtisuora etdisyys pisteestd p =
(p1, p2) on r. Joka tapauksessa tissi laskettiin tangent-
ti kdyttdmatta derivaattoja. Yleisemminkin voitaisiin
jonkin kéyrdn tangentti maaritelld ilman derivaattoja
vetoamalla leikkauksen moninkertaisuuteen. Siirrytaéin
nyt kuitenkin tarkastelemaan esimerkkeja.
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Esimerkkeja

Kuva 3: Esimerkin 3 tilanne.

Esimerkki 3. Seuraava tehtéva oli pohjoismaitten ma-
tematiikkakilpailussa vuonna 2007. Viitetaén, ettd ku-
van 3 tapauksessa

AP-BC =2AB- PC,

missé siis esimerkiksi AB on pisteitten A ja B véilinen
etaisyys.

Ensimmaéinen askel, kuten edellisessd esimerkissé, on
kirjoittaa todistettava vdite muodossa h = 0, missa h
on jokin polynomi.

Olkoon A origo, ja olkoon kx —y = 0 pisteitten A,
B = (22,y2), P = (z1,y1) ja C = (z3,y3) kautta kul-
keva suora.* Siispi

AP? = (1 + k*)a?

AB? = (1+ k?)a3,

BC? = (1+ k%)(22 — 23)*,
PC? = (1+k?)(x1 — x3)

Olkoon edelleen

. _ AP?-BC? —4AB?. PC?
B (1+ k2)2

= ,T%(.TQ — 163)2 — 4.’1?%(1}1 — 56‘3)2 = —h()hl,

ho = 2.’[21’3 — $1(.’E3 —+ .’EQ),

h1 = 2?[321‘3 + 1‘1(583 - 3$2)
Pitaisi siis osoittaa, ettéd joko hg = 0 tai h; = 0.

Valitaan T = (1,0), ja olkoot ympyrdn sidde r ja
S = (o, y0). Télloin pisteitten A ja S kautta kulke-
va suora on yoxr — oy = 0 ja ympyran yhtalo on

fo= =17+ (g =1 12 =0.
Kaavan (1) perusteella suora sivuaa ympyréé, jos

o = —yo(r*yo — yo + 2rxg) = 0.

4Jst4n harjoitustehtéviksi tapauksen, jossa ©1 = x2 = x3 = 0.

Koska gy # 0, niin saadaan yhtalot

Yo — yo + 2rzg =0
(30~ 1% + (g0 — )2 2 =0

(x )_ 1—72 2r
0,%) = 1+T2’1+7’2 .

Huomataan, ettd piste S on aina yksikkdympyrall:
23 +y2 = 1. Suora, joka kulkee T:n kautta, on muotoa
x4+ cy —1 =0, ja nyt sijoittamalla (xg,yo) saadaan,
ettd se kulkee myts S:n kautta, jos ¢ = r. Nyt piste
P = (z1,y1) saadaan ratkaisemalla

1
r1+ry1 —1=0 N T 1
kxl—ylzo Y = k
YTkl

Sijoittamalla pisteet B ja C' ympyran yhtdl66n néh-
déan, ettd xo ja x3 ovat polynomin

f=E+ D)2 =2kr+ 1Dz +1

nollakohdat. Siis zo + 23 = 2(kr + 1)/(k* + 1) ja
rox3 = 1/(k? + 1), joten

21 2(kr+1)
k241 kr+1 k241

ho =0,

ja véite on todistettu.

Téastd saadaan myo6s bonustulos, kuten edellisessiakin
esimerkisséd. Huomaa, ettd missdéan vaiheessa ei tarvit-
tu sitd, onko xe < 3 vai xs < xs. Toisin sanoen, jos
“vaihdetaan” B ja C, niin tulos on edelleen voimassa:

AP-BC =2AC - PB.

Kuva 4: Esimerkin 4 tilanne.
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Esimerkki 4. Toinen samantyyppinen esimerkki 16ytyi
oppaasta [6, s. 56], kuva 4. Hauskasti téssid saadaan
sama ympyran yhtalo kuin edellisessé esimerkissa.

Olkoot « kulma BPD ja § kulma DPC. Viitetdén,
ettd itse asiassa a = (3. Olkoon

h = sin(a — ),

ja haluttaisiin siis osoittaa, ettd h = 0. Nyt h pitaisi
ilmaista jotenkin polynomina.

Olkoot B origo, D = (1,0), C = (x0,0), A = (x1,91) ja
P = (x2,y2). Olkoon edelleen r ympyran side, jolloin
I =(1,r), ja ympyrin yhtalo on taas

fo=(@—17+(y—r?—r*=0.

Olkoon @ = (z3,0) ja olkoot 8y kulma BPQ, 6; kul-
ma QPD ja 0y kulma QPC. Selvisti o« = 0y + 01 ja
B = 05 — 61. Merkitadn

Co = COS(@Q), So = sin(00),
¢ =cos(y), s1 =sin(6y),

co =cos(f3), so =sin(fy).

Kiyttien hyviksi sité, ettd ¢ +s5 —1 = 0, voidaan nyt
suoraviivaisesti laskea, etté

h = (1—25%)(sgco — s2c0) + 2¢151(8082 + coca).

Nyt h on polynomi ja voidaan edetd kuten edellisissa
esimerkeissé.

Olkoot edelleen
dy = a3 + 3,
di = (1 —x2)* + 43,
d3 = (zo — 22)* + 3.
Siispa,
== .’£2/d0,

(1 —x2)/dy,
S9 = (31‘0 — l‘g)/dg.

co =y2/do, So
C1 =y2/d1, S1
c2 =Ya/ds,

Sijoittamalla ndmé& saadaan

dod2dsh
Y2

= 2(1 — xa)y3 + di (222 — o) — 225 +
6235 — 2(zo + 2)xa + 230

= (2 — 20)y2 + (2 — x0) w2 — 225 + 0.

h() =

Nyt ollaan jo pddsty eroon kulmamuuttujista. Lisdk-
si zg on parametri, joka voidaan valita vapaasti, joten
ho:n pitaisi olla nolla kaikilla xq. Pitéisi vield laskea
(22, Y2).

Pisteen D kautta kulkeva suora on x + kgy — 1 = 0 ja
pisteen I kautta kulkeva suora, joka on kohtisuorassa
tétd suoraa vastaan, on kox —y + r — kg = 0. Siispa

_k%*ko’r‘i’l
@3+ koys =1 =0 D R -
kory —yo + 1 —ko =0 Yo = —

k2+1

Téasté saadaan

(kg +1)
T

hi = ho = (2]{?0 - r)xo + 2r — 2kq.

My6s r on parametri, joka voidaan valita vapaasti, jo-
ten pitéisi osoittaa, ettd hy = 0 kaikilla zy ja r. Pitda
vield laskea k.

Suora xz+k1y—xo = 0 kulkee pisteen C kautta, ja pitéisi
laskea k; siten, ettd suora sivuaa ympyrad. Kaytetdan
taas kaavaa (1):

50 = (IO — 1)2 - 7’2 + 2]{317‘(1 - Io) = 0,
(29 —1)% — r?

M= e = 1)

Esimerkin 3 perusteella pisteitten A ja B kautta kul-
keva suora on

2rz — (1 —7r?)y =0,
joten nyt voidaan laskea A:n koordinaatit:
2rey — (1 —72)y; =0
2r(zo — 1)(z1 — o) + ((wo — 1)* = r?)yy = 0

(1 —7r?)(xo—1)
o —12—1

27"(1‘0 — 1)

x9—12 -1

Tr, =

Y1 =

Téasté sitten saadaan
1—z1  r(zg—2)
ko = = .
Y1 2(zo — 1)

Sijoittamalla kg h1:n lausekkeeseen nahdéan, ettd hy =
0, mika todistaa véitteen. PA

Polynomit ja Eukleideen geometria:
teoria

Edelld polynomit tulivat esille erdénlaisena laskennalli-
sena tyokaluna. Konkreettisessa ongelmassa systemaat-
tisesti laskettiin polynomien avulla, mika johti ratkai-
suun. Polynomit kuitenkin valaisevat myos Eukleideen
systeemin teoreettisia ominaisuuksia. Esimerkiksi ma-
temaatikkoja varsin pitkdédn vaivasi seuraava ongelma:
voidaanko luku /2 konstruoida harpilla ja viivottimel-
la?
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Polynomien avulla ndhdddn varsin helposti, ettd ta-
mé on mahdotonta. Alkeisgeometrian konstruktioissa
“uusia” pisteitéd saadaan joko suorien leikkauspisteesté,
suoran ja ympyréin leikkauspisteesté tai kahden ympy-
ran leikkauspisteistd. Pitda siis tarkistaa ndmé kolme
tapausta:

1. Kahden suoran leikkaus:

a1z + b1y + ¢ =0,
asx + bay + co = 0.

Jos luvuissa a;, b; ja c; ei esiinny kuutiojuuria, niin
niita ei selvésti voi ilmestyé lukuihin x ja y.

2. Suoran ja ympyrén leikkaus

ar+by+c=0,
(z —20)? + (y —y0)* —1° =0,

Nyt saadaan, etta

r = hl(aab7 c, 55071107T) + \/hQ(a7b7 C, x07y07r)7
y = —(azx +c)/b,

missé hy ja ho ovat rationaalifunktioita, siis funk-
tioita, jotka ovat muotoa p/q, missi p ja ¢ ovat po-
lynomeja. Jalleen jos vakiot eivit alunperin sisalla
kuutiojuuria, niin myoskaédn x ja y eivit sisélla kuu-
tiojuuria.

3. Kahden ympyrén leikkaus

fi=(x—20)*+ (y—yo)® — 13 =0,
fo=(@—21)’+@y—wn) —r7

Tésta saadaan

fi— fa=2(z1 — x0)x +2(y1 — yo)y +d,
missa

d=af —ag+yi —yg +ri — 5.
Mutta f3 = f; — fo = 0 on suoran yhtéld, ja kos-
ka systeemi f; = fo = 0 on ekvivalentti systeemin
f1 = f3 = 0 kanssa, niin t4&mé tapaus palautuu ta-
paukseen 2.

Téasmaéllinen lause, jossa yleisemminkin karakterisoi-
daan, mitkd luvut saadaan harpilla ja viivottimella,
loytyy kirjasta [2, Theorem 10.1.6]. Lauseen todistus
perustuu tdysin yll& mainittuihin kolmeen kohtaan.

Téastd muuten myos ndhdédén, ettd viivotin on turha:
kaikki konstruktiot voidaan tehdéa pelkédstdan harpilla.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Computational_geometry

Shttps://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Menaechmus/

"https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Archimedean_spiral
8https://en.wikipedia.org/wiki/Tractrix
Yhttps://en.wikipedia.org/wiki/Conchoid_of_Diirer

Tamaé seuraa kohdasta 3: koska kahden ympyrén "ero-
tus” on suora/viivotin, niin viivotinta voidaan aina "si-
muloida” ympyroilld /harpeilla.

Tavallaan voisi sanoa, ettd Eukleideen systeemi oli jo-
tenkin sopivasti seké yksinkertainen ettd monipuolinen.
Yksinkertainen siind mielessé, ettd systeemin kokonai-
suus ei levinnyt késisté, ja monipuolinen siind mielessé,
ettd systeemin avulla kuitenkin saatiin paljon mielen-
kiintoisia tuloksia.

Eukleideen systeemissé otettiin kaksi kayréa, suora ja
ympyré, erddnlaisina annettuina muotoina, tai algorit-
misesti erddnlaisina alkeisoperaatioina, jotka voidaan
aina tehda aarellisessé ajassa. Eukleideen konstruktion
vaativuus voitaisiin nyt ajatella (painotettuna) sum-
mana tehtdvissa tarvittavista viivotin- ja harppiope-
raatioista. Uskoisin, ettd Eukleides, kuten nykymate-
maatikotkin, olisi pitdnyt konstruktiota eleganttina, jos
siind on mahdollisimman véhan alkeisoperaatioita. Ny-
kyisin tdménkaltaisia kysymyksid tutkitaan laskennal-
lisessa geometriassa.’

Eukleideen systeemin laajentaminen yleisempien taso-
kéyrien analyysiin on kuitenkin hankalaa. Nythin esi-
merkiksi voitaisiin ajatella, ettd paraabelin piirtdminen
olisi myos alkeisoperaatio. Tastéa saadaan selvésti vah-
vempi systeemi, koska kuutiojuuri saadaan nyt helpos-
ti: paraabelit

y—$2:O,
r—2y2=0

leikkaavat origon lisdksi pisteessé (\3@, \?/ZI) Tiettéa-
viisti Menaechmus® ratkaisi kuutiojuuriongelman juuri
néin kahden paraabelin leikkauksen avulla noin vuonna
350 eaa.

Mutta kuinka vahva nédin saatu systeemi olisi? Mité
kaikkea téllaisella systeemilld voisi tehda? Koska ei ol-
lut mitdan algebrallista tai muutakaan tapaa tarkas-
tella yleisid kdyrid, niin monilla kéyrilld oli jonkinlai-
nen mekaaninen tai kinemaattinen maéaritelmé. Arkhi-
medeen spiraali saadaan, kun kiinnitetddn teleskooppi-
vavan toinen péa origoon, minka jalkeen vavan pituus
kasvaa vakionopeudella ja vapa pyorii vakiokulmano-
peudella.” Traktriz puolestaan saadaan, kun vedetdsn
pulkkaa narusta.®

Albrecht Direr jopa konkreettisesti rakensi laitteen,
jolla voidaan piirtda eréds kayra, jota nykydédn luonnol-
lisesti sanotaan Diirerin kdayrdksi (Direr’s shell curve
tai conchoid of Diirer).” Kuva 5 on periisin Diirerin
kirjasta Underweysung der Messung vuodelta 1525 [4].


https://en.wikipedia.org/wiki/Computational_geometry
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Menaechmus/
https://en.wikipedia.org/wiki/Archimedean_spiral
https://en.wikipedia.org/wiki/Conchoid_of_D%C3%BCrer
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le bois horizontal et trés rapprochées 1'une de

’autre. II faut les graduer comme la rég

horizontale en commengant 2 les numérotet

par le bas. Puis, fabrique une languette tré

fine, longue ou courte selon ton désir, @

attache a 1’extréme bout une petite 1o

[M capable de tourner qui s’adapte 2 la rainu

p creusée au milieu du bois horizontal ab, dan

¥ laquelle elle est censée aller et venir. Puis

» glisse la languette entre les deux régles, I&

4 pointe étant dirigée vers b et la roue 2 I'extrés
h
I

39

mité inférieure placée au milieu de la rainun
L:5 du bois horizontal, vers 1’extrémité a sur le
W premier point 1. Place la languette glissée
entre les deux régles également sur le point
9| le plus bas. Lorsque tu déplaces la roue I¢
W long de la régle du bas, veille a ce que la
16l guette entre les deux réglettes monte d’autan
151 Lorsque tu auras parcouru la régle avee
i roue, la pointe de la languette aura correcte
5t ment décrit la ligne cherchée. Cette mienne
conception, je 1'ai représentée ci-contre 2,

Kuva 5: Diirerin laite. Tarkkaan ottaen Diirerin kdy-
rassd on kaksi haaraa, mutta laite antaa niistd vain
toisen.

Nyt voitaisiin kysyé, voidaanko esimerkiksi Arkhime-
deen spiraali konstruoida, jos kaytossd on suorat, ym-
pyréat ja paraabelit? Tai voidaanko paraabeli konstruoi-
da, jos on suorat, ympyrit ja spiraalit? Ylipdatdan
tasokayriin liittyvissd ongelmissa tangentin laskemi-
nen/méaérittdminen oli luonnollinen ja usein esiintyvé
tehtédva. Ympyrélle tangentti saadaan Eukleideen sys-
teemilld, mutta kaikille muille kéyrille tdmé oli vaike-
aa. Kaiken lisdksi jos yhdelle kayrélle saatiin tangent-
ti, niin tasta ei ollut valttdméattd mitddn hyotya, kun
tarkasteltiin jotain muuta kdyrdd. Jokainen kéyra vaa-
ti oman teoriansa. Ei siis ole ihme, ettd klassinen geo-
metria ajautui umpikujaan. Geometrian umpikujavaihe
kestikin sitten noin 1500 vuotta, kunnes analyyttinen
geometria ja differentiaalilaskenta muuttivat kaiken.

Eukleideen systeemi ja opetus

Vaikka Eukleideen systeemi ei mitenkdan rajoitu geo-
metriaan, niin nykydan on tapana puhua nimenomaan
Eukleideen geometriasta ja esittda kaikki muu materi-
aali moderneja kasitteitd ja merkintoja kayttaen. Esi-
merkiksi Alkeitten toisen luvun 7. lause osoittaa, etté

2 +y? =2zy+ (z —y)?

ja algoritmi suurimman yhteisen tekijan laskemiseksi
on Alkeitten 7. luvun toisessa lauseessa.'® Tuskinpa
kukaan pitéisi mielekkddnd todistaa tai edes muotoil-
la néité tuloksia kuten Eukleides. Samoin Pythagoraan

10http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/toc.html

lause (1. luvun 47. lause) voidaan helposti todistaa vek-
toreitten avulla.

Hiukan paradoksaalisesti siis usein painotetaan Euklei-
deen systeemin aksiomaattista luonnetta, vaikka kaikki
tehtdvit mitd opetuksessa/kilpailuissa kdytetaan ovat
intuitiivisesti geometrisia, siis sellaisia, joista voi piir-
tda mielekkdan ja mielenkiintoisen kuvan. Esimerkking
epailyttavasta tehtavasta olisi vaikkapa luvun

Y S

konstruointi. Eukleideen systeemissé tdmaé voidaan sel-
vasti tehdé. Tietddkseni tdhan lukuun ei liity mitdan
erityistd geometrista (tai muutakaan) ominaisuutta, ja
luulisin, etta lukija nimenomaan intuitiivisesti (eiké ak-
siomaattisesti) ymmértdi, mitéd tarkoitan geometrisella
ominaisuudella.

Tamén takia ei oikeastaan opetuksen kannalta ole var-
sinaista merkitysta silld, ettd aksioomasysteemid piti
hiukan paikata, kun taté sitten 1800-luvun lopussa mo-
dernista ndkokulmasta tarkemmin analysoitiin [5, 7].
Esimerkiksi Eukleides heti ensimmaéisen luvun ensim-
méisen lauseen todistuksessa olettaa erdita asioita, jot-
ka eivat seuraa aksioomista, mutta jotka ovat intuitii-
visesti ja visuaalisesti selvié.

Eukleideen geometriaa voidaan tavallaan pitdéd erdén-
laisena pelind. Kuten edelld oli puhetta, pelin sdannot
ovat riittavan yksinkertaiset, ja opetuksen kannalta on
mielenkiintoista, ettd pelin kulku (eli eteneminen sal-
littujen siirtojen puitteissa kohti haluttua tavoitetta)
voidaan visualisoida piirrosten avulla. Tietenkin kaik-
kiin Eukleideen konstruktioihin voidaan liittda jokin
kuvio, mutta peliin valitaan vain sellaisia tehtavia, joil-
la on "oikeasti” intuitiivinen geometrinen sisilto, jol-
loin my0s pelaaja kokee mielekké&dksi hahmottaa tilan-
netta kuvan avulla visuaalisesti.

Lisdksi todistettavien tulosten vaikeusaste vaihtelee
suuresti, joten pelid voidaan pelata eri tasoilla (vai pi-
taisikd nykyddn sanoa leveleilld). René Thom ilmaisee
asian nain [8]:

Only those topics which have a quality of "play” ha-
ve educational value, and of all such games, Eucli-
dean geometry, with its constant references to un-
derlying intuitively understood fundamentals, is the
least gratuitous and the richest in meaning.'!

Lopuksi

Esimerkeissé tarkasteltu laskennallinen ratkaisumene-
telmé voi olla hyvin ty6las késin laskien; etenkin esi-

11Sana play on ehké lainausmerkeissi sen takia, etté sitd vastasi alkuperdisesss kirjoituksessa ludique, miki viittaa nimenomaan

leikkimiseen eikd pelaamiseen.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/toc.html
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merkin 4 ratkaisu késin tuolla tavalla olisi ollut kéy-
tdnnossd mahdotonta ainakin jossain kokeessa tai kil-
pailussa. Toisaalta kaikki yll& olevat laskut olivat hyvin
helppoja esimerkiksi wxMaximalla, tai jollain muulla
laskentaohjelmalla. Ne olivat nimenomaan vain tyoclai-
td, mutta periaatteessa helppoja, kuten vaikkapa kah-
den hyvin ison kokonaisluvun tulon laskeminen. Ai-
noa ongelma on ldhinnd, ettd jos ei ole tottunut tal-
laiseen ongelmanratkaisuun, niin tarvittavien muuttu-
jlen/parametrien suuri méaara voi alussa sekoittaa.

Esimerkeissd 2, 3 ja 4 ei siis tarvinnut kdyttdd varsi-
naista geometrista intuitiota, vaan todistuksessa edet-
tiin systemaattisesti ikdén kuin lopusta alkuun. Ensin
muotoiltiin haluttu véite polynomiyhtalénd h = 0. Sit-
ten katsottiin, mistd muuttujista h riippuu, laskettiin
muuttujien arvot, ja lopuksi havaittiin, ettd todellakin
h = 0 pétee. Kehotan lukijoita vertaamaan ”alkuperéi-
siin” todistuksiin. Varmasti jotkut pitdvit geometrista
todistusta parempana, ehképé esteettisisté syista. Ja-
tdn harjoitustehtéavéiksi vield sen pohtimisen, saadaan-
ko bonustulokset helposti perustapauksen todistukses-
ta vai pitadko aloittaa kaikki alusta.

Geometrinen todistus voi vaatia jonkin nappérén idean
keksimisté, ja tdllaisen idean 16ytdminen onkin palkit-
sevaa, ja parhaassa tapauksessa idean ymmértdminen
auttaa hahmottamaan yleisestikin tietynlaisia tehta-
vatyyppejd. Toisaalta varmaankin jokainen lukija, ku-
ten miné, on joskus (tai ehké pikemminkin aivan liian
usein) tuskaillut jonkin ongelman parissa, etsien tur-
haan sitd ndppéaraé ideaa. Téallaisissa tilanteissa aina-
kin minusta on kivaa, ettd on menetelmé, jonka avulla
ratkaisu varmasti 10ytyy.

Tietysti jos pelin sddnnot vaativat Eukleideen systee-
min kdyttdmistd, niin sitten pitdé pelata sddntéjen mu-
kaan. En tiedd hylataanko kilpailuissa vastaus, jos kéy-
tetdan 7vadrid” menetelmid? Joka tapauksessa jos jos-
sain ikddn kuin luonnollisessa projektissa tulee vastaan
geometrinen osaongelma, niin uskoisin, ettd polyno-
mien kdyttdminen olisi varsin luontevaa, koska tyypil-
lisesti pelkkéd Eukleideen geometria ei kuitenkaan riita
koko ongelman ratkaisuun.

Ensi kerralla palataan algebrallisempiin aiheisiin, ja

katsotaan, miten jakolaskun avulla voidaan analysoi-
da polynomiepéyhtéloité. Lisaksi tutustutaan erdéseen
varsin moderniin menetelméén, jota on viime aikoina
tutkittu paljon, ja jolla on yhteyksid myos konveksiin
geometriaan ja optimointiin.
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