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Johdanto

Tassa kirjoituksessa tarkastellaan ranskalaisen matemaatikon Augustin-Louis Cauchyn (21.8.1789 -
23.5.1857) mukaan nimettyad yksinkertaista funktionaaliyhtdlod f(x + y) = f(x) + f(y) ja pyritdan
selvittdmadn, millaiset reaalimuuttujan reaaliarvoiset funktiot f toteuttavat tdman kaikilla reaalilu-
vuilla x ja y. On helppo osoittaa, ettd tallaisille funktioille on f(gx) = qf (x) Kkaikilla rationaaliluvuilla g
ja kaikilla reaaliluvuilla x. Koska reaalilukuja voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti rationaali-
luvuilla, voi olla houkuttelevaa ajatella, etta tallaisille funktioille f(rx) = rf(x) on voimassa kaikilla
reaaliluvuilla r ja x. Mutta tama ei pida paikkaansa ja osoittautuu, ettd funktiot, joille ndin ei ole, ovat
varsin mielenkiintoisia.

1. Additiivisuus ja lineaarisuus

Maaritelma 1: Funktio f: R — R on additiivinen, jos se toteuttaa Cauchyn funktionaaliyhtdlon

fx+y)=fx)+f(y) (1)

kaikilla x € R ja kaikilla y € R.
Additiiviselle funktiolle f patee siten f(2x) = f(x + x) = f(x) + f(x) = 2f (x) ja yleisemminkin
Lause 1: Jos funktio f: R — R on additiivinen, on

f(ax) = qf (%) (2)
kaikilla g € Q ja kaikilla x € R.
Todistus: Oletetaan siis, etta funktiolla f: R — R on ominaisuus (1).
Olkoon x mielivaltainen reaaliluku. Todistetaan taydelliselld induktiolla, etta

f(nx) = nf(x) (3)

kaikilla n € N. Ensiksikin f(1x) = f(x) = 1f(x), ja jos oletetaan, ettd f(nx) = nf(x), patee maaritel-
man 1 perusteella

f((n+1Dx) = f(nx +x) = f(x) + () = nf () + f(x) = (n+ 1Df (x)

Seuraavaksi todetaan, ettd (1):n perusteella

£(0x) = £(0) = £(0) + £(0) — £(0) = (0 +0) = £(0) = £(0) — £(0) = 0 = O (x)
siis

f(0x) = 0f (x) (4)
Jos m on negatiivinen kokonaisluku, on —m luonnollinen luku ja (1):n, (3):nja (4):n mukaan
f(max) = f(mx) + f (—=mx) — f(—=mx) = f(mx + (~mx)) — (~m)f (x)
= £(0) + mf (x) = 0 + mf (x) = mf (x)



Nain on osoitettu, etta
f(mx) =mf(x) (5)
kaikillam € Z ja kaikilla x € R

Lopulta, jos g € Q, on g = m/n, missim € Zjan € Nja (5):n mukaan

@0 = f(Tx) == (m2) ==mf (3) = =nf (5) = =F () ==/ () = af )

Jokaisella additiivisella funktiolla f on siis ominaisuus (2), mutta toteutuuko yhtalo f(rx) = rf(x) jo-
kaiselle additiiviselle funktiolle f ja kaikille reaaliluvuille r ja x? Tdman selvittimiseksi otetaan kayt-
toon lineaarisen funktion Kkasite.

Maaritelma 2: Funktio f: R — R on /ineaarinen, jos on olemassa c € R siten, etti
f(x) =cx (6)
kaikilla x € R.
Nyt voidaan todistaa:
Lause 2: Funktio f: R — R on lineaarinen, jos ja vain jos
farx) =rf(x) (7)

kaikilla r € R ja kaikilla x € R.

Todistus: Oletetaan ensin, ettd funktio f on lineaarinen, jolloin on olemassa ¢ € R siten, etta jokaiselle
x € R patee f(x) = cx. Sijoittamalla yhtaloon (6) x:n paikalle rx, saadaan

flrx) =crx =rcx =rf(x)

Oletetaan toiseksi, ettd funktio f toteuttaa yhtdlon (7) kaikilla r € R ja kaikilla x € R, jolloin sijoitta-
malla (7):44n r:n paikalle x ja x:n paikalle 1 saadaan

fO)=flx-1) =xf(1) =f(Dx
ja f(1) on maaritelman 2 reaaliluku c.
Termi lineaarinen tulee siitd, etta tallaisen funktion kuvaaja on origon kautta kulkeva suora.
Madritelmasta 1 seuraa valittomasti:
Lause 3: Jokainen lineaarinen funktio f: R — R on additiivinen.
Todistus: Jos ¢ € R, x € Rjay € R, niin sijoittamalla yhtdl66n (6) x:n paikalle x + y saadaan

fG+ty)=cx+ty)=cx+cy=f(x)+f()

Mutta onko jokainen additiivinen funktio lineaarinen? Kohdassa 3 osoitetaan, ettd ei ole. Mutta sita
ennen tutustutaan hieman additiivisen ei-lineaarisen funktion ominaisuuksiin.



2. Additiivisen ei-lineaarisen funktion ominaisuuksia
Lause 4: Jos funktio f: R — R on additiivinen ja ei-lineaarinen, sen kuvaaja on tihed koko tasossa.

Tassa "kuvaaja on tihed koko tasossa” tarkoittaa, ettd tason R? jokaisen pisteen jokaisessa avoimessa
ympadristdssd on ainakin yksi funktion kuvaajan piste. Vield tasmallisemmin ilmaistuna: jokaisella
tason pisteelld (a, b) ja jokaisella positiivisella reaaliluvulla 7 on olemassa x € R siten, ettd funktion f
kuvaajan pisteen (x, f (x)) etaisyys pisteesta (a, b)

d=y(x-a)?+ (f(x) - b)?
on pienempi kuin r.

Lauseen 4 todistus: Valitaan mielivaltainen tason piste (a, b) ja mielivaltainen positiivinen reaaliluku r
ja oletetaan, ettad funktio f on additiivinen eli silli on ominaisuus (1), mutta se ei ole lineaarinen eli
silla ei ole ominaisuutta (6).

Pistettd (a, b) lahelld olevan funktion f kuvaajan pisteen (x, f (x)) loytamiseksi todetaan aluksi, etta
kaikille rationaaliluvuille g4 ja g, ja kaikille reaaliluvuille x; ja x,, on tason piste

Pyixranr, = (@1%1 + G20, @1 f (x1) + q2f (%)) (8
funktion f kuvaajan piste, silld lauseen 1 ja maaritelmén 1 mukaan
(q1x1 + q2%2,q1f (1) + QZf(Xz)) = (Q1x1 + q2%2, f(q1%1) + f(Qsz))
= (121 + 22, f(Q1%1 + G2%2))

Pitaa siis 16ytaa reaaliluvut x,; ja x, seka rationaaliluvut g, ja q, siten, ettd pisteen P y q,x, X-koordi-
naatti g, x, + g,x, on lahelld a:ta ja y-koordinaatti q, f (x1) + q,f (x;) lahella b:ta.

Valitaan ensin mielivaltainen x € R\{0}. Koska fei ole lineaarinen, on maaritelman 2 mukaan jokai-
selle ¢ € R olemassa x € R siten, ettd f(x) # cx. Koska x; # 0, voidaan valita ¢ = f(x;)/x4, jolloin on
olemassa x, € R siten, ettd

Fe) =150,
X1
jolloin x f (xz) # x2f(x1) ja
x1f(xz2) = x2f (1) #0 9)

Reaaliluvut x; ja x, on nyt valittu. Pitaa vield 16ytda rationaaliluvut g, ja g, joille pisteen Py y q,x, X-
koordinaatti q;x; + g,x, on ldhelld a:ta ja y-koordinaatti q; f (x1) + q,f (x) lahella b:ta. Tassa tarkoi-
tuksessa etsitdan ensin reaaliluvut x ja y, joille

xx, +yx, =a
(10)
xf(x) +yf(x) =b



Kun kerrotaan ylempi yhtaloista (10) luvulla f(x;) ja alempi luvulla —x, ja lasketaan yhtalot puolittain
yhteen, saadaan

f(xg) xxy + f(xa)yx, = f(xz)a
—x2xf (x1) — %29 (x2) = —x2b
x1f (3¢2)x — x2f (x1)x = af (xz) — bx;
(xlf(xz) - xzf(xl))x = af (xz) — bx,
Koska x; ja x, oli valittu niin, ettd epayhtalo (9) patee, saadaan tastd jakamalla x:n kertoimella

x = af(x;) — bx,
x1f (x2) — x2f (x1)

Vastaavasti y ratkaistaan kertomalla ylempi yhtéloista (10) luvulla —f(x;) ja alempi luvulla x,, laske-
malla yhtalot puolittain yhteen seka ratkaisemalla

_ bx; — af(xl)
Y = f G — xaf ()

Nain saadut x ja y eivat kuitenkaan ole valttimatta rationaalilukuja, joten sijoittamalla yhtal6on (8)
pisteen P, x 4,x, Koordinaatteihin g;:n paikalle x ja g,:n paikalle y ei aina saada funktion f kuvaajan
pistettd. Mutta nyt riittdakin 16ytda rationaaliluku q; niin lahelta x:43 ja rationaaliluku g, niin ldhelta
y:t4, ettd pisteen Py » q,x, €tdisyys pisteesté (a, b) on pienempi kuin alussa valittu mielivaltainen posi-

tiivinen reaaliluku r.

Rationaalilukujen joukko on tihea reaalilukujen joukossa, eli jokaisen reaaliluvun jokaisessa avoimessa
ympadristdssa on ainakin yksi rationaaliluku. Tama tarkoittaa, ettd olipa § mika tahansa positiivinen re-
aaliluku, niin on olemassa rationaaliluku g, siten, ettd |q; — x| < & ja kun oli valittu x; # 0, niin

lgr = xllx1] < &lxq] (11)
Talloin on myds
lgs = xl1f Ce)| < 81f (xa)l (12)
Samoin on olemassa rationaaliluku g, siten, ettd |q, — y| < 6, jolloin
lgz = yllx2| < 6lx,] (13)
ja
lg2 = yIIf (x| < 61 (x2)] (14)

Kolmioepayhtdlonad tunnetun reaalilukujen ominaisuuden mukaan kaikilla a € R ja kaikilla b € R on
la + b| < |a| + |b].

Yhtaloparin (10) ensimmaista yhtdloa, kolmioepayhtéloa ja epayhtaloita (11) ja (13) kayttaen saa-
daan

|q1x1 + q2x; — al = |q1%1 + q2x; — xx1 — yx| = [(q1 — x)x1 + (q2 — Y)x2|

4



< (g1 = 0)x1] + 1(g2 = Y)x2| = g1 — x[|x1] + [q2 = yllx2| < 8lx1] + 6lxz |
= 6(|xq| + |x21)
Yhtaloparin (10) toista yhtaloa, kolmioepayhtaloa ja epayhtaloita (12) ja (14) kayttden saadaan
lg1f (x1) + q2f (x2) = bl = [q1f (x1) + q2f (x2) — xf (x1) = yf (x2)| = (g1 = 2)f (x1) + (g2 — y)f (x2)|
< (g1 =) f Gl + 10z = Y)f ()l = lgr — x[If )l + lgz = yIIf O < 81F (el + 81f (x2) ]
= 6(lf Gl + 1f (x2)D

Néin valituilla luvuilla g4, x4, g2 ja x, on piste Py x q,x, = (q1x1 + q2%2,q1f (x1) + qu(xz)) funktion f
kuvaajan piste. Sen ja pisteen (a, b) vilinen etdisyys on

d = (g1 + qax2 — )2 + (q1f (¥1) + 42f (62) = b)? < V82(xe| + 12 1)? + 82(1f (e + If (x2)1)?

= 8y (el + Ix21)? + (f ()| + I (e )
on pienempi kuin edelld valittu pisteen (a, b) avoimen ympériston mielivaltainen side r > 0, jos

r

6 <
Vxal + 122 + (f Gel + 1 Ge) )2

Lause 4 on nain todistettu.

On siis osoitettu, ettd jos funktio on additiivinen, sen kuvaaja on joko origon kautta kulkeva suora tai
pistejoukko, joka on tihed koko tasossa.

Mielenkiintoista on erityisesti se, ettd tason jokaisen pisteen jokaisesta avoimesta ymparistosta ei 1oy-
dy ainoastaan yhtd, vaan itse asiassa ddrettdéman monta funktion f kuvaajan pistettd. Taman todista-
miseksi tehddéan vastaoletus: on olemassa tason piste (a, b) ja silla r-siteinen avoin ymparisto

U((a,b),r) = {(x, y) € R? |\/(x —a)2+(y—h)2< r},

jossa on vain aarellinen maara funktion f kuvaajan pisteité, pisteet (xy, f (xl)), s (X0, f (xn)). Valitaan
piste (¢, d) € R?, joka ei ole mikiin pisteista (xl,f(xl)), ) (xn,f(xn)) ja on etdisyydella r/2 pisteesta
(a, b). Seuraavaksi valitaan pisteelle (c,d) avoin ymparisto U((c, d), ro), jonka sade r, on pienin

pisteiden (xy, f (xl)), wer (0, f (xn)) pisteesta (¢, d) mitatuista etaisyyksista ja luvusta r/2

7o = min {\/(xl — )2+ (f(xy) — )2, Oy — )2 + (f (%) — d)Z;T/Z}'

Niin saadaan kokonaan avoimen ymparistén U((a, b),r) sisdlla oleva pisteen (c,d) avoin ymparisto
U((c,d), ro), jossa ei ole yhtaan funktion f kuvaajan pistettd, koska pistetta (c, d) lahin kuvaajan piste
on siitd vahintaan etdisyydella r,,.

Lauseesta 4 seuraa heti, ettd jos yhdelldkin tason pisteelld on avoin ymparistd, johon ei kuulu yhtdan
additiivisen funktion f kuvaajan pistettd, niin f on lineaarinen. Nain ollen esim. yhdellakin avoimella
valilld ylhaalta (tai alhaalta) rajoitettu additiivinen funktio on lineaarinen. Jos nimittdin on olemassa
M € Rjaavoin vali |a, b siten, ettd f(x) < M kaikilla x € ]a, b[, niin pisteen



a+bM+b—a
(M5

(b — a)/2-sateisen avoimen ympariston U joKkaiselle pisteelle (x, y) patee

a+b2+ u b—a2<b—a
(x 2) (y 2) 2

joten

ja

2 < 2
b—a b—a

b-a wmib=e . M+
2 2 ~VST 2

M<y<M+b-a

Koska siis ympariston U jokaiselle pisteelle (x,y) patee a < x < bjay > M, ei ymparistossd U voi olla
yhtddn funktion f kuvaajan pistettd (x, f (x)), silla f(x) < M kaikilla x € ]a, b[.

Erityisesti additiivinen funktio on lineaarinen, jos se on jatkuva yhdessakin pisteessa x, € R. Jatkuvuu-
den maaritelmdsta seuraa nimittdin talloin, ettd esim. luvulle 1 on olemassa positiivinen reaaliluku &
siten, ettd kun |x — x| < 6, niin |f(x) — f(xy)| < 1. Tasta puolestaan seuraa, ettd avoimella valilla
Jxg = 8,x0 +8[on f(x) — f(xg) <1lelif(x) <1+ f(x9) jaf on siis ylhaalta rajoitettu.

3. Additiivisen ei-lineaarisen funktion olemassaolo

Nyt tiedetddn, millaisia additiiviset ei-lineaariset funktiot voivat olla. Mutta onko sellaisia olemassa?

Kysymys palautuu ns. valinta-aksioomaan, joka sanoo, ettd jos F on mika tahansa kokoelma ei-tyhjia
joukkoja, niin voidaan valita joukko S, jossa on tdsmalleen yksi alkio jokaisesta kokoelman F joukosta.

Tallaisen joukon S olemassaolo on selvda ilman valinta-aksioomaakin, jos kokoelmassa F on ainoas-
taan aarellinen maara joukkoja. Esim. jos F = {{1}, {2},{1,10,495},{18, 6174}}, voidaan valita joukko



S ={1,2,495,18}. Valinta-aksioomaa ei tarvita myoskaan, jos on olemassa sidanto, jonka mukaisesti
valinnat tehddan. Esimerkiksi tallaisesta kdy luonnollisten lukujen joukon N kaikkien osajoukkojen
kokoelma 2V, kun sdintd on, ettd jokaisesta osajoukosta valitaan sen pienin luku. Mutta kannattaa
huomata, ettd ainakaan tima sdantd ei tule kyseeseen, jos F on reaalilukujen joukon R kaikkien
osajoukkojen kokoelma 2R. Tahidn kokoelmaan kuuluu nimittiin esim. rationaalilukujen joukko Q,
jossa ei ole pieninta lukua.

Oletetaan, etti valinta-aksiooma on voimassa. Additiivisen ei-lineaarisen funktion olemassaolon todis-
tamisen kannalta tiarkeda on, ettd yksi valinta-aksiooman seurauksista on

Lause 5: On olemassa reaalilukujen joukon osajoukko B siten, ettd jokainen reaaliluku x voidaan
esittdd yksikdsitteiselld tavalla ddrellisen monen joukkoon B kuuluvan luvun x4, :--, x,, rationaali-
lukukertoimi-sena lineaarikombinaationa, siis muodossa

X = q1x1 + -+ qnxn:
missd {qq,*, g} S Qja{xq, -, x,} S B.

Joukkoa B kutsutaan reaalilukujen Hamelin kannaksi saksalaisen matemaatikon Georg Karl Wilhelm
Hamelin (12.9.1877 - 4.10.1954) mukaan.

Lauseen 5 todistus menee niin syville joukko-opin perusteisiin, ettd se joudutaan tdssa yhteydessa si-
vuuttamaan.

Kiusallista, mutta samalla erittiin viehattdvaa on se, etta titd joukkoa B ei voida konstruoida, joten ei
tiedetd, millainen esim. luvun 1 esitys on. Sen verran kuitenkin tiedetdan, ettd luku 0 ei kuulu kantaan,
silld jos se kuuluisi ja esim. luvun 1 esitys kannan B lukuja kidyttden olisi

1=qx1 4+ qnxn
olisi myo6s
l=qx;+-+¢qux,+c-0
jokaiselle reaaliluvulle c ja eri esityksia olisi ddrettéman monta.

Tiedetddn mydos, ettd kannassa B on vahintaan kaksi lukua, silld jos siina olisi vain yksi luku, x4, olisi
jokainen reaaliluku muotoa gx;, missd q on rationaaliluku. Olisi siis oltava esim. 1 = g,x; jollekin

rationaaliluvulle g4 ja V2 = q,% jollekin rationaaliluvulle g, mistd seuraisi, etta

ﬁ:ﬁz—qlezﬂ

1 qlxl ql
olisi rationaaliluku.

[tse asiassa kanta B on ylinumeroituvasti dareton lukujoukko ja sen mahtavuus (kardinaliteetti) on sa-
ma kuin reaalilukujen joukon R, eli on olemassa bijektio g: B — R.

Oletetaan tastd alkaen, ettd x:n esityksesta jatetdan aina pois kaikki termit, joissa on kertoimena 0. Toi-
sin sanoen, oletetaan, ettd jos x # 0jax = q1X; + -+ + @nX,, Niin {qq, -+, qn} S Q\{0}.



Jos taas x = 0 ja x = q1x; + - + g Xy, niin esityksen yksikasitteisyyden vuoksi qix; + -+ qux, =0
toteutuu vain, jos g; = -+ = q, = 0, silla 0:1la on myos esitys 0 = 0x; + --- + Ox,,.

Hamelin kantaa kdyttden voidaan nyt todistaa
Lause 6: On olemassa funktio f: R — R, joka on additiivinen mutta ei lineaarinen.

Todistus: Valitaan ensin mielivaltainen funktio h: B — R ja sen jilkeen funktio f: R — IR seuraavasti
0,josx =0
f(x) = (15)
q1h(x1) + -+ + guh(xy),jos x # 0

missd X = q1x1 + -+ qnXn, {q1, ", G} S Q\{0}ja {xy, -, %0} € B.

Koska x:n esitys x = g%, + - + g, X, on yksikasitteinen, on myos f(x):n arvo yksikasitteinen ja f on
nain ollen funktio.

Nain madritellylle funktiolle f patee
f(x) = h(x) (16)

jokaiselle x € B. Jos nimittdin x € B, niin x # 0 ja koska x:n yksikasitteinen esitys kannan B lukujen li-
neaarikombinaationa on 1x, niin f(x) = f(1x) = 1h(x) = h(x).

Todistetaan, ettd funktio f on additiivinen.

Olkoon x € R ja y € R. Jos x:n lineaarikombinaatioesityksessa x4, -+, x,, ovat ne kannan B luvut, jotka
eivit ole y:n esityksessd, z4,:*, z,, ne kannan B luvut, jotka ovat sekd x:n ettd y:n esityksessa ja
V1, *, Vi ne kannan B luvut jotka ovat y:n mutta eivat x:n esityksessa, niin

X=q1x1 + -+ qpxy + 1zZ1 + 0+ 1z
Y= 8121+ -+ SpzZy + 6y + o+ Vi
jolloin
X+y=q1% + -+ qQuxn+ 112y + -+ nZy + S127 + 0+ SpZy F 0 Y1+ Yk
=qX1+ -+ quxp+ (i + sz + o+ (i + Sp)zZm + 6y + o F ek

Tama on (x + y):n yksikasitteinen esitys kannan B lukujen lineaarikombinaationa, joten ominaisuu-
den (15) mukaan

fGx+y) =qih(x1) + -+ + qnh() + (r1+s0)h(z1) + - + (B ts)h(zp) + t1h(y1) + - + tich ()
= q1h(x1) + -+ qnh(xy) + 1h(z1) + - + 1y h(z)
+51h(z1) + -+ sph(zin) + t1h(r1) + -+ tch (i) = f(0) + F ()
Todistetaan nyt, ettd niiden funktioiden joukossa, joilla on ominaisuus (15), on ei-lineaarinen funktio.

Kuten edelld osoitettiin, on kannassa B vahintdan kaksi lukua, olkoot ne x; ja x,. Jotta f olisi lineaari-
nen, olisi maaritelman 2 mukaan oltava olemassa ¢ € R siten, ettd f(x) = cx kaikilla x € R.



Siis f(x1) = cxq ja f(x2) = cx, jolloin

c =f(x1) =f(x2)

X1 X2
silld kannan B lukuina x; # 0 ja x, # 0. Talloin on yhtéalén (16) mukaan

h(x;) _ f(x1) _ f(x2) _ h(x;)

X1 X1 X2 X2

Tama tarkoittaa, ettd f on lineaarinen, vain jos

h(x,)

1

h(x;) =

X2

joten, jos valitaan

h(x,)

1

h(x,) #

X2

saadaan ei-lineaarinen funktio f, jolla on ominaisuus (15) ja joka on niin ollen additiivinen.

Tastd voidaan paatella kaksi mielenkiintoista asiaa.

Ensiksi se, ettd pienikin h(x;):n poikkeama luvusta x, h(x;)/x; aiheuttaa sen, ettd f muuttuu lineaari-
sesta ei-lineaariseksi. Koska f on additiivinen, tdma tarkoittaa lauseen 4 mukaan, ettd funktion f ku-
vaaja hajoaa origon kautta kulkevasta suorasta pistejoukoksi, joka on tihea koko tasossa.

Toiseksi se, ettd kun on vain yksi h(x;):n arvo, jolla f on lineaarinen ja darettoman monta, joilla ei ole,
lineaarisuus on harvinaista additiivisten funktioiden joukossa. Jopa niin harvinaisia, ettd umpimah-

kdan valittu additiivinen funktio on lineaarinen todennakéisyydella 0.

Siitd, millaisia additiiviset ei-lineaariset funktiot ovat, saa jonkinlaisen kasityksen, jos alkaa piirtaa sel-
laisen kuvaajaa. Talloinhdn on piirrettava jokaiselle pystysuoralle suoralle yksi kuvaajan piste ja jokai-

seen sen avoimeen ymparistoon ddrettdman monta kuvaajan pistetta.

Ei siis ole ihme, ettd additiivisia ei-lineaarisia funktioita kutsutaan joskus "hirviéfunktioiksi” ("monster

functions”).

4. Lahteet

1  Augustin-Louis Cauchy: https://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy [25.11.2023]

2 Lauseen 4 todistuksen periaate:

https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%?27s_functional_equation [25.11.2023]
3 Georg Karl Wilhelm Hamel: https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Hamel [25.11.2023]

4  Hamelin kannan olemassaolo ja kardinaliteetti:

http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/texty/rozne/pozn/tm/hamel.pdf [25.11.2023]

5 Additiivisen ei-lineaarisen funktion muodostamisen periaate:

https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%?27s_functional_equation [25.11.2023]
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Lampimat kiitokset Markus Pantsarille, joka on perehtynyt kirjoitukseeni ja antanut arvokkaita neu-
voja seka tekstin sisdllon ettd luettavuuden suhteen. Kiitin myds Merja Pantsaria karsivallisyydesta,
kannustuksesta ja kommenteista, joita hdn on antanut kirjoituksestani sen eri vaiheissa. Kiitos myo6s
Teuvo Laurinollille rohkaisevista sanoista ja kiitos Matematiikkalehti Solmun pditoimittajalle Anne-
Maria Ernvall-Hytoselle kirjoitukseni julkaisemisesta ja julkaisukuntoon saattamisesta.
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