2003.1. Olkoon f jokin tehtavan ehdon toteuttava funktio. Jos a on positiivinen rationaa-
liluku, niin af(x) toteuttaa myos tehtavan ehdot. Jos tehtdvilla on ratkaisuja, ratkaisujen
joukossa on siten funktio f, jolle f(1) = 1. Osoitetaan, ettd téllaisia funktioita on vain
yksi. Tehd&én tdma induktiolla. Olkoon g toinen ratkaisu, jolle patee g(1) = 1. Osoite-

taan, ettd ehdosta g <B> =f <1—9) aina, kun p+ g < n seuraa g <1—9) =f (1—9) aina, kun
q q q q
p+q <n+ 1. Tama on oletuksen mukaan totta, kun n = 2. Olkoon ¢ < p. Nyt

o(5) o (o) = (o () = () 1 () = (5):

koska p—q+q = p < p+¢, joten induktio-oletusta voidaan kayttdd. Ehdon (1) perusteella
tapaus p < ¢ palautuu jo kasiteltyyn. Jos p:lla ja g:lla ei ole yhteisia tekijoita, asetetaan

f <§) = pq. Nyt (1 + %) pq = (p+q)q ja ——|—1 = m Luvuilla p+q ja q ei ole yhteisia

tekijoita. Maéaritelty f toteuttaa siis ehdon (2). Ehto (1) toteutuu triviaalisti. Kaiken
kaikkiaan tehtavan ratkaisut ovat kaikki funktiot f <5) = apq, missd a on positiivinen
reaaliluku ja s.y.t.(p, ¢) = 1.

2003.2. Olkoon a jokin tehtdvan yhtédlon reaalinen ratkaisu. Silloin @ on myo6s toisen
asteen yhtalon ax? + px + g = 0 reaalinen ratkaisu. Mutta tdméa merkitsee sité, etti toisen
asteen yhtdlon diskriminantti p? — 4aq on ei-negatiivinen.

2003.3. Koska xyz =1, niin (14+2)(1+y)(1+2)=142x+y+z+yz+xz+ay+ayr =
1 1

r+y+z+—+1+y+ —+ 2. On siis todistettava, etta
x z

1 1 z x
x+y+z+—+1+y+—22§’/§+§'/j+§/j.
T z T Y Y

Mutta aritmeettisen ja geometisen keskiarvon valisen epayhtalon perusteella

1 1
/83 (e0t),

Vastaavat epayhtalot patevat epayhtalon oikean puolen kahdelle muulle termille. Riittaa
siis, jos todistetaan epayhtalo

1 1 2
x+y+z+5+l+y+22—

1 1 1
<x—|—y—|—z—|——+—+—> + 2.
3 r Yy =z

Tama epayhtalo seuraa valittomasti kaikilla positiivisilla luvuilla a toteutuvasta epayhtéa-
1

losta a + — > 2.
a

2003.4. Osoitetaan ensin, etté
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Epiyhtlé on yhtapitivi epiyhtilon b(a —c)? +c(a—b)? > 0 kanssa ja siis tosi. Osoitetaan

sitten, etta
1+1<1 2a+b+c
b ¢~ 2\bc ca ab)’

Kun tamaéa epayhtalo kerrotaan abe:lld, ndhdasn, ettd se on yhtapitava toden epayhtalon
(a —b)? + (a — ¢)? > 0 kanssa. On siis kaikkiaan osoitettu, etti

da _1(a, b e
a?+bc 4 \bc ca ab)’

Samoin on totta, etta

ja

2c <1 2c+a+b
c24+ab 4 \ab bc ca)’

Viite saadaan, kun kolme viimeista epayhtaloa lasketaan yhteen.

2003.5. Todetaan ensin induktiolla, etta a,, = 22%2, kun n > 1. Nain on, kun n = 1. Jos

n—2 .o n—2 on—3 n—1 . .
a, = 2% 7, niin a1 = apa’_; = 2% 72227 7 = 22" " joten induktioaskel on otettu.

Koska 1 + a1 = 1 + /2, todistettavaksi epiayhtiloksi jaa
(I+a1)(1+ag) (14 an,) <2azas3---ay.
Taman epayhtalon oikea puoli on

21_’_20_,’_214_“._’_27172 _ 221171.

Vasen puoli puolestaan on

<1+220> <1+221> . <1+22n72> — 1+220 +221 +22O+21 +222+‘.‘+220+21+_“+2n72

2n—1

—14924+22 4. 492 L9027 g

Todistus on valmis.
2003.6. Olkoon m = g Tarkastellaan kaikkia joukon S,, = {1, 2, ..., n} osituksia A; U

Ay U...UA,,, missé jokaisessa joukossa A; on d lukua (ja joukot ovat yhteisalkiottomia).
Olkoon tallaisten ositusten lukuméara t. Jokainen joukon S,, d-alkioinen osajoukko esiintyy

n
yhta moessa osituksessa. Olkoon tama lukuméaara s. 9,,:114 on < d) d-alkioista osajoukkoa.

n
Selvasti s - ( d) = mt (vasemmanpuoleinen tulo laskee jokaisen osituksen jokaisen siihen

kuuluvan m:n eri joukon kohdalta). Jokaisessa osituksessa on oltava ainakin yksi sellainen
joukko Aj, ettd ) .. A, Ti > 0. Joukkoja, joilla on taméa ominaisuus on oltava ainakin

) =) -G

kappaletta.
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2003.7. Jos X = {100, 101, ..., 10000}, niin kaikille z/y € X, x # y, pitee xy >
100 - 101 > 10000. Joukossa X voi olla ainakin 10000 — 99 = 9901 alkiota. Osoitetaan,
ettd enempad ei voi olla. Olkoon X tehtavassa kuvattu joukko. Jos kaikki X:n alkiot ovat
> 100, X:ssé on enintdén 9901 alkiota. Jos 1 € X, on oltava X = {1}. Oletetaan, etté
X:ssé ovat alkiot 1 < 21 < k9 < -+ < x < 100. Tarkastellaan sitten lukupareja (200 —
x1, £1(200—121)), (200 — 2, 2(200—23), ..., (200 —xk, 25 (200 —z)). Oletuksesta seuraa,
etta vain toinen kunkin parin kahdesta luvusta kuuluu joukkoon X. Kaikki luvut ovat
keskendén eri suuria ja jokainen on > 100 (100 < 200 —zp < 200 —zp_1 < --+ < 200—x1 <
200 ja koska (200 —x;)—200 = (z;—1)-200—(2;—1)z; —x; = 200(x; —1) —x; > 200—100
jaz;(200—2;)—z;(200—z;) = 200(z;—x;)—(z;—2;) (x;+x;) = (200—(z;+x;))(x;—x;) > 0,
kun ¢ < j, niin 200 < 21(200 —21) < 22(200 —2x3) < - -+ < (200 —z1)). On siis ainakin k
100:aa suurempaa lukua, jotka eivat kuulu X:aan ja 99 — k sataa pienempéaa lukua, jotka
eivat kuulu X:aan. X:ssa on siis enintaan 9901 lukua.

2003.8. Osoitetaan etta pelaaja, joka saa ottaa makeisia tilanteessa, jossa poydalla on
2n makeista, voittaa. Osoitetaan tama induktiolla. Jos m = 1, asia on ilmeinen. Ole-
tetaan, ettd kun poydalla on 2n makeista, seuraava ottaja pystyy voittamaan. Olkoon
poydalla 2n + 2 makeista. Jos tilanteessa, jossa poydalla on 2n + 1 voittostrategia olisi
toiseksi ottavalla pelaajalla, 2n-tilanteen aloittaja soisi yhden makeisen. Talloin han olisi
2n + 1-tilanteen toinen ottaja, ja voittaisi. Oletetaan, ettd 2n + 1 tilanteessa aloittaja olisi
voittaja. Silloin siina tilanteessa aloittajan ensimmainen siirto ei voi olla yhden makeisen
syonti, koska se johtaisi vastapelaajan 2n-tilanteeseen, jossa induktio-oletuksen mukaan
tamé voittaisi. Aloittajan siirto olisi n:n makeisen syonti, ja toinen olisi taméan jalkeen
n + l-tilanteessa ja haviaisi. Mutta 2n + 2-tilanteen aloittaja voi saattaa vastustajansa
tilanteeseen n + 1, joka johtaa taman havioon ja siis 2n 4+ 2-aloittajan voittoon. Parilli-
sessa aloitustilanteessa oleva siis voittaa. Mutta 2003-aloittaja voi ottaa yhden tai 1001
makeista, ja saattaa nain ollen toisen valttamaéatta parilliseen aloitustilanteeseen.

2003.9. Kaytetdaan hyvaksi Fibonaccin lukuja F),, Fp =1, F1 =2, F,, = F,,_1+ F,,_o, kun
n > 2. Silloin 144 = Fjy. Osoitetaan yleisesti, ettd k:lla kysymykselld, joihin vastataan
niin kuin tehtdvassa esitetdan, voidaan maarittaa luku positiivinen kokonaisluku n < Fj.
Jos k=0,n =1 jajos k =1, riittaa kysya, onko n < 2. Yleisessa tapauksessa kysytaan
ensin, onko n < Fy_1 + 1 ja onko n < Fj_o 4+ 1. Niin kauan kuin saadaan yontavia
vastauksia, sanokaamme ¢:nnen kysymyksen jéalkeen ¢ — 1:een kysymykseen, on seuraava
kysymys, onko n < Fj,_¢;41)+1. Jos jimnen kysymyksen jilkeen saadaan kielteinen vastaus
J — liseen kysymykseen, tiedetdédn, ettd Fj_(;_1) +1 < n < Fy_(j_2). n on nyt jokin
Fy_(j—2) — Fr—(j—1) = Fk—;:sta kokonaisluvusta. Induktiivisesti voidaan paatelld, etta n
saadaan selville jaljella olevilla k£ — j:11a kysymyksella. Jos kaikkiin kysymyksiin saadaan
myonteinen vastaus, niin viimeinen kysymys on onko n pienempi kuin Fj_x + 1 = 2, jos
vastaus on myonteinen, n = 1.

2003.10. Osoitetaan ensin, ettd n > 12. Valitaan 12 pistettd (x;, y;), ¢ = 1,2, ..., 12
niin, ettd z; = 0mod 4, kun 1 <i <6 jax; =1mod4, kun 7 <17 < 12 ja y; = 0 mod 4,
kun 1 < ¢ < 3 tai 10 < 7 < 12 ja y; = 1 mod 4 muulloin. Neljan z-koordinaatin
keskiarvo on kokonaisluku, jos kaikki indeksit ovat < 6, jolloin y-koordinaattien keskiarvo
ei ole kokonaisluku, tai kun kaikki indeksit ovat > 7, jolloin taaskaan y-koordinaattien
summa ei ole neljalla jaollinen. Osoitetaan sitten, etta jos n > 13, jonkin neljan pisteen
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keskio on aina hilapiste. Yksinkertainen laatikkoperiaatteen sovellus osoittaa, etté jokaisen
viiden pisteen joukossa on kaksi pistettd (z, y) ja (2/, ') siten, ettd x = 2’ mod 2 ja
y = vy mod 2. Jokaisen viiden pisteen joukossa on siis kaksi sellaista, joiden vélisen
janan keskipiste on hilapiste. 13 pisteen joukosta voidaan poimia 5 erillistd pisteparia,
joiden valisen janan keskipiste on hilapiste. Naiden viiden keskipisteen pisteen joukossa on
edelleen kaksi, joiden valisen janan keskipiste on hilapiste. Kyseinen keskipiste on kyseisten
janojen paatepisteiden keskio.

2003.11. Taméa on mahdollista. Rakennetaan konfiguraatio vaiheittain. Piirretdén ensin
vinonelio, jonka sivut ja yksi lavistaja ovat yksikon pituisia. Vinonelion neljan karkipisteen
valisista etaisyyksista viisi on yksikon pituisia. Valitaan nyt kaksi yksikkovektoria, joiden
valinen kulma on 60° ja tehdaan molempien vektorien maarittaméat yhdensuuntaissiirrot.
Vektorit voidaan valita niin, ettd alkuperiisen vinonelion ja sen kuvien karkipisteet eivat
osu padllekkéin. Nyt on syntynyt kuvio, jossa on 12 pistetta ja 3 -5+ 3 -4 = 27 pisteiden
valistd yksikon pituista etdisyyttad (jokainen ldhtokuvion neljésta karkipisteestéd ja tdmén
pisteen kuvat ovat tasasivuisen kolmion kérjet). Kun sama prosessi toistetaan, saadaan
ensin 3-12 = 36 pistetta ja 3-27+3-12 = 117 yksikkoetaisyytta, sitten 3-36 = 108 pistetta
ja 3-117+ 3 - 36 = 459 yksikkoetaisyytta, 3 - 108 = 324 pistetta ja 3-459 + 3 - 108 = 1701
yvksikkoetaisyytta ja 3 - 324 = 972 pistetta ja 3 - 1701 + 3 - 324 = 6075 yksikkoetaisyytta.
Huomattakoon, etta ehto jonka mukaan ”"monistetun” kuvion kérjet eivat osua ”monis-
tettavan” kuvion karkipisteisiin saadaan aina toteutumaan, koska siirtovektorien suunta
voidaan valita vapaasti, ja vaistettavana on aina aarellisen monta pistetta.

2003.12. Kolmion MCN ympaéri piirretty ympyra
leikkaa janan AC pisteessi C. Koska ZLMCO = o
ZNCO (= 45°), janteet OM ja ON ovat yhta pitkat.
Jannenelikulmiossa M C'N O kulma M CO on suora, jo-

ten vastakkainen kulma NOM on myos suora. Jéan-

nettd M N vastaavat kehdkulmat ympyrassa, jonka
keskipiste on O ja side OM ovat 45°:een kulmia ja

kaikki pisteet, joista M N nakyy 45°:een kulmassa ovat

talla ympyralla. Siis A on talla ympyralld, joka néin A B
ollen on kolmion AM N ympaéri piirretty ympyré.

2003.13. Piirretaan pisteiden F' ja P kautta ympyra,

joka sivuaa suoraa BC. Suorakulmaisesta kolmiosta | ) P ®
BP BA . 9 5 )
BPA saadaan BA- BF eli BP-BF = BA® = BE~. K
Koska pisteen B potenssi sanotun ympyran suhteen on /G - \
BE?, on E:n oltava sivuamispiste. Aivan samoin nih- S \ / N
déédn, ettd G:n ja P:n kautta kulkeva BC:td sivuava  ° P A

ympyra sivuaa BC':ta pisteessa E. Vain yksi ympyra
sivuaa BC':ta pisteessd F ja kulkee pisteen P kautta.
Siis F, P, F' ja G ovat samalla ympyralla.



2003.14. Olkoot janojen M N, NK ja KM keskipis-
teet O, P ja Q. Jos G on kolmion M N K painopiste,
niin kolmiot M N K ja PQO ovat homoteettiset, homo-

tetiakeskuksena G ja homotetiakertoimena —5 Ho-

motetiakuvauksessa kulmat ja suorien suunnat saily-
vat, joten O:sta piirretty AC:td vastaan kohtisuora
suora kuvautuu K:sta piirretylle AC":ta vastaan kohti-
suoralle suoralle. Koska C'K A on tasasivuinen kolmio,
tadma suora on AC:n keskinormaali. Vastaavasti P:sté
ja Q:sta AB:ta ja BC:ta vastaan piirretyt kohtisuorat
kuvautuvat AB:n ja BC:n keskinormaaleille. Koska

keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessd D, myoOs tehtavassa kuvatut kolme suoraa
leikkaavat samassa pisteessa F/, joka on D:n vastinpiste edella maaritellyssa homotetiassa.

2003.15. Olkoon I' tehtdvassa maaritelty P:n ja
M:n kautta kulkeva ympyra. Lasketaan pisteiden C'
ja D potenssi I''n suhteen ja otetaan huomioon se,
etta C'D on I':n tangentti ja CM = MD. Saadaan
CR-CP = CM? = MD? = DP-DQ eli RC =

DP-D AP AT AT
762. Koska ST||AB, on —— = =

CP BP ~ BS  DQ
DQ - AP
eli AT = QBT Viite on yhtapitava yhtalon
DpP AP

P~ BP kanssa. Mutta koska ABC'D on janneneli-

kulmio, sen ympéri voidaan piirtad ympyra I'V. Pisteen
P potensslle I':n suhteen patee AP - PC = BP - PD,
joten vaite on todistettu.

2003.16. Olkoon a — b = p, missi p on alkuluku ja olkoon ab = k2. Koska b(b + 2) =

2 1
(b+1)% — 1, toteamme, ettd p # 2. Nyt k2 = (p + b)b = b*> + pb = (b—i— g) — ZpQ ja

p? = (2b+p)? — 4k? = (2b+ p + 2k)(2b+ p — 2k). Koska p on alkuluku, luvulla p? on vain
kaksi ykkostd suurempaa tekijii, p, joten on oltava 2b + p + 2k = p? ja 2b+p — 2k = 1.

Kun yhtilot lasketaan puolittain yhteen, saadaan 4b+ 2p = p? + 1 eli b = (%)2 ja

2 2 Z
a=0b+p= (pT‘H) . Tama valttamaton ehto on myos riittava: jos a = (%) , b= (%) ,
missa p on mielivaltainen pariton alkuluku, niin a ja b toteuttavat tehtédvan ehdon.

2003.17. Marin ohjelma toimii oikein. Olkoon d > 1 jokin n:n tekija. Oletetaan, etta
Marin ohjelma antaa tulostuksen ”d on yhdistetty”. Niiden d:n tekijoiden, joitka ovat < d,
lukumééra k on > 2 (ainakin 1 ja d kuuluvat joukkoon). Silloin [k/2] < k. Ohjelman
loytama d:n tekija ei siis ole tekijoista suurin eli d, joten d on yhdistetty luku. Jos taas d
on yhdistetty luku, silli on pienin alkutekiji p; selviisti p? < d. Jos nyt aq, ..., a,, ovat
p:ta pienemmat n:n tekijat, niin myos luvut paq, ..., pa,, ovat d:ta pienempia n:n tekijoita
(p:14 ja luvuilla a; ei ole yhteisia tekijoitd). m:lla on siis ainakin 2m + 1 d:t4 pienempéaé
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tekijad, ja p on niiden tekijoiden joukossa jarjestyssijalla m + 1. Mutta m + 1 < [k/2],
joten Marin ohjelma loytaa p:n ja tulostaa d:n yhdistetyksi.

2003.18. Ehdot tayttava varitys on mahdollinen. Liitetaan jokaiseen kokonaislukuun &
luku, josta on poistettu tekijat 5, siis sellainen k', etta k = 5™k’, m > 0 ja k’ jaoton viidella.
Varitetaan nyt 0 ja 1 siniseksi, 2 vihreaksi, 3 punaiseksi ja 4 keltaiseksi. Varitetaan kaikki
kokonaisluvut niin, etté ky ja ko ovat samanvériset, jos ja vain jos k] = k) mod 5. Oleteaan
nyt, etta a, b, ¢ ja d ovat samanvaériset ja etta 3a —2b —2c+3d = 0. Tama yhtalo voidaan
jakaa luvulla 5", missd m on suurin kokonaisluku, jolla 5™ on tekijana luvuissa a, b, ¢ ja
d. Saadaan 0 = 3-5%a’ — 258 —2.5¢¢ +3-5Pd" = 3(54a’ + 55 +5°¢ +5Pd’) mod 5,
missa ainakin yksi luvuista A, B, C, D on 0. Jos luvut a, b, ¢ ja d ovat nollasta eroavia,
niina =V =¢ =d # 0 mod 5. Silloin 54 + 58 + 5¢ + 5P = 0 mod 5. Tiama
on kuitenkin mahdotonta, koska yhteenlaskettavista viiden potensseista ainakin yksi on
59 = 1. Jos jotkin yksi, kaksi tai kolme luvuista a, b, ¢, d ovat nollia, sama paittely
toimii, kun kyseiset luvut jatetdan pois tarkastelusta. Yhtalo 3a — 2b = 2¢ — 3d ei siis ole
mahdollinen.

2003.19. Todistetaan epasuorasti. Olkoon a+ b?pq, missé p # q ja p ja q ovat alkulukuja.
Jos a® + b3 = (a+b)(a® — ab+ b?) on nelidluku, niin luvun a? — ab+b? = (a+b)? — 3ab on
oltava jaollinen p:1la ja g:lla, joten 3ab:n on oltava jaollinen p:lla ja ¢:lla. Voidaan olettaa,
ettd p # 3. Silloin p | a tai p | b. Koska p | (a + b), sekéd p | a ettd p | b. Olkoon a = pn,
b = pm. Nyt on oltava ¢ = 3, silld muussa tapauksessa voitaisiin péétella, ettd myos q | a
ja q | b, jolloin a > pq, b > pq ja a +b > pg. Ndin ollen 3p =a +b=p(n+m). Siisn =1
jam =2tain =2 jam = 1. Tilloin a® + b> = 9p3. a> + b3 ei siis voi olla nelicluku.
Todistus on valmis.

2003.20. Olkoot a; < az < --- < a, luvun n parittomat tekijat ja olkoon 2% korkein
2 potenssi, joka on n:n tekija. Luvun n kaikki tekijat ovat ai, ag, ..., a4, 2a1, ...,
2a4, ..., 2%aq, ..., 2%a, = n. n:ad pienempii tekijoitd on siis (k + 1)g — 1 kappaletta ja
kaikkien tekijéiden, n itse mukaan lukien, summa on 2n = (281 —1)(ay + - +a,) + (k+
1)g — 1. Jos ¢ on parillinen, yhtdlén oikea puoli on pariton. Jos ¢ on pariton ja k + 1 on
pariton, yhtalon oikea puoli on pariton. Lukujen p ja k on siis molempien oltava parittomia.
Kokonaisluvulla n’ = 27%n < n on pariton méérs ¢ tekijoita. Jos n’m alkulukuhajotelma
onn' = ptps? -+ p%, niin sen tekijéiden madrd on (ay + 1)(ag +1) -+ (e, + 1); tdmé on
pariton vain, jos jokainen a; on parillinen eli jos n’ on neliéluku. Siis, koska k on pariton,
n = 2k82 — 22t—|—182 — 2(2t8>2.
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