Baltian Tie -kilpailutehtavien ratkaisuja vuosilta 1990-1999

90.1. Siirryttaessa luvusta 1 lukuun n kumpaa tahansa kautta on vierekkaisten lukujen
erotusten itseisarvojen summan oltava ainakin n — 1. Taten kaikkien vierekkaisten lukujen
erotusten itseisarvon tulee olla ainakin 2(n — 1). Tadmé& summa myos saavutetaan esim.
silloin, kun luvut ovat suuruusjarjestyksessa.

90.2. Taulukosta ndhdéén, ettd polynomi toteuttaa ehdon p(1, n) = p(1, n—1)+n. Tasta
ja ehdosta p(1, 1) = 1 seuraa

:Zk: n(n+1)
2
k=1

Toisaalta taulukosta ndhdéén, ettd p(m, n) = p(m — 1, n) + m — 2+ n. Siis

p(m, n) = p(1, n) + ; n+ nin+1) + (m—1)n+ (m 1>2(m —2)
1 3 1
= §(m2+n2)+mn— gm—gn+l

90.3. Jos ¢ = tanv ja a, = tanaq,, niin a,+1 = tana,+1 = tan(a, + ), joten a,4+1 =
T

T
<7< 2.1990° niin ajggy =

an + 7 = ap + ny. Jos esim. valitaan ag = v ja
tan(1990v) > 0, mutta ajg9gg = tan(1991y) < 0.
90.4. Olkoon f(x) = aj + asx + ...+ a,z™ !. Silloin

n
= g aiaja:“”_Q

1:7j:1

2-1991

ja
1 n
a;aj iti—1 a;aj
B RCEEDS ﬁ/ D D
t,5=1 1,j=1

90.5. Jos * on vaihdannainen ja liitdnnédinen, niin a % (b*c) = (a*b) * c =
esimerkiksi axb=a—b, niin ax (bxc) =a—(b—c)=a—b+cjacx(axb)
—a+b+ec.
90.6. Tarkastellaan kolmioita PDA ja PCB. Suorien DA ja CB vélinen kulma on
180° — 120° = 60°. Tasta seuraa, ettd se 60°:een kierto pisteen P ympari, joka vie janan
PD janaksi PC, vie my6s janan DA janaksi CB (DA ja C'B ovat yhté pitkat). Kyseinen
kierto vie néin ollen my0s janan PA janaksi PB, joka merkitsee, ettd kolmio PAB on
tasasivuinen.

90.7. Olkoot @, b, & d ja € kiintedistii pisteestii O viisikulmion kirkiin A, B, C, D ja E

c* (axb). Jos
=c—(a—b)=

1 —
piirretyt vektorit. Silloin janan AB keskipisteeseen M O:sta piirretty vektori on 5(6 +b)

ja kolmion CDE keskijanojen leikkauspisteeseen eli painopisteeseen N piirretty vektori



1 nd t —.
on g(E + d + €). Suoran M N pisteisiin O:sta piirretyt vektorit ovat muotoa 5(6 +0b) +
1—1t

— ]_ — —
(¢4 d + €). Tastd ndhdaén heti, ettd ainakin vektori = (@4 b+ ¢+ d+ €) on janalla
M N ja kaikilla janoilla, jotka saadaan milld hyvansa vektorien a, ..., € kiertovaihtelulla.
Kaikki tehtavassa maaritellyt janat kulkevat siis viisikulmion painopisteen kautta.

90.8. Olkoot pisteen P, projektiot suorilla AB ja AC Q)1 ja Ri, ja pisteen P, vastaavat
projektiot (Qaja Ro. Simsonin suorat R1(Q)1 ja Ro()o ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
jos ZQ1R1A+ ZQ2Ry A = 90°. Kéaytetdan hyvaksi pisteiden P;, Q; konstruktiosta seuraa-
vaa ominaisuutta, jonka mukaan nelikulmioiden AR P;Q ja AQ2P>Rs ympari voidaan
piirtaa ympyrat. Kehdkulmalausetta toistuvasti soveltaen ja kun otetaan huomioon, etta
ZplAPQ = 900, saadaan ZARlQl = ZAPlQl = 9OO—ZP1AQ1 = ZQlAPQ = ZQQRQPQ =
90° — ZQ2 R A.

90.9. Piirretaan kaksi yhtenevaa ellipsia, joiden akselit eivat ole yhdensuuntaisia ja jotka
leikkaavat toisensa kolmessa pisteessia. Kolmio,jonka kérjet ovat néaissé kolmessa pisteessa,
voidaan piirtaa kahdella eri tavalla ellipsin sisaan, ja naméa kolmiot eivat ole symmetrisia
ellipsin akselin tai keskipisteen suhteen.

90.10. Jana voi siirtya miten kauas tahansa. Olkoon esim. f se funktio, jonka kuvaaja
o 11 31 11 .

on pisteiden (0, 0), (2, 2), (1, =1), (2, 4), (2, —4), ..., (n 5 2n>, (n, =2"), ...,

kautta kulkeva murtoviiva. Jos piste A seuraa tatd murtoviivaa, niin B seuraa funktion g,

g(x) = f(x — 1) kuvaajaa. Koska kumpikin kuvaaja on murtoviiva, ja jokainen f:n kuvaa-

jaan kuuluva murtoviivan karki on vastaavan ¢g:n kuvaajaan kuuluvan karjen alapuolella,

murtoviivat eivat leikkaa toisiaan.

90.11. Jos r on polynomin p(z) = a,x™ +a,_ 12" +...+a1x+ag kokonaislukujuuri, niin
p(x) on jaollinen polynomilla x —r: p(x) = (x —7)(b,_12" 1 + ...+ by. Téll6in b, 1 = ay,
jabg_1—rby=ax, k=n—-1,n—-2,..., 1, rbg = ag. Koska b,,_1 on kokonaisluku, b,,_»
on kokonaisluku jne. Voidaan olettaa, ettd r # 0. Jos ¢ on pienin indeksi, jolla a; # 0 ja
i > 0, voidaan tarkastella polynomia x~‘p(x). Oletetaan siis, etti ag # 0. Mutta koska
myo6s by on edellisen perusteella kokonaisluku, on |r| < |rbg| = |ag].

90.12. Viite seuraa heti yhtalostd 3(25m + 3n) — 25(3m + Tn) = —166n = —2 - 83 - n.

90.13. Koska 7-32 = 63 = 82 —1, yht&lolld on ainakin yksi kokonaislukuratkaisu. Yhdesti
ratkaisusta voi generoida #irettomin jonon uusia ratkaisuja: Olkoon 7y? = 22 —1. Olkoon
r1 = 1492 + 1. Silloin 22 — 1 = 14y2(14y%> +2) = 7-4-y*(7y%> + 1) = 7(2yx)? = Ty?, missi
Y1 = 2yz.

90.14. Olkoon a; = 1990! + 1, as = a1! + 1, ..., aj990 = (a1989)! + 1. Silloin jokaisen
a;+1:n pienin alkutekija on varmasti suurempi kuin a;, joten luvut ovat varmasti yhteis-
tekijattomia. Koska jokaisella k € [2, 1990] a; = n;k + 1, niin k:n a;-luvun summa on
muotoa nk + k.

90.15. Jos (Fermat’n luku) F,, = 22" 41 = p3, niin 22" = (p — 1)(p(p + 1) + 1); koska
p(p—+1) on parillinen, tulon jalkimma&inen tekija on pariton ja > 1. Tdmé& on mahdotonta,
koska tulon tekijat ovat 2:n potensseja.



90.16. Tarkastellaan aluksi vaakasuoria sivuja, Jos niita olisi pariton maara, joko vasem-
malle tai oikealle siirtymisia olisi pariton ja vastaavasti oikealle tai vasemmalle siirtymisia
parillinen yksikkojen maara. Vaakasuoria sivuja on siis oltava parillinen maéara, 2k kappa-
letta. Mutta jokaista vaakasuoraa sivua seuraa pystysuora, joten myos pystysuoria sivuja
on parillinen maéaré, joka on sama kuin vaakasuorien sivujen maara. Sivuja on yhteensa
2k + 2k = 4k kappaletta.

90.17. Jos ensimmainen oppilas ottaa ensimmaisesta kasasta 30, siihen jaa 42, jolloin
toisen on otettava ensimmaéisestd kasasta myos 30, ja siithen jaa 12. Ensimmaéinen ottaa
nyt toisesta kasasta 12, jolloin siihen jaa 18. Toisen on otettava toisesta kasasta 12, jolloin
sithen jaa 6. Ensimmainen voi nyt ottaa ensimmaisesta kasasta kaikki 12 makeista.

90.18. Merkitaan ai; = 1, jos luku k& on vaakarivilla ¢, ja muuten ay; = 0, ja vastaavasti
bi; = 1, jos luku k on pystyrivilld j ja muuten by; = 0, Olkoon aj = 211211 ar; niiden
vaakarivien lukumaara, joissa k on ja by = Z;ill bi; niiden pystyrivien lukumaara, joissa
kon, k=1,2, ..., 101. Jos millaan vaaka- tai pystyrivilla ei ole useampia kuin 10 eri

lukua, on
101 101

> ar+ ) br <10-(2-101).
k=1 k=1

Toisaalta ei ole mahdollista, etta olisi axbr < 101. Siis ax + br > 2v/arbr > 20 ja ag + br >
21. Nain ollen ;% (ap + bg) > 21 - 101 = 2121. Ristiriita!

90.19. Merkitédén [a, b] = {a, a + 1, ..., b} ja kutsutaan téllaista joukkoa wvdliksi. Vialien
k—q¢,k+p,q=0,1,....0k—1,p=0,1,...2n + 1 — k, kokoelma toteuttaa tehtdvin
ehdon: [k — q1, K+ p1] N[k — g2, k + p2] = [k — max{q;, g2}, k + min{py, p2}]. Téllaisia
joukkoja on ap = k(2n+2—k) kappaletta. Koska (n+1)?—k(2n+2—k) = (n+1—k)? >0,
aj:n suurin mahdollinen arvo on (n + 1)2.

On viela osoitettava, etta jos joukon FE tehtdvan ehdon tayttdvéssa osajoukkojen kokoel-
massa {A;} on maksimaalinen mééré osajoukkoja, niin leikkausjoukossa (), A; on tasan
yksi luku k. Leikkauksessa ei voi olla useampia lukuja, silld jos {k, [} C [, A;, niin ko-
koelmaa {A;} voitaisiin tdydentdd esimerkiksi joukolla {k}. On vield osoitettava, ettd
maksimaalisessa tapauksessa (), A; # (0. Havaitaan, ettd kokoelman {4;} joukot voi-
daan valita véleiksi: korvataan jokainen joukko A; valilli A, = [min A4;, max A;] Jos A;
ei ole vili, tdméa joukko ei kuulu alkuperiiseen kokoelmaan, koska A4; N A, = A;. Kor-
vausten jalkeen kokoelmassa on yhtd monta joukkoa kuin alkuperaisessd kokoelmassa,
ja jokaisen kahden joukon leikkaus on aina véli. Jos m; = minA}, M; = max A} ja
m = maxm; = my,, M = min M; = My, niin m < M (muussa tapauksessa Aj, N A; = 0).
Selvasti [m, M| C (), 4;.

91.1. Koska 1991 = 11-181 ja 11 seka 181 ovat alkulukuja, tulossa on oltava tekijana 11:11a
ja 181:11a jaolliset luvut. Lukujen 1, 2, ..., 181 erotuksista mikaan ei ole jaollinen 181:114.
Siis n > 182. Olkoot aq, asg, ..., aisz eri kokonaislukuja. Jaettaessa erotuksia a; — a1,
7 > 1, 181:114 joko ainakin yksi jako menee tasan tai ainakin kahdessa jaossa tulee sama
jakojaannos. Kummassakin tapauksessa erotusten a; — a; joukossa on ainakin yksi 181:114
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jaollinen. Samoin ndhdééin, ettd erotusten joukossa on (useita) 11:114 jaollisia lukuja. Jos
n > 182, lukujen erotusten tulo on aina jaollinen 1991:114; pienin n on siis 182.

91.2. Koska
102991 + 103M9% = (102 + 103)(102"9%° — ... + 103"9%9),

luku 1021991 + 1031991 on jaollinen 205:114 ja siis 5:114. Jos kyseinen luku on kokonaisluvun
m:s potenssi ja m > 2, niin sen on oltava jaollinen luvulla 52 = 25. Lasketaan mod 25:
102=2,210=1024 = —1, 21990 = (—1)199 = —1, 21991 = 2. 33 =27=2,330 = 110 =
1, 31980 =1, 311 =9.(3%)3 =9.23 =72 = -3, 31991 = 3. Siis 102991 4+ 103191 =
—2-3 = —5, joten 102991110391 ¢ ole jaollinen 25:114, eiki siis myoskéin kokonaisluvun
m:s potenssi.

91.3. Jos kissan hinta on x; ja sdkin y;, niin 12,10 < z; +y; < 16,00. Koska summia
x; +1y; on 20 - 20 = 400 kappaletta ja niiden mahdollisia arvoja 391, summien joukossa on
ainakin kaksi samaa.

91.4. Merkitdén p(z) = pe(z) + po(x), missé p.(z) kasittda kaikki termit, joissa esiintyy
x:n parillisia potensseja ja p.(z) ne termit, joissa esiintyy z:n parittomia potensseja. Silloin
Pe(—x) = pe(®), po(—x) = —po(x) ja po(x):ssi on tekijand x. Epiyhtéls p(—n) < p(n)
sieventyy muotoon 0 < 2p,(n). Koska p, on kokonaislukukertoiminen ja n on p,(n):mn
tekijé, niin 2p,(n) > 2n. Siis p(n) —p(—n) > 2n. Néin ollen p(—n) < p(n) —2n < n—2n =
—n.

91.5. Oikeanpuoleisen epayhtialon todistamiseksi merkitddén a +b = t, b+ ¢ = u ja
¢+ a = v ja kiytetdan kahdesti aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon véalista yhtéloa.
Silloin t + u+v =2(a+ b+ c¢), ja

2+2+2_21+1+1
a+b b+c c+a t u v

B 2uv+tv+tu - 6 v uvtvtu 6 - 18 B 9
- tuv - tuv C Ytww tH+u+v at+b+c

Vasemmanpuoleisen epayhtalon todistamiseksi havaitaan, etta

2 2 2 1 1 1 cvab 4 avbe + by/ac

< —
atb bte etra " Vay  Vhe  Vea abe
ja
1 1 1_bc—|—ca+ab
a b ¢ abc '
Mutta

b b
bc+ ca+ ab=c —12—a+bc—|2—a+a —gc > cvab + byv/ac + aVbe,

ja todistus on valmis.
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91.6. Erés ratkaisu on varmasti x = 0. Jos x > 0, [z]{z} < x ja 1991x > z, joten

yhtalolla ei ole ratkaisuja. Jos x < —1, |[z]{z}| < 2|z|] < 1991|z|. Jos —1 <z <0, [z] =1,
1

{z} = x+1 ja yhtil6 saa muodon —z —1 = 1991z. Télla yhtalolla on ratkaisu = = EETTR

91.7. Koska C = m — A — B, tehtavan epayhtilo on
sin A + sin B > cos A 4 cos B — cos(A + B).
Merkitadn A + B = 2t, A — B = 2u. Koska kolmio on terdvakulmainen, ¢ > Z, ja siis
sint > cost. Nailld merkinnoilla tehtavan epayhtalo saa yhtapitavan muodon
2sintcosu > 2costcosu — cos(2t)

eli
2(sint — cost) cosu > (sint + cost)(sint — cost),

joka edelleen on yhtéapitava epayhtalon

1 .
cos u > §(smt + cost)

kanssa. Riittaa, kun todistetaan, etta cosu > sint = cos <§ — t). Viimeinen epayhtalo

on yhtapitava epayhtalon

u

eli A< g kanssa; koska kolmio oletettiin terdavakulmaiseksi, tama epayhtalo on tosi.

91.8. Merkitdén tehtdvéan polynomia p(x):114. Koska p on neljéatta astetta, silld on enintdéan
neljé reaalista nollakohtaa. Oletetaan, ettd a < b < ¢ < d < e. Koska p(a) = (a — b)(a —
c)(a — d)(a — e), ja kaikki nelja tulon tekijad ovat negatiivisia, p(a) > 0. Vastaavasti
p(b) = (b—a)(b—c)(b—d)(b—e) < 0. Samalla tavoin ndhdaén, ettd p(c) > 0, p(d) < 0
ja p(e) > 0. Koska p on jatkuva funktio, sen kuvaajan on puhkaistava z-akseli ainakin
kerran pisteiden a ja b, b ja ¢, ¢ ja d seka d ja e valissa. p:1la on siis ainakin nelja reaalista
nollakohtaa.

3lnzx

91.9. Jos a > 0, niin ae® = x> jos ja vain jos e*t1"e = ¢ eli

r+Ina=3Inx. (1)

Logaritmikdyrédn muodon perusteella tiedetdén, ettd yhtalolla (1) on kaksi, yksi tai ei
yhtéddn ratkaisua. Rajatapaus on se, missé suora y = x + Ina on kéyrdn y = f(z) = 3Inx

tangentti. Sivuamispisteessi (xg, 3Inxzg) on oltava f'(zg) = — =1 eli xg = 3. Talléin
Lo

Ina=3In3 -3 ja

27
a=e¥m3-3 20 _ o
3

Kun 0 < a < ag, yhtalolla on kaksi ratkaisua, kun a = ag, ratkaisuja on yksi, kun a > ag,

ratkaisuja ei ole. Jos a < 0, ae® on vihenevi funktio. Koska 23 on kasvava, on tasan yksi

piste x, jossa ae® = z3.



91.10. Klassinen tieto on, etta 54° ja 36° kulmien trigonometriset funktiot on lausuttavissa
juurilausekkeina. Koska tama ei ole valttamatta nykyéaan yleisesti tunnettua, johdetaan
tulos. Olkoon ABCDEFE saannollinen viisikulmio ja F' janojen AD ja BE leikkauspiste.
Olkoon AB = b ja AF = FF = a. Koska /BAE = 108° ja /BAD = 2 x /DAFE
(kehdkulmia vastaavat kaaret!), niin ZBAD = 72° ja ZDAE = ZABE = 36°. Tésta
seuraa, ettda /BFA = 72° eli kolmio BF' A on tasakylkinen. Tasakylkisistd kolmioista

ABFE ja AFFE saadaan nyt
a b 1

5_a+b_9_|_1'

Ratkaisemalla yht&lo saadaan

b 2
Téasta saadaan edelleen
1 1
sin 54° = cos 36° = % = 51 = Z(\/BJF 1).

Pythagoraan lauseen mukaan tasta saadaan edelleen
1 1
cos?54° =1 — E(\/3-|- 1)? = §(5 —/5)

ja
1
cos54° = ——1/5 — /5.
2v/2

Nyt voidaan kayttaa perakkain kaavoja

cos 6° = cos(60° — 54°) = cos60° cos 54° + sin 60° sin 54°

ja

e 1 11l V3
sin 3° = 5(1—C086)— §—§<\/§ 5— V54 = (\/_—i-l))

91.11. Tarkastellaan kaikkia k:n pituisia numeroista 0, 1, ..., 9 muodostettuja jonoja.
Vaitetadn, ettd naissa jonoissa on yhtd monta sellaista, jossa numeroiden summa on pa-
rillinen kuin sellaista, jossa numeroiden summa on pariton. Viite patee, kun k = 1. Jos
vaite patee, kun k = n, se patee, kun k = n 4+ 1: jokaista k-pituista jonoa vastaa 5 sel-
laista, jossa numeroiden summa on parillinen ja 5 sellaista, jossa numeroiden summa on
pariton; ja jokainen k + 1-pituinen jono saadaan lisaamalla johonkin k-pituiseen jonoon
yksi numero. Tésta seuraa, ettd numeroissa 0, 1, ...,

999999 on tasan yhtd monta sellaista, jossa numeroiden summa on parillinen ja yhta
monta sellaista, jossa numeroiden summa on pariton (tdydennetddn kaikki luvut kuusi-
numeroisiksi tarpeen mukaan alkunollia lisadmaélld). Koska mukana on nolla, mutta ei
1000000, niin lukujen 1, 2, ..., 1000000 joukossa on kaksi enemmaén sellaisia, joissa nume-
roiden summa on pariton.
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1991
91.12. 1991-kulmiolla on yhteensa ( 5 ) = 995 - 1991 eli pariton mé&ara sivuja ja

lavistajia. Sivujen ja lavistajien varitys on sama asia kuin kaikkien luvuista 1, 2, ..., 1991
muodostettujen kahden eri luvun parien jakaminen kahdeksi joukoksi S ja P, ”sinisiin”
ja ”punaisiin”. ”Uudelleennumerointi” on joukon {1, ...,1991} ké&ntéden yksikasitteinen

kuvaus f itselleen. Voimme olettaa, ettd joukossa S on enemmén alkioita kuin joukossa
R. FEi voi olla niin, ettd kaikilla {k, [} € S olisi {f(k), f(I)} € R. Tama tarkoittaa, etta
joillakin k ja [ karjet numero k ja [ ovat yhdistetyt sinisella janalla sekd ennen etté jalkeen
uudelleennumeroinnin.

91.13. Maaritellaan jako-osien etaisyys sopimalla, ettd sellaisten kolmioiden etaisyys,
joilla on yhteinen sivu, on 1 ja ettd kolmion A; etdisyys kolmiosta Ay on n, jos Ag:lla on
yhteinen sivu jonkin sellaisen kolmion kanssa, jonka etéisyys Aj:sta on n— 1, jan — 1 on
pienin mahdollinen. Nain méaritellen ison kolmion karjessa olevan pikkukolmion etéisyys
sellaisista pikkukolmioista, joiden yksi sivu on karkea vastassa olevalla ison kolmion sivulla,
on 8, ja 8 on suurin mahdollinen kolmioiden valinen etaisyys. Jos sellaisissa kolmioissa,
joiden etaisyys on 1 on aina luvut, joiden erotus on enintaan 3, taytyy lukujen 1 ja 25 sijaita
kolmioissa, joiden etéisyys on 8. Ainakin toinen luvuista on silloin kolmion kérjessé; olkoon
se 1. Koska myo6s 25:n ja 2:n on oltava etidisyydella 8 olevissa kolmioissa, on myo6s 25:n
oltava karjessa, ja 2:n tata karkea vastassa olevalla sivulla. Mutta koska 24 —2 =22 > 7-3,
niin luku 24 on etaisyydella 8 1:sté ja 2:sta. Ainoa mahdollisuus olisi, ettd 24 on samassa
karkikolmiossa kuin 25! Ristiriita osoittaa, ettd joidenkin naapurikolmioiden lukujen erotus
on > 4.

91.14. Oletamme, etté ritari on huoneessa, jossa han ei ole aikaisemmin kaynyt, ja etta
han ei ole viela kaynyt kahdesti yhdessakaan huoneessa. Ritari ei silloin ole voinut kayttaa
mitaan ovea kahdesti, ja han on voinut kayttaa enintaan n — 1:ta ovea, ja huone, jossa han
on, on n— 1. huone, jossa han kay. Ritari valitsee umpimahkaan yhden mahdollisen oven ja
astuu siitd. Nyt joko ritari saapuu huoneeseen, jossa han ei vield ole kaynyt tai han astuu
ulos tai han astuu huoneeseen B, jossa han on jo kdynyt. Ensimmainen vaihtoehto johtaa
samanlaiseen tilanteeseen kuin mista lahdettiin, toinen vaihtoehto johtaa tilanteeseen, jossa
ritari vieraili enintdan n — 1:ssd huoneessa ja jalkimmainen tilanteeseen, jossa ritari voi
palata takaisin sellaisten huoneiden kautta, joissa han on jo kaynyt: tullessaan toista
kertaa huoneeseen B han ei voi kayttaa samaa ovea kuin ensi kerran B:ssa kaydessaan
(koska kaikissa huoneissa ennen toista kiyntid B:ssé vierailtiin ensi kertaa), joten hén voi
kulkea samoista ovista pois kuin mista tulikin. Huoneita, joissa ritari tulee kdymaan on
enintdan n — 1 +n — 2 = 2n — 3 kappaletta.

91.15. a) On mahdollista. Jos kuningas ldhtee alkuruudustaan, kdy jossain ruudussa
kaantymassa ja palaa samaa tieta lahtoruutuunsa, niin sen ruudun, jossa kuningas kaantyi
parillisuus muuttuu, samoin lahtoruudun, mutta kaikkiin valilla olevin ruutuihin tulee
lisatyksi 2, joten niiden parillisuus ei muutu. Jos laudalla on ruutuja, joissa alkuaan
on pariton luku, kuningas voi kayda niissa kaikissa vuoron perdin ja palata aina valilla
alkuperaiseen ruutuunsa. Viimeisen kaynnin jalkeen kuningas joko palaa alkuruutuunsa
tai pysahtyy viereiseen ruutuun sen mukaan, onko alkuruudussa pariton vai parillinen luku.

b) On mahdollista. Voidaan olettaa, ettd kuningas on aluksi ruudussa al. (Ellei se ole, niin



se voi siirtyd.) Kuningas voi nyt jarjestelmallisesti kasvattaa ruuduissa olevia numeroita
kolmella jaolliseksi alkaen esim ruudusta h8 ja palaten aina valilla sellaisiin ruutuihin,
joita ei ole viela saatettu kolmella jaollisiksi. N&in voidaan jatkaa, kunnes korkeintaan
ruudussa al on kolmella jaoton luku ja kuningas on jossakin ruuduista a2, bl tai b2. Jos
al:n luku on = 2 mod 3, niin viimeinen siirto tehdaan ruutuun al. Jos al:ssa on luku,
joka on = 1 mod 3, niin tehdaén siirto johonkin ruudun al viereiseen ruutuun. Siirron
jalkeen molemmissa on luku = 1 mod 3. Siirtamalla kuningasta edestakaisin ndiden kahden
ruudun kesken saadaan molempien luvut kasvatettua kolmella jaollisiksi.

¢) On mahdollista. Voidaan olettaa, ettd kuningas on jossakin ruuduista al, a2, bl, b2.
Oletetaan, etta ruuduissa ei kaikissa ole sama luku. Jarjestetdan ensin naihin ruutuihin
sama luku niin, ettd kuningas on tarvittavien siirtojen jalkeen ruudussa b2. Jos naiden
neljin ruudun suurimman ja pienimmén luvun erotus on d, niin joko yhden (jos pienin
luku ei ole kuninkaan alkuruudussa ja pienin luku on vain yhdessd ruudussa), kahden
(jos kuningas on pienimmén luvun ruudussa ja kaikissa muissa ei ole suurin luku tai jos
kuningas ei ole pienimmén luvun ruudussa ja pienin luku on kahdessa ruudussa) tai kolmen
siirron (kuningas on pienimmaéssé ruudussa ja kaikissa muissa ruuduissa on suurin luku tai
pienin luku on kolmessa ruudussa) jélkeen erotus saadaan pienennettyd arvoon d — 1.
Aérellisen monen siirron jalkeen kaikissa ruuduissa on sama luku. Neljalld lisdsiirrolla
kuningas saadaan viela haluttuun kulmaruutuun. Toistamalla paattely seuraavissa neljassa
ruudussa tullaan tilanteeseen, jossa vierekkaisissa neljan ruudun nelioissa on kussakin sama
luku. Kiertamalla tamén jalkeen yhta neliota niin kauan, etta siihen tulee koko laudan
suurin luku, siirtymélld naapurinelioon jne, saadaan koko laudalle sama luku. (Tehtédvén a)
ja b) kohtien vastaus siséltyy tdhén, silld sama luku voidaan kuvatulla prosessilla tuottaa
parilliseksi tai kolmella jaolliseksi.)

91.16. Olkoot P, P> ja P5 pisteiden O1, O2 ja Os projektiot suoralla [. Pythagoraan
lauseen mukaan P; Py = \/(rl +79)? — (r1 — rq)? = 2,/r1ry. Vastaavasti Py Ps = 2,/7173
ja P3Py = /srar3. Vaite saadaan, kun yhtalo /riry = |/r1r3 + /r2r3 jaetaan puolittain

luvulla /r17rars.

91.17. Olkoot 1, j ja k x-, Y- ja z- aksehn suuntaiset yksikkovektorit. Oletetaan, ettd
alkuperdinen séde tulee vektorin « = ai + b] + ck suunnasta ja kohtaa ensin xy-tason.
Olkoon #:n ja k:n vilinen kulma a. Heljastunut vektori U on samassa tasossa kuin u ja k
ja se muodostaa vektorin k kanssa kulman 7 — a. Vektoriksi @ voidaan valita @ — 2ck =
ai+ b] — ck; Vastaavalla tavalla xz-tasossa tapahtuneen heijastuksen Jalkeen séteen suunta
on ai — bj — ck ja yz-tasossa tapahtuneen heijastuksen jalkeen —ai — bj — ck = —1.
Heijastusten jialkeen siade palaa lahtosuuntaansa.

91.18. Jos pallon sisdan piirretyt tetraedrit eivat leikkaa toisiaan, niin pallon keskipiste
kuuluu enintédéan toiseen niistd. Tasta seuraa, ettd ainakin toinen tetraedri siséltyy eraa-
seen puolipalloon. Mutta puolipalloon piirretyista tetraedreista suurin on se, jonka pohja
on mahdollisimman suuri ja korkeus mahdollisimman suuri eli se, jonka pohjana on yk-
sikkOympyradn piirretty tasasivuine kolmio ja korkeus 1. Téllaisen tetraedrin tilavuus on
V3 18
4 4

kuitenkin vai = 0,45.
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91.19. Olkoon O suorien AyAs ja BiB> leikkauspiste. Silloin pisteen O potenssi kaik-
kien kolmen ympyran suhteen on sama. Téasta seuraa erityisesti, ettd O on suoralla C7C5
(joka siséltéé kaikki ne pisteet, joiden potenssi on sama niiden ympyrdiden suhteen, jotka
leikkaavat C:ssé ja Cy:ssa). Koska LA3A1 By = /Bo By As, (kaarta Ay Bs vastaavat kehé-
kulmat), kolmiot OA; By ja OB As ovat yhdenmuotoiset. Téasté seuraa, etté

A1 B> B A0
AsB; B0’
Vastaavasti
B1Cy B B,O . Ch1As B CcC:0

B,C,  C,0 Y A, T A0
Vaite saadaan kertomalla edelliset kolme yhtaloa puolittain keskenaan.

91.20. Olkoon D suoran AB ja x-akselin leikkauspiste. Olkoon ZAOD = a ja ZCOD = .
Piirretddn A-keskinen ympyra O:n ja C:n kautta. Silloin ZACO = «. Suoran AB yhtalo
on

1 1
1 To 1y 1
y__:a:z Jll(x_xl):_ (13—131).
X1 To — I1 T1T2

Kuny =0,z =1 +x2 eli OD = z1 + z2. Kolmio OCD on tasakylkinen. (C':sté piirretyn
korkeusjanan kantapiste on sivun OD keskipiste.) Néin ollen ZCDO = (3 ja ZOCA = 20.
Siis a = 2, eli viite on todistettu.

92.1. Koska sekid p ettd ¢ ovat parittomia, niin ¢ — p = 2k ja p+ ¢ = 2(p + k) Koska
p<p+k<p+2k=gq, p+k ei ole alkuluku, joten se on kahden ykkostd suuremman
positiivisen kokonaisluvun tulo.

92.2. Jos p on alkuluku, niin d(p*) = k + 1. Silloin d(p?" ~1) = p" ja P pp" (D)
pn

Koska p™ —(n+1) > 0 kaikilla n, tehtdvén vaatimuksen tayttavia lukuja 16ytyy dérettomén
monta.

92.3. Parillisen luvun neliéo on muotoa 4k ja parittoman 4k + 1. Kolmella jaollisen luvun
kuutio on muotoa 9k, kolmella jaottoman taas muotoa (3m=+1)3 = 27m34+27m?+9m=+1 =
9k +1. Kahden nelion summa on taten muotoa 4k+7j, 0 < 5 < 2 ja kahden kuution summa
muotoa 9k + [, —2 <[ < 2. Aritmeettisen jonon 36k + 3 luvut eivat voi olla kahden nelion
eika kahden kuution summia.

92.4. Pythagoraan lauseen nojalla kuusikulmion sivujen x- ja

y-akseleille piirrettyjen projektioiden neliGiden summa on sama kuin kuusikulmion si-
vujen nelididen summa; jos tama summa on kuuden perakkaisen kokonaisluvun summa,
niin se on pariton. Toisaalta projektioiden nelividen summa on pariton vain jos projektioi-
den summakin on pariton. Tama4 ei ole mahdollista, koska projektioiden vektorisumma on
nolla.
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92.5. Koska

(a®> + 0% + (a +b)?)? = a® +b* + (a +b)* + 2a%V* + 2a*(a + b)? + 20 (a + b)?
= a’+ b+ (a+D)* +2a%b% + 2a* + 4a3b + 2a°b* + 2020 + 4ab® 4 2b* = 2(a* +b* + (a+b)?),

vaite seuraa.

92.6. Havaitaan, etta
-1 k-1 kK —-k+1
B+1 k+1 K4+k+1
Edellisten tekijoiden tulo voidaan laskea heti:

k-1 1-2....-98-99 2

Il k+1 7 3.4...100-101 ~ 100~ 101°

Josay =k>+k+1,niinag 1 =(k-1)((k—1+1)+1=k?>—k+ 1. Siis

100 k2—|—k+1 _CLQ'CLg'...'CLloo_CLlOO . 1002+100+1

k_1k2—k+1_a1~a2~...~a99 ay 3

Kysytty tulo on siis
2 1002 +100+1 2 100-101+1 _ 2

37 100- 101 3 7100-101 3

92.7. Jos potenssitornin ylin a korvataan luvulla 1992, saadaan potenssitornilukua suu-
rempi luku z. Toisaalta a'%9? = 1992, joten x on sama kuin potenssitorni, jossa ylin
eksponentti on 1992 ja a:t ovat vahentyneet yhdellda. Kun korvaus suoritetaan toistuvasti,
jaa lopulta jaljelle vain x = 1992. Potenssitorniluku on siis tehtavéan luvuista pienempi.

92.8. Yhtalo on sama kuin
_ 20+ 4

4—x
Koska vasen puoli on positiivinen, mahdolliset ratkaisut ovat joukossa, jossa oikean puolen
osoittaja ja nimittdja ovat samanmerkkiset, eli valilla (—2, 4). Kdymalla lapi tdAméan valin
kokonaisluvut saadaan ratkaisut ¢ =0, x =1 ja x = 2.

233

92.9. Kolmannen asteen polynomin kulku on sellainen, ettd vaite tulee todistetuksi, jos
polynomille 16ytyy negatiivinen minimi ja positiivinen maksimi. Koska f’(z) = 322 +2ax+
bja b <0, f":lla on kaksi nollakohtaa, x1 ja x2, x129 = b < 0. Jakoyhtalon mukaan

Siis f’:l’l nollakohdissa on

b a?

f(z1)f(z2) =4 (5 — 3)2:519:2 < 0.

Maksimi ja minimi ovat erimerkkiset.
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92.10. Kirjoitetaan
p(x) = asx® + asx® + asx? + a1z + ao, ay # 0.

Silloin p(x) —p(—z) = 2azx®+2a;x = 0 kaikilla z, miké voi toteutua vain kun a3 = a; = 0.
Selvésti p(0) = ag = 1, ja jotta p olisi positiivinen suurilla z:n arvoilla, on oltava a4 > 0.
Aériarvokohtia koskevan ehdon (iv) nojalla derivaatalla p’(x) = 4asx® + 2a02 = 2x(agz? +
az) on oltava ainakin kaksi eri suurta reaalista nollakohtaa. Koska p’(z) = 0, kun = 0
tal ¢ = +4/—az/2a4. On oltava —ay > 0. Tarkastelemalla p(z):n kuvaajaa havaitaan,
ettd minimipisteitd naistd voivat olla vain jalkimmaéiset kaksi. Ehdosta (iv) seuraa, etta
—ag = 2ay. Siis p(z) = ag(2x* —22%)+1 = ay(2?> —1)?>+1—ay. Jotta p(z) > 0 kaikilla z, on
oltava ay < 1. Kiiintden todetaan heti, etti jokainen polynomi p(z) = a(z?—1)?+(1—a),

missa 0 < a < 1, toteuttaa tehtavan ehdot.

92.11. Ehdosta (iii) seuraa, ettd f(1) = 1. Jos ¢ > 2, niin

1
flg) = 1 1)
1 -
+f<q—2)
.. 1 .
ja jos 3 < g < 1, niin
1
.y <—)
q
1
Olkoon q = % positiivinen rationaaliluku; olkoon a + b =n. Jos g < 3 eli a < 2b, niin
q a

1—2q:b—2a

1
jaa+b—2a=b—a<n. Jos§§q<1,niin

l-q b-a
¢  a
jab—a+a=b<n. Jos1<q<2, niin
—b
¢—1="
jaa—b+4+b<n. Josq>2 niina > 2bja
r b
¢g—2 a—2b

b+a—2b=a—b< n. Ehtoja (i) ja (ii) sekéd kaavoja (1) ja (2) kdyttden saadaan f(q)
aina lausuttuna sellaisen f(r):n lausekkeena, missé r:n nimittdjin ja osoittajan summa
on aidosti pienempi kuin ¢:n nimittijan ja osoittajan summa. A#rellisen monen askelen
jalkeen tullaan f(1):een. K&antden jokainen f(q) voidaan laskea f(1) = 1:std #érellisen
monella laskutoimituksella. Ehdot (i) — (iii) toteuttavia funktioita on yksi ja vain yksi.
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92.12. Selvésti L = 1 on erds mahdollinen arvo (Esim. ¢(n) = n kaikilla n). Osoite-
taan, ettd se on ainoa mahdollisuus. Oletetaan, ettd jollakin ¢ on L > 1. Raja-arvon
maaritelmasta seuraa talloin, ettd on olemassa sellainen luku N, etta

¢(n)

—>1
n

kaikilla n > N. Erityisesti ¢(n) > N + 1 kaikilla n > N. Mutta nyt ¢ ei voi saada kaikkia
positiivisia kokonaislukuja arvoikseen; koska voi olla ¢(n) < N vain, kun n < N, joku
luvuista 1, 2, ..., N ei ole ¢:n saamien arvojen joukossa. Oletetaan sitten, ettd L < 1.
Silloin on olemassa b < 1 ja mg siten, ettd ¢(n) < bn, kun n > ng. Olkoon n; niin suuri,
ettd ny —ng > bny Nyt ny —ng funktion arvoa f(ng+1), f(no+2), ..., f(n1) ovat kaikki
pienempia kuin bn; niiden joukossa on oltava ainakin kaksi yhtd suurta, joten f ei ole
bijektio. Oletus L # 1 johti ristiriitaan tehtdvén oletusten kanssa, joten L = 1 on ainoa
mahdollisuus.

92.13. Koska 0 < (z — y)? = (z + y)? — 42y, saadaan aritmeettisen ja geometrisen
keskiarvon valista yhteytta kayttaen

n

1 & 4
= (@wi+y)>—
n =1 n =1

Toisaalta

Kun nama epayhtalot kerrotaan puolittain, saadaan heti tehtavan epayhtalo.

92.14. Olkoon A sellainen kaupunki, josta padsee teitd pitkin useimpiin kaupunkeihin.
Jos maassa olisi kaupunki B, johon ei padse A:sta, niin B:std paasisi A:han. Mutta silloin
B:sta paasisi A:han ja kaikkiin niihin kaupunkeihin, joihin A:sta péaasee.

92.15. Noak voi sijoittaa nelja mielivaltaista elainta neljaan hakkiin. Viidennelld elaimella
on enintdan kolme vihollista, joten se voidaan sijoittaa ainakin yhteen hakkiin. Tasmal-
leen sama tilanne vallitsee kuudennen, seitsemannen ja kahdeksannen elaimen kohdalla. —
Tehtéva tassd muodossaan perustui erehdykseen. Alkuperdinen tarkoitus oli ollut vaatia,
ettd joka hikissd on kaksi eldintd, mutta kilpailutehtdvid (Vilnassa) puhtaaksikirjoitet-
taessa kakkonen oli pudonnut pois. Taman vaativamman version ratkaisu pohjautuu ylla
olevaan; jatkotarkastelussa selvitetaan, ettd niissa tapauksissa, joissa joissakin hakeissa on
enemman eldaimia, voidaan tehda vaihtoja, jotka tasaavat lukumaéarat.

92.16. Maaritellaan kasite sivutahkorengas. Se on jono Ty, To, ... Ty, Tpy1 = 11 si-
vutahkoja siten, etta Tj:11a ja T;11:11a on yhteinen sirma ja kaikki yhteiset sarmat ovat
yvhdensuuntaisia. Oletetaan, ettd sivutahkoista voidaan muodostaa n sivutahkorengasta.
Selvasti jokaisella kahdella sivutahkorenkaalla on tasan kaksi yhteista sivutahkoa ja jokai-
nen sivutahko kuuluu tasan kahteen sivutahkorenkaaseen. Téasta seuraa, etta sivutahkojen
lukumaéaara on kaksi kertaa niin suuri kuin sivutahkorenkaiden joukon kaksialkioisten os-
ajoukkojen méara eli n(n — 1). Mutta milld&n kokonaisluvulla ei ole n(n — 1) = 1992
(44 - 45 = 1980 ja 45 - 46 = 2070).
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92.17. Oletuksen perusteella AP = ; Merkitadn 2o = ZACD. Silloin ZABD = 2a,

/ZDBC = ZCAD = 90° — 2« ja (kolmion BAD tasakylkisyyden perusteella) ZBAD =
90° — a, joten ZBAC = /ZBDC = «. Merkitdadn PD = d ja sovelletaan sinilausetta
kolmioihin APD ja CPD. Saadaan

d 8 d 2

sin(90° — 2a) - 5sin(90° — )’ sin(2a)  5sina’

Naistéd eliminoidaan d. kun kaytetdén hyviksi tietoja sin(2z) = 2sinz cosz ja sin(90° —
r) = cosx, saadaan 4sin a cos? a = 8 cos(2a) sin a, josta edelleen cos(2a) + 1 = 4 cos(2a)

1 2
ja cos(2a) = 3 CD = 2cos(2a) = 3

92.18. Olkoot M, N ja L sivujen BC, C'A ja AB keskipisteet. Koska kolmio ABC' ei ole
tylppakulmainen, sen ympari piirretyn ympyran keskipiste O on kolmion M N L sisalla tai
kérjessa. Mutta silloin

AB + CA+ BC = 2(AM + MN + NC) > 2(A0 + OC) = 2d.

92.19. Leikatkoon AD C:n (paitsi A:ssa) myds pisteessd Fj. Leikatkoon BE vastaavasti
C:n myos pisteessd Fy. Homotetia, jonka keskus on A ja joka kuvaa D:n pisteeseen F7,
kuvaa t:n C':n tangentiksi ¢, jonka sivuamispiste on F}. Vastaavasti homotetia, jonka kes-
kus on B ja joka kuvaa E:n pisteeseen Fj kuvaa t:n C:n tangentiksi ¢5, jonka sivuamispiste
on F,. Koska t; ja to ovat molemmat ¢:n suuntaisia ja t:n samalla puolella, niiden on

yvhdyttava; silloin myos sivuamispisteet ovat samat, ja sivuamispiste on samalla suorien
AD ja BFE leikkauspiste F'.

92.20. Koska ¢? = a? + b?, saadaan heti

at+b+c a+b—c (a+bd)?>—-c 1

2 T 2 A =3=5

—a+b+c a—b+c - (a—b)?
2 2 4

plp—c) =

1
(p—a)p—0) = = jab=S.
93.1 Voimme olettaa, ettd a; > as. Olkoon x = a; - 100 + ay - 10 + as. Silloin 22 =
a? - 10000 + 2aas - 1000 + (a% +2aya3) - 100+ 2aqa3 - 10 + a%; koska 2 on viisinumeroinen,
as < 3. Kun kokeillaan eri mahdollisuuksia arvoilla a; = 3 ja ag = 2, saadaan ratkaisut
301, 311, 201, 211, 221 (ja 103, 113, 102, 112, 122).

93.2. Tarkastellaan lukuja 6n + 3. Koska (6n + 3)(6m + 3) = 6(6mn) 4+ 6(3m +3n) +9 =
6(6mn + 3m + 3n + 1) + 3, néiden lukujen tulot ja potenssit ovat samaa muotoa. Siten
esimerkiksi jokaisella k luku 9% = (6 - 1 + 3)¥ = 6n + 3 jollain n:n arvolla.

93.3. Suurin méara on kolme. Luvut 33 = 3-11, 34 = 2-17 ja 35 = 5 - 7 ovat perakkaisia
mielenkiintoisia lukuja. Koska 3 ja 5 ovat alkulukuja, mikaan neljan perdakkaisen luvun
jono, jossa 4 on mukana, ei voi koostua vain mielenkiintoisista luvuista. Joka neljas lukua
4 suurempi kokonaisluku on muotoa 2 - 2 - p, eiké niin olen voi olla mielenkiintoinen.
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93.4. Jos

B s L 2 625
P=1\3 L " 2 4 )
2

2

2

niin p? =25+ 2y/nelin = (p ) jap > 5. pon pariton. Jos p =5, niin n = 0. Jos

625
p=7,n=144. Josp > 9, n > R ja lauseke ei ole maaritelty.

93.5. n'2—nf —nt+1=m8-1)(n*-1) =+ 1)(n?+ 1)%(n+ 1)%(n — 1)%. Jos n
on pariton, niin luvuista n + 1, n — 1 toinen on jaollinen 4:114, toinen 2:lla. Koska n* + 1
on jaollinen kahdella ja (n? + 1)? neljalld, tulee kysytty luku jaolliseksi kaikkiaan luvulla
2-4-4-16 =2°.

x x? x
93.6. Merkitdén h(z) = % Silloin g(z) = 15 = ) Nyt z = g(f(z)) =
%, josta h(f(x)) = @ = h(z). Merkitidin fOO = f fO+(z) = F(f(2)).

Induktiolla nihddn, ettd h(f™(z)) = h(z). Koska f(z) = xh(x), niin f**tD(z) =
FU (@)h(f(2)) = f) (2)h(z). Siis

@) 0@ SO0 @)
e O o) |

(n) 2 4
Erityisesti / 3(3) = h(3)™ on kaikilla n valilla (g, §> T&mé& on mahdollista vain, kun
h(3)=1¢eli f(3) =3=g(3).

1
93.7. Toisen yhtalon perusteella z = 2x. Kolmannen yhtéalon nojalla z = §(20 — 7).

Ensimmaisesta yhtalosta saadaan nyt

(40 ; 2y>$ _ 2

1 1
Tasté seuraa joko 5(40 —2y) = y? tai 5(40 —2y) = —y? ja x parillinen. Jalkimmaéiselld

10
yhtalolla ei ole reaalilukuratkaisuja. Edellisen yhtalon ratkaisut ovat y = —4 ja y = 3

Koska vain kokonaislukuratkaisut kelpaavat, ainoa ratkaisu on y = —4, x = 8, z = 16.

93.8. Merkitaan I:1la ja D:lla sellaisten kokonaislukujen joukkoja, joiden numerot ovat
aidosti kasvavia tai aidosti vdhenevia. Olkoot Dy, D1, Ds ja D3 D:n osajoukot, jotka
muodostuvat 9:11a alkavista, ei 9:11a alkavista, O:aan paattyvistd ja ei O:aan paattyvista
luvuista. Kaikki I'n luvut saadaan luvusta 123456789 jattamalla siita joitain numeroita

pois. k-numeroisten I:n lukujen maara on < k) (voimme pitdé 0:aa 0-numeroisena lukuna).
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Jokainen k-numeroinen luku a joukossa I voidaan yhdistaa yksikasitteiseen lukuun by €
Dg, by € D4, b3 € D3 siten, etta

a+by=999...9=10""—1,

a+by,=99...9=10F -1,

1
a+b3:111...10:50(10’f—1).

Jos siis merkitsemme joukon A alkioiden summaa S(A):lla, niin

9
S(I)+5(Do) =) (Z) (10t —1)=10- (10 +1)° —=2°=10-11% — 2°
k=0

S(I)+ S(Dy) = Z (Z) (10F —1) =119 — 29,

k=0

S(I) + S(Dy) = 19—0(119 99,

Koska S(Do) + S(Dl) = S(Dg) + S(Dg) = S(D), ja S(Dg) = 1OS(D3), niin

25(I) + S(D) = 1110 — 210,

1 10
- - 119 99
Tasta voidaan ratkaista
80 35
I D)= — 1119 — ==210,
S(I)+ S(D) 3 3

Summa pitaa sisalladn yksinumeroiset luvut kahdesti, joten oikea vastaus on

@.1110_§

10 _ 45 = 256172 )
<1 812 5 = 25617208995

93.9. Ensimmiisen yhtilon perusteella |z|° = |y|(1 + |y|*) > |y|°, ja yhtdsuuruus pitee
vain, kun z = y = 0. Samoin saadaan muista yhtaldista perdkkéin |x| > |y| > |z <>
|t| > |z|. Koska tdmé& on mahdollista vain, kun yhtdsuuruus vallitsee joka epayhtélossé, on
oltavaxr =y=2=1t=0.

93.10. Voimme olettaa, ettd |a,, — b),| = maxi<i<n|a; — bi| = ¢ ja ettd a), > b),.
Tarkastellaan lukuja b}, by, ..., b}, a;,, a1, - .., a,,. Koska niitd on n 4 1 kappaletta,
kahdella niista on ollut sama indeksi ennen suuruusjarjestykseen asettamista; toisen naista
on oltava jokin b; ja toisen jokin a;. Mutta b; < b, < a,, < aj, joten |a; — b;| >
a7, — | = ¢
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93.12. Yhteyksia eri kaupunkien valilla on oltava ainakin 13 —1 = 12. Jos a on auto-
yhteyksien, j junayhteyksien ja [ lentoyhteyksien maara, niin tehtavan oletuksen mukaan
on oltava a +7 > 12, j+1 > 12, [+ a > 12. Kun naméa yhtalot lasketaan yhteen,
saadaan 2(a + 7 +1) > 36, a + j + [ > 18. Olkoot kaupungit K, Ko, ..., K3 Jos kau-
punkien Ko, 1 ja Koo, valilla on linja-autoyhteys, Kaupunkien Ko, 2 ja Kop3 valilla
junayhteys ja Ksp,41 ja Kop43 valilla lentoyhteys, n = 0, ..., 5, niin jokaisesta kaupungista
padsee jokaiseen muuhun autolla ja junalla (vuoron perédén toista ja toista kulkuneuvoa
kayttaen, ja jokaisesta ”parittomasta” kaupungista jokaiseen toiseen parittomaan kaupun-
kiin pelkastaan lentden. Koska jokainen parillinen kaupunki on yhdistetty ”viereisiin”
parittomiin kaupunkeihin seka junalla etta linja-autolla, voidaan jokaisesta kaupungista
paasta jokaiseen muuhun kayttaen lentokonetta ja joko linja-autoa tai junaa.

93.13. Koska pikkukolmioita on 100, ne ovat kymmenessé rivissd. (n:n ensimméisen
parittoman luvun summa on n?, kuten relaation (n+1)? = n? +2n+1 ja induktion avulla
helposti ndhdaén.) Jos pikkukolmion korkeudeksi valitaan 1, niin jokaisen ison kolmion
pisteen sen sivuista laskettujen etaisyyksien summa on 10 eli ison kolmion korkeus. Jos olisi
valittavissa 8 karkipistetta tehtavassa esitetylla tavalla ja jos nididen pisteiden etéisyydet

ison kolmion kolmesta sivusta olisivat a;, b;, ¢;, 1 =1, 2, ..., 8, niin
8
Z(ai +b; + Ci) = 80.
i=1

Toisaalta kaikki a;:t olisivat keskenaan eri suuria lukuja samoin kuin kaikki b;:t ja kaikki
c;:t. Mutta tama merkitsisi, etta Z§:1 a; > 0+14+24...+7=28. Koska sama patisi
lukuihin b; ja ¢;, olisi kaikkien a;-, b;- ja ¢;-lukujen summa ainakin 84. Pisteita ei siis voi
olla ainakaan enempad kuin 7. Esimerkilla voidaan osoittaa, ettd 7 on mahdollinen.

93.14. Kuvio

O O O O
o
O O O O

osoittaa, etta ainakin kahdeksalla poistolla selvitaan. Melko moniosaisella tapaustarkaste-
lulla voidaan osoittaa, ettd seitsemén poistoa ei riitd. [Tehtévé oli tuomariston tydtapa-
turma.|

93.15. Voidaan, esimerkiksi kirjoittamalla toiseen noppaan luvut 1, 2, 3, 4, 5, ja 6 ja
toiseen 1, 1, 1, 7, 7 ja 7.

93.16 Jos ympyroiden keskipisteet O ja P olisivat samalla puolella suoraa FEH, olisi
EH|OP ja OP yhtéa pitkd kuin janojen EF ja GH keskipisteiden etdisyys, joka on
3+ 6+ 3 = 12. Ympyroiden halkaisija olisi pienempi kuin 12, eiké voisi olla |[AB| = 14.
Koska kolmiot OF E ja PGH ovat yhtenevia tasakylkisia kolmioita, Z/OEF = ZPHF, jo-
ten myo6s kolmiot OFF' ja PHF ovat yhtenevia. Siis F' on janan OP keskipiste. Pisteet O
ja P ovat samalla puolella suoraa AD (ellei néin olisi, AD kulkisi M :n kautta ja olisi oltava
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BC < FG@G, toisin kuin oletettiin). Silloin AD||OP ja AO||CP, joten |AC| = |OP| = 28 ja
OM = 14. Olkoon OT = h kolmioiden OEM ja OEF korkeusjana. Silloin h? = r? — 32
ja (koska |[TM| = 6) h? = 142 — 62. Siis r = 13.

93.17. Voidaan. Sijoitetaan pisteet tasasivuisen kolmion kérkiin ja annetaan kunkin
liikkua pitkin kolmion sivua samalla nopeudella. Pisteet ovat silloin aina tasasivuisen
kolmion karkina, eivatka siis koskaan ole samalla suoralla. Jotta pisteiden nopeudet saa-
taisiin erisuuriksi, lisataan pisteiden nopeuksiin vakiovektori, jonka projektiot tehtavan
kolmelle suoralle ovat eri pituiset. Koko kuvio liikkuu nyt vakionopeudella, joten pisteet
ovat edelleen kolmion karkia.

3 D .
93.20. Jos kuution @) ympéri piirretdén (——-séteinen) pallo S, niin jokainen hyvé tet-
raedri sisaltyy S:aan. Pythagorasta ja tetraedrin tilavuuden kaavaa soveltaen nakee, etta

1 :
S':n sisddn piirretyn saannollisen tetraedrin tilavuus on 3" Tallainen tetraedri on mm. sel-

lainen tetraedri, jonka nelji kirked yhtyvit Q:n neljadn kiirkeen (ja jonka sdrmit ovat /2:n
pituisia. Pienentamalla tata maksimitetraedria homoteettisesti saadaan hyvia tetredreja,

joiden tilavuus on mielivaltainen V, 0 <V < 3"
94.1. Koska (zoy)oz=(x+y—ay)oz=x+4+y—2y+2— 2z —yz+ xyz on symmterinen
x:m, y:m ja z:n suhteen, (zroy)oz = (yoz)ox = (xoz)oy, ja ratkaistavaksi jaa yhtalo
0= (royloz=ao4+y+z—ay—yz—zx+ayz = (x —1)(y — 1)(z — 1) + 1. Yhtalo
toteutuu, kun luvuista x — 1, y — 1, 2 — 1 yksi tai kolme on —1 ja kaksi tai nolla on +1;
joko (z, y, z) = (0, 0, 0) tai kaksi luvuista z, y, z on 2 ja kolmas 0.

94.2. Vastaoletus 1: a;,—1 + a;+1 > 2a, kaikilla ¢ = 2, 3, ..., 8. Silloin a3 > 2a3 —a; =
2a9 > a9, ag > 2a3 —as = az + (a3 — az) > ag jne., siis a1 < ag < ag < ... < ag. Koska
a1 = ag = 0, kaikki a;:t ovat nollia, miké kiellettiin oletuksissa. Siis on oltava ainakin
yhdella 1 aj—1+ iy < 2a;.

Vastaoletus 2: a;—1 +a;+1 > 1,9a; kaikilla 7. Koska kaikki a;:t eivat ole nollia, jokin niista,
esim. ag, on suurin. Luvut voidaan kertoa samalla luvulla, joten voidaan olettaa, etta
ap = 1. Silloin ax—1 + agy1 > 1,9. Koska ag_1, apy1 < 1, on ag—1, agy1 > 0,9, ja ainakin
toinen luvuista on > 0,95. Voidaan olettaa, ettd axy; > 0,95. (Ellei, voidaan muuttaa
indeksointia, by = aj9—k). Silloin ax42 > 1,9-0,95—1 = 0,805, ax4+3 > 1,9-0,805 — ax41 >
1,9-0,805—1=0,5295 ja a4 > 1,9-0,5295 —1 = 0,00605. Siis k+4 < 9eli k£ < 5. Koska
ap—1>09 onax_2>1,9-09-1=0,71jaar_3>19-0,71 —1=0,349.Siis k — 3 > 2,
joten k > 5. Ristiriita.

94.3. lauseke on maaritelty vain, kun x:n ja y:n itseisarvo on enintaan 1. Lausekkeen
suurin arvo saadaan selvasti silloin, kun > 0 ja y > 0. Nain ollen voidaan merkita

2o | 3

T
xr = cost, y = cosu, 0 <t < 5 0 < u < —. Lauseke on nyt costcosu + costsinu +

~—

cosusint — sintsinu = cos(u + t) + sin(u + t) = v/2(cos(u + t) sin % + sin(u + t) cos T _

4
V2sin(u +t + %) < /2. Maksimi v/2 saadaan, kun u 4 t = %
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94.4. Oletetaan, ettd vn—1+ vn+1 = p ja P on supistetussa muodossa. Silloin
q q
q 1 _Vnt+l-yvn-1

== = . Yhtaloista
P Vn+l+vn—1 2
Vi l+vn-1="2
q
o 2q2 +p2 . 2 92 4 4 . e ee . 4 . .
saadaan vn + 1 = ——— ja edelleen 4np“q° = 4¢* 4+ p*. Nahdaan, etta p* on jaollinen

2pq
kahdella, ja siis myos p on jaollinen kahdella. Jos p = 2r, saadaan 4nr2q? = ¢* +4r, joten

myo0s ¢ on jaollinen kahdella. Mutta nain ollen P ei ole supistetussa muodossa. Tehtavassa
q
vaadittuja lukuja n ei ole olemassa.

94.5. On helppo ndhda, ettéd jos a ja b ovat kokonaislukuja, niin p(a) — p(b) on jaollinen
luvulla a — b. Oletetaan, ettd p(a) = 1 ja p(b) = 3. Jos p(c) = 2, niin ¢ — a on luvun 1
tekija, ja samoin ¢ — b. Siis ¢ — a = £+1 ja ¢ — b = £1. Mutta téllaiset ehdot tayttavia
kokonaislukuja on enintaan 1.

94.6. Tarkastellaan lukujen 2* jasinnosluokkia mod ¢. Koska luokkia on direllinen méasr,
on olemassa i ja j, ¢ > j, niin ettd 2° — 27 on jaollinen ¢:lla. Koska 2° — 27 = 27(2"77 — 1)
S L S
ja q on pariton, q on 277 — 1:n tekija: 277 — 1 = ¢s. Mutta b_ 2];)71
q T =

94.7. Summassa on parillinen maara termeja. Ne voidaan yhdistaa pareittain niin, etta
summan termit ovat

1 N 1 _ p® = 3p°k + 3pk?

K (p—k)3 k(p—k)?
Tallaisten termien summan nimittajan kaikki alkutekijat ovat pienempia kuin p, mutta p
on osoittajan tekija.

94.8. Olkoon a = 2i + 1 > 3 mielivaltainen pariton luku. Maaritetaan b = 2k, ¢ =
2k + 1 niin, ettd (a, b, ¢) on Pythagoraan kolmikko. On oltava ¢* — b? = 4k +1 =
a’? = 4i? + 4i + 1. Tdméi saadaan aikaan valitsemalla k = i? + i. Koska (na, nb, nc) on
Pythagoraan kolmikko, jos (a, b, ¢) on, niin véite on todistettu kaikille muille luvuille kuin
2:n potensseille. Mutta (8, 15, 17) on Pythagoraan kolmikko, joten kaikki 2:n potenssit
> 8 ovat jonkin Pythagoraan kolmikon pienimpia jasenia.

94.9. Koska neliot ovat = 0 tai = 1 mod 3 ja 2% = (—1)* mod 3, niin a:n on oltava
parillinen, jotta olisi 2¢ + 3% = n2. Lisiksi n:n on oltava pariton. Siis a = 2z jan = 2y +1,
ja yhtdlo on 4% 4+ 3% = 4y? + 4y + 1. Siis 3 = (—1)®* = 1 mod 4, joten b on parillinen,
b= 2z. Siis 4% = (2y+1)? —32* = (2y+1—3%)(2y +1+37). Tulon tekijit ovat molemmat
parillisia, mutta koska niiden summa on 4y + 2, vain toinen tekija on jaollinen 4:11a. Taten
2y +1—3% = 2ja 2y + 1+ 3% = 2221, Niisti voidaan ratkaista 2 - 3% = 22=1 — 2 ja
3% = 4*~1 —1. Koska 4:n parittomat potenssit pasttyvit 4:44n ja parilliset 6:een ja 37 ei voi
paattya viiteen, mutta paattyy 3:een aina, kun z = 4d+1, on oltava x—1 = 2e+1, z = 4d+1
joillain e ja d, e > 0, d > 0. Siis 3%+ =3.819=3.(5-16+1)9 = 42¢+!1 1 =4.16° — 1.
Jos nyt d > 1, niin e > 1, ja tullaan ristiriitaan, koska edellisessa yhtalossa yhta lukuun
ottamatta kaikki termit ovat jaollisia 16:lla. Siisd =0,e=0,z=1,x =2, b= 2, a = 4,
ja ainoa ratkaisu on 24 + 32 = 42 + 32 = 52,
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94.10. Tarkastetaan 2n-pituisia lukuja, jotka tayttavat tehtdvan ehdot. Olkoon a; tal-
laisten, 7:hin paittyvien lukujen maard. Symmetrian perusteella a1 = a5 ja as = ay.
Liséksi ag = 2a; (lukuja, joiden viimeiset numerot ovat 21 ja 23 on yhtd paljon, sa-
moin lukuja, joiden viimeiset numerot ovat 43). 2n + 2 pituisten lukujen méaérd on
2a1+3as++4asz+3as+2a5 = 4a1+6as+4as = 3(2a1+2as+a3)+az—2a; = 3(2a1+2as+az).
Koska 2-pituisia lukuja on 8 (12, 21, 23, 32, 34, 43, 45, 54), saadaan induktiolla, ettd 2n-
pituisia lukuja on 8 - 377!, Kun 2n = 1994, n — 1 = 996. Kysytty lukuméiri on siis
8. 3996‘

94.11. Kulmat NAS ja NBS ovat suoria. Siis kolmiot NA'S ja NSA ovat yhdenmuo-
toidsia. Samoin kolmiot NB’S ja NSB ovat yhdenmuotoisia. Lisaksi kolmiot NSA ja
NSB ovat yhtenevit (saadaan toisistaan peilaamalla suorassa W E). Kolmiot NA'S ja
/

SAT_ SN s s

94.12. Olkoon C kolmion A;AsAsz ja C; kolmion A;S55S3 sisdan piirretty ympyra, C:n
ja Cp:n sateet olkoot r ja r1. Olkoon viela H; Ci:n ja S553:n sivuamispiste. Osoitetaan,
etta 5101, 5205 ja S303 ovat kolmion 575553 kulmien puolittajat. Taman todistamiseksi
riittda, etta osoitetaan, ettd O on kaarella S5S53. Koska kolmio 415553 on tasakylkinen,
suora A H; joka tapauksessa puolittaa kaaren S3S5 (ja kulkee pisteiden O; ja O kautta).
Kolmiot SoA; Hy ja OS3H; ovat yhdenmuotoisia (suorakulmaisia, ja kulmien Sy;A; H; ja
0S5 Hy kyljet kohtisuorassa toisiaan vastaan). Piste O on C:114, jos OH; = r — r;. Etta
nain on, ndhdaan yhtaloketjusta

B’N S ovat siis yhdenmuotoiset, joten

r—r ™ _01P1 . 1_P1A1 . SgAl —P1A1 SQPl . Sng . OH1 . OH1
T T OSQ N 52A1 N SQAl N 52A1 N 52A1 N OSQ N r '

94.13. Olkoon PQRS tehtavassa annetun ominaisuuden omaava nelio. Selvastikin a > 2.
Olkoon P'Q'R'S’ se nelion PQRS sisalla oleva nelio, jonka sivut ovat etaisyydella 1
PQRS:n sivuista ja jonka sivujen pituus on siis a — 2. Koska kaikki viisi kiekkoa ovat
PQRS:n sisalla, niiden keskipisteet ovat P'Q'R’'S’:ssa. Jaetaan P'Q)’R’'S’ neljaksi yhtene-
vaksi nelioksi; ndiden sivujen pituus on %—1. Laatikkoperiaatteen perusteella ainakin kaksi
ympyran keskipistetta on samassa pikkuneliossa. Niiden keskinainen etaisyys on enintaan

V2 a_ 1). Taman etaisyyden on oltava ainakin kaksi, mista seuraa a > 2 + 2v/2. Toi-
5 Yy

saalta, jos a = 24+21/2, on mahdollista sijoittaa viisi tosiaan peittdméatonta yksikkokiekkoa,
niin, ettd niiden keskipisteet ovat PQRS:n keskipisteessa ja pisteissa P, Q', R’ ja S’.

94.14. Koska kolmiossa pitemman sivun vastainen kulma on suurempi kuin lyhemman
sivun, péatevit epayhtélot (a —b)(a — ) >0, (b—¢)(B—7v) > 0ja (c—a)(y—a) >0
eli aa 4+ b6 > af + ba, bG + cy > by + B ja ¢y + aa > ca + ay. Nama epayhtalot ovat
yhtapitavia epayhtalciden
a b S
3 + =

b b+c>b+c ) c+a>c+a
A - a = 5 ) Ja - - -
Gy BB O
kanssa. Tehtavan vaite saadaan, kun edelliset kolme epéayhtaloa lasketaan puolittain yh-
teen.

+

Qe
o
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94.15. Oletamme, ettd kolmiossa ABC kaikkien sivujen ja korkeusjanan AH pituudet
ovat kokonaislukuja. Kosinilauseesta seuraa, etta kolmion kulmien kosinit ovat rationaali-
sia, ja niin ollen janojen BH ja HC pituudet ovat rationaalilukuja. Mutta ei-kokonaisen
rationaaliluvun neli6 ei voi olla kokonaisluku, joten BH:n ja HC':n pituudet ovat kokonais-
lukuja (Pythagoraan lause sovellettuna suorakulmaisiin kolmioihin ABH ja CAH). Mutta
nyt joko BH:n ja HC':n pituudet ovat molemmat parillisia tai parittomia, jolloin AB:n
ja AC:n pituudet ovat molemmat parillisia tai parittomia, BC:n pituus on parillinen ja
kolmion ABC piirin pituus on parillinen; jos taas BH:n ja HC'n pituuksista tasan toinen
on pariton, myos AB:n ja AC:n pituuksista tasan toinen on pariton. Téassa tapauksessa
BC'n pituus on pariton, ja kolmion ABC piirin pituus on taas parillinen. Piiri ei siis voi
olla 1995.

94.16. Riittaa, kun osoitetaan, etta aina, kun siilien keskipisteet ovat tarpeeksi lahella

1
toisiaan, siilit koskettavat. Olkoot O ja M kahden siilin keskipisteet ja olkoon OM < ﬁ
Olkoot A, B ja C' O-keskisen siilin piikkien kérjet. Oletetaan, ettd M on kulmassa AOC.
Leikatkoon M:n kautta piirretty AC:n suuntainen suora OA:n ja OC:n pisteissa K ja L

ja olkoon X K L:n keskipiste. Nyt

KL OX _OM
= <
AC L= 17

2 2

josta KL < 2-0OM - AC < 1. Kolmio OKL jaa siten kokonaan M-keskisen 1-séteisen
ympyran sisdlle. Ainakin yksi M-keskisen siilin piikki tyontyy m:std kolmioon OK L. Sen
on siten leikattava jompi kumpi janoista OK, OL, eli siilit koskettavat toisiaan. Jos siilit

eivat kosketa toisiaan, niin n:n siilin tarvitsema pinta-ala on enemman kuin TR Saarella

olevien siilien méaara ei voi olla aareton.

94.17. Olkoon a; saarella i olevien kaupunkien méara, ¢ = 1, 2, ..., 13. Oletetaan, etta
joillain i ja j on a; > a; > 1. Saarella j olevasta kaupungista K lahtee 25 — a; lauttayh-
teyttd. Jos K siirrettéisiin saarelle 7, K:sté lahtisi 25 — (a; + 1) < 25 — a; yhteyttd, ja
kaikki muut yhteydet sailyisivat ennallaan. Pienin yhteyksien maara saavutetaan tilan-
teessa, jossa yhdella saarella on 13 kaupunkia ja muilla 12 saarella yksi kaupunki kullakin.

12
Talloin yhteyksia on 13 - 12 + (11) = 222 kappaletta.

94.18. Oletetaan, ettd numerointi on suoritettu vaaditulla tavalla. Jos jossain pisteessa
on numero 1, kyseisen pisteen kautta kulkevilla kahdella suoralla ei voi olla toista ykkosta.
Jokainen ykkonen merkitsee siten kaksi suoraa. Ykkoselld merkittyja leikkauspisteita on

nain ollen g kappaletta, eli n on parillinen. Olkoot suorat [y, ls,..., l,. Kirjoitetaan

suorien nimet seuraavaan taulukkoon:
13 Iy ce ln /241

ln lp—1 ... ln/2—|—2
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ja kierretaan taulukon oikeaa laitaa n — 1 kertaa "myotapaivaan”:

12 13 ce ln/2
li Iy 5
ln—l ln—2 s ln/2—|—1
T P A
ll ln—l
ln_2 ln—3 e ln/Q

jne. Taulukot antavat n eri tapaa liittaa suorat pareittain toisiinsa: [; ja sen oikealla
puolella oleva suora ja allekkain olevat suorat. Numeroidaan nyt suorien leikkauspisteet
niin, etta i:nnen taulukon mukaisesti yhdistettyjen suorien leikkauspisteisiin kirjoitetaan
luku .

94.19. Vakoojat olkoot Vi, Vo, ..., Vig. Olkoon a; niiden vakoojien luku, jotka vakoilevat
V;:t4, b; niiden vakoojien luku, joita V; vakoilee, ja ¢; = 15 — (a; + b;) V;:hin neutraalisti
suhtautuvien vakoilijoiden luku. Jos V;:n lisdksi otetaan yhdeksan muuta vakoojaa, niin
tassa joukossa on oltava ainakin yksi, jota V; vakoilee. Siis a;+c¢; < 8. Samoin joukossa on
oltava ainakin yksi, joka vakoilee V;:ta. Siis b;+c¢; < 8. Koska siis a;+b;+2¢; < 16, on oltava
¢; < 1. Oletetaan sitten, ettd on olemassa 11 vakoilijaa, joita ei voi numeroida tehtévéssa
ehdotetulla tavalla. Olkoon V' niista yksi ja muut Uy, Us, ..., Uyg; niin numeroituina,
ettd U; vakoilee U;11:té ja Uyg Uy :ta (ndin voitiin tehd& oletuksen perusteella). Oletetaan,
ettd yksikadn U; ei ole neutraali V' suhteen. Jokin Uj, esim. U; vakoilee V:ta. Silloin
V el voi vakoilla Us:ta, koska muuten syntyisi 11:n perakkaisvakoilijan ketju. Siis Us
vakoilee V:ta. Paattelya jatkaen saadaan, ettd jokainen U; vakoilee V:ta. Tama on edella
sanotun nojalla mahdotonta. Siis vakoilijoiden U; joukossa on tasan yksi V':hen neutraalisti
suhtautuva. Mutta ”suhtautua neutraalisti” on vastavuoroinen relaatio; on mahdotonta,
etta paritonalkioisessa joukossa jokaisella alkiolla on yksi ja vain yksi pari. Ristiriita: siis
11 vakooja voidaan aina numeroida samoin kuin kymmenenkin.

94.20. Ajatellaan, etté ison kolmion ABC sivu AB on vaakasuora ja ettd kaytettavat varit
ovat punainen, sininen ja keltainen. Oletetaan, etta tehtavan vaite ei ole tosi. Sivulla AB
on 3001 pikkukolmion kéirkea A = Ay, Ay, ..., A3go = B. Ainakin 1001 niistd on samaa
varid, sanokaamme punaisia. Olkoon By, se karki, jolla kolmio By, Ar A, on tasasivuinen.
Oletuksemme mukaan By, ei ole punainen, jos Ai ja A : n ovat. Koska jokaista punais-
ten kérkien paria Ay, A, kohden kéarki By, on eri piste, niin naita karkia By, on ainakin

1001
< 5 > 500 000 kappaletta. Koska kaikki karjet ovat 3000:1la vaakasuoralla, ainakin yksi

tallainen suora sisaltaa yli 160 karkea By,. Koska kaikki karjet By, ovat muuta varia kuin
punaisia, ainakin 81 samalla suoralla olevaa karkea on samaa varia, sanokaamme sinisia.
Samalla suoralla olevat siniset kérjet By, ja Bjy,, maarittavit karjen Crpim, joka on kyseis-
ten karkien ylapuolella, joka ei ole sininen, ja jolle kolmio Cnipm Brn Bim on tasasivuinen.
Mutta CrpimArAy,, on myos tasasivuinen; tdssd Ay on kérjen Bj, maaradvistd alimman
sivun karjista toinen ja A,, pisteen By, mairaavista pisteista toinen. Siis Cgpim €l ole

81
punainenkaan, vaan sen on oltava keltainen. Nyt karkid Ci,,, on ainakin (2 ) > 3200,
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joten ainakin kaksi niistd on samalla vaakasuoralla. Mutta ndma kaksi maarittavat edella
esitettyyn tapaan karjen D, joka ei ole keltainen, ei sininen eika punainen. Ristiriita, siis
vastaoletus on vaara.

95.1. Todetaan ensin, ettd parittomat x:n arvot eivit voi olla ratkaisuja, mutta =z = 2

antaa ratkaisun y = 1, z = 1. Olkoon y + z = 2a. Silloin y® + 2% = (a + )¢ + (a — 1)® =
2

2a% + 30a*t? + 30a°t* 4+ 2t6 > 2a5. Jos x > 4, niin y6 + 26 >2 % > 226 > 26, ja

toinen yhtélo ei toteudu. Ainoa ratkaisu on (z, y, z) = (2, 1, 1).

95.2. Olkoon (a—1)a(a+1) = a(a®? —1) = p(a® + k). Jos olisi p > a, niin a® —1 > a? + k,
mika on mahdotonta, koska k on positiivinen. Oletetaan sitten, ettd p < a — 1. Silloin
(a—1)(a®+a) = (a®> + k)p < (a—1)(a® + k). Epiyhtils toteutuu, jos a = 1 tai jos a < k.
Josa=1,nin k >1=a.

95.3. a, b ja c ovat Pythagoraan lukuja, ja ovat siis muotoa a = (m? — n?)p, b = 2mnp ja
c = (m? + n?)p; lisiksi p = 1. Siis b+ ¢ = 2mn + m? +n? = (m +n)?.

95.4. Olkoon Johnin ik 10x +y, missa x ja y ovat 0:n ja 9:n valissa olevia kokonaislukuja.
Koska Maryn ika on 10y 4+« ja Mary on nuorempi, on x > y; ei voi olla x = y, koska talloin
John ja Mary olisivat samanikiiset. Lisiksi (10z + y)? — (10y + z)? = 99(2? — y?) = n?
jollakin kokonaisluvulla n. On oltava n = 33k ja 2% — y? = (z — y)(z + y) = 11k?. Koska
1<x—y<8jal<zxz+y < 17, on oltava x + y = 11. Talloin x — y on pariton
kokonaisluvun nelio, joten £ —y = 1. On siis oltava x = 6, y = 5. Kokeilemalla nahdaan,
etta 65 ja 56 todella tayttavat tehtavan ehdot.

95.5. Tarkastellaan kokonaislukuja valilla I = [t + 1, ¢ 4+ 2¢]. Talla vélilld on varmasti
kolme lukua x = nga, y = npb ja z = nee. Jos x # y # 2z # x, xyz on kysyttyé tyyppia
oleva luku. Jos x = y = z, niin joko x—a = (ny,—1)ajaz—b = (np—1)btaiz+a = (n,+1)a
ja x+b = (np+1)bkuuluvat véliin I, ja jokin luvuista (z+a)(x+b)x on kysyttya tyyppié.
Oletetaan sitten, ettd © = y # z, ja ettd x ei ole jaollinen c:1la. Luvuista x 4+ a ainakin
toinen kuuluu valiin 7. Jos tama luku on sama kuin z, niin luvuista y 4+ b kumpikaan ei ole
z. Jokin luvuista (x +a)yz, x(y £ b)z on silloin haluttua muotoa. Olkoon sitten =z # y = z.
Jos luvuista y + b ainakin toinen kuuluu véliin 1. Jos tama luku ei ole z, niin z(y £b)z on
haluttua muotoa. Jos se on x, niin x on b:1ld jaollinen, mutta x + a # z; muotoa (xr +a)xz
oleva luku on vaadittu. Tésmaélleen samoin paitelladn, jos x = z # y.

95.6. Kaytetaan hyvaksi tietoa, ettad positiivisten lukujen harmoninen keskiarvo on enin-
taan yhta suuri kuin aritmeettinen keskiarvo:
2
< T+ y.
2

1 1
oy
Siis:
a+c b+d+c—i—a d+b
a+b b4+c c+d d+a

— (ato) (a i - C%d) +(b+d) (ﬁ + di—a) > (a-e)

—+(b+d
a+b+c+d+< +d)

‘btctd+a
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1
95.7. [Ellei muista, ettéi cos 36° = sin54° = —(1 4 /5), voi piirtii& a-sivuisen saannollisen

viisikulmion ABCDFE ja pisteessi F' leikkaavat lavistajat AC ja BD, todeta kulmien BAC,
BCA ja CBF olevan 36°, kulman CBA 108° ja kulmien ABF ja BFA 72°. Nain ollen
AF = a ja jos FC = b, niin yhdenmuotoisista kolmioista ABC' ja C'F'B seka sinilauseesta

saadaan
a+b_a_sin108°_sin72°_2 360
a b sin36° sin36° co8 I

Siis = 2 cos 36° toteuttaa yhtalon

1
—+1=ux,
x

1
jonka ratkaisu on z = 5(1 + v/5).] Kaksinkertaisen kulman kosinin kaavasta saadaan

suoraan sin® 18° = §(3 —/5). Todennettavaksi jai relaatio

1 3—+5 1
g(3—\/3) ot =3

eli

eli

3-v56  [VB-1 ’
8 4

Tama osoittautuu todeksi, joten haluttu kahden positiivisen luvun yhtasuuruus on sekin
voimassa.

95.8. Voidaan olettaa, ettd |a| > |b] ja |a| > |c|. Oletetaan, ettd a > 0. Koska |a + b| <
le| < |al, niin b < 0. Samoin n&dhdéén, ettd ¢ < 0. Kun alkuperiisistd yhtaldista poistetaan
itseisarvomerkit, kaksi ensimmaista niista saa muodot a > —b—c, —b > a+celi a+b+c >0
jaa+b+c<0. Siis a+ b+ ¢ = 0. Oletetaan sitten, ettd a < 0. Samoin kuin edella
paatelladn, ettd b ja ¢ ovat positiivisia. Kaksi ensiméaistd epayhtalod saa nyt muodon
—a>b+cjab>—-a—celia+b+c<0jaa+b+c>0.Siisa+b+c=0. Josa=0,
ninb=c=0,jaa+b+c=0.

95.9. Todistettavan identiteetin vasen puoli on

1996 1996 1996
S (ke 1996k Z e (1997 1Y g, Z RO
ot k1o k+1 k+1

1996
= 1997 - Z - + 1996.
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Oikea puoli taas on

998 998

998
2k — 1 2k +1996 1997 1
= - = 1996 — 1997 - .
];9984-1@ ];(998-1—1@ 998+k> ;k+998

Oikean ja vasemman puolen samuus seuraa nyt havainnosta

1996 1996
1

1k_1 1_ ) 9981_ 1
DT o= - ';ﬂ_;mggs'

95.10. Osoitetaan, ettd f(x) # 0 kaikilla x # 0. Jos olisi f(z) = 0, niin x # 1 ja
f)y=(@x+1-a)f(x+1—2)=2(1—2z)f(z)f(1 —z) =0, toisin kuin ehto (a) maaraa.
Ehdon (b) perusteella

flx)=f 4 1 = f(2z) + f(2z) = 2f(2z),
2 | 2z

c) saadaan 2z f(2x) = 22 f(2)? eli zf(x)

—~

1
niin f(2z) = if(a:) kaikilla = # 0. Ehdosta

22 f(x)?. Koska f(x) # 0, on oltava f(z) =
todella tayttda ehdot (a), (b) ja (c).

. Helppo tarkistus osoittaa, etd f(z) =

SN
K| —

95.11. Sijoitetaan luku yksi mihin hyvansa kolmesta joukosta. Tamén jalkeen jokainen
seuraava luku voidaan sijoittaa jompaan kumpaan kahdesta muusta joukosta kuin mi-
hin edellinen luku sijoitettiin. Sijoitusmahdollisuuksia on siis 3 - 21994, Koska joukkojen
jarjestyksella ei ole valia, eri tapoja jakaa annettu joukko kolmeksi osajoukoksi, joista yh-

3 91994 _ 91993

dessdkaan ei ole perakkaisia lukuja, on . Nyt on kuitenkin laskettu

mukaan tapaus, jossa yksi osajoukoista on ;cyhjél (kaksi ei voi olla tyhjad; jos yksi osajoukko
on tyhja kaksi muuta ovat pelkastaan parittomien lukujen joukko ja pelkastaan parillisten
lukujen joukko). Kysyttyji tapoja on siis 21993 — 1.

95.12. Alkuaan laatikossa, jossa on eniten palloja, on enintddn 19 palloa enemmén kuin
laatikossa, jossa on vahiten palloja. Koska 95 = 6-16 — 1, voidaan 16 6:n pallon sijoitusta
jarjestaa niin, etta laatikkoon, jossa ei ole maksimimaaraé palloja tulee sijoitetuksi kaksi
palloa ja muihin laatikoihin vain yksi. Toistamalla kierros enintaan 19 - 94 kertaa saadaan
"kaikki kuopat taytetyiksi”.

95.13. Todistetaan ensin, etta olipa poydallda mika maarad kivia tahansa, niin jommalla
kummalla pelaajalla on voittostrategia. Jos kivien maara on 1, aloittajalla on voittostra-
tegia, jos kivid on 2, toisella pelaajalla on voittostrategia. Oletetaan, ettd vaite on tosi,
kun kivid on enintadn k kappaletta. Olkoon poydalla k + 1 kived. Jos jossakin sellaisessa
tilanteessa, jossa aloitettaessa k +1 —m? kivesti on toisella pelaajalla voittostrategia, niin
aloittaja voittaa nostamalla ensin m? kived. Jos kaikissa k + 1 —m?:n kiven alkutilanteissa
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aloittajalla on voittostrategia, niin toisella pelaajalla on voittostrategia k + 1:n kiven ti-
lanteessa. Oletetaan sitten, ettéd olisi vain darellinen méaara alkutilanteita, joissa toisella
pelaajalla on voittostrategia. Olkoon n suurin néihin tilanteisiin liittyva kivien maara.
Kun kivid on n? +n + 1 < (n + 1)2, niin aloittaja voi ottaa ensi siirrollaan enintiin n?
kivea, jolloin toinen pelaaja voisi tehda ensimmaisen siirtonsa tilanteesta, johon liittyy
aloittajan voittostrategia. Niin ollen n? +n+ 1 olisi myds toisen pelaajan voittostrategian
mukainen tilanne, vastoin oletusta n:n maksimaalisuudesta.

95.14. Pikkukolmiot voidaan varustaa kahdeksalla erilaisella nimilapulla, esim. Ag, By,
Cy, Do, A1, By, C1 ja Dy seuraavasti. Nimetdan mielivaltainen pikkukolmio kolmioksi
Ap. Nimetaan pikkukolmiot, joilla on yhteinen sivu Ag:n kanssa kolmioiksi By, Cy ja Dy.
Nimetaan tadméan jalkeen jokainen pikkukolmio, jolla on yhteinen karki kolmion z; kanssa
kolmioksi x1_;, x = A, B, C, D. Jatkamalla prosessia saadaan kaikki tason pikkukol-
miot nimettya. Kirpun hyppy kolmiosta x; tapahtuu aina kolmioon x;_1, kirput, jotka
ovat kolmioissa x; ja y;, * # y, eivit voi padstd samaan ruutuun. Koska kaikki kirput
hyppaiavat samaan aikaan, eivat kirput, jotka ovat kolmioissa xy ja x1 voi paastd samaan
pikkukolmioon. Toisaalta x;-nimisissa kolmioissa olevat kirput voivat kaikki paasta mihin
tahansa x;-kolmioon. ” Aikaisemmin perille tulleet” voivat hyppid edestakaisin ruudun ja
sen naapuriruudun valilla silla aikaa kun kaukaisempi kirppu on viela tulossa. Jos kolmion
n?:sta ruudusta ainakin n on varustettu samalla nimilapulla, tehtiva ratkeaa. Jos n > 8,
nain on varmasti laita. Kaymalla lapi muut tapaukset nahdain, ettd suotuisa asetelma
16ytyy aina, kun n # 2 ja n # 4.

95.15. Numeroidaan ensin sivujen keskipisteet myotapaivaan numeroin 1, 2, ..., 2n + 1.
Liitetaan sitten numeroin 1 ja 2 numeroitujen sivujen yhteiseen karkeen 4n+2 ja sen jalkeen
myotapaivaan 4n + 1, 4n, ..., 2n + 2 joka toiseen kiarkeen. Taten, jos sivun keskipisteen
numero on 2k-+1, sen (myotapaivain) padtepisteessa on luku 4n+2—k, ja jos sivun numero
on 2k, sen vastaavassa paatepisteessa on 3n + 2 — k. Jokaiseen janaan liittyvien kolmen
luvun summa on 2k+1+4n+2—k+3n+2—k = Tn+5 tai 2k+3n+2—k+4n+2—(k—1) =
T+ 5.

95.16. Tunnetun lauseen mukaan kolmion kulman vieruskulman puolittaja jakaa vastaisen
sivun ulkopuolisesti viereisten sivujen suhteessa. Olkoon F' suoran AB ja kulman ACB
vieruskulman puolittajan leikkauspiste. Silloin

AF 7

AB 4
Merkitddn AO = x, BF =y, EC = 2. Nailla merkinn6illa
2 1
7 _ 2ty _ 14—

z r+y 1+Q
T

ja
2
T_227Y 0%
4 y Yy
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Kun jalkimmaisesta yhtalosta ratkaistu

r 3
y 8
sijoitetaan edelliseen yhtaloon, voidaan helposti ratkaista z = Ch

95.17. Piirretadn kolmion ABC kérkien kautta sivujen suuntaiset suorat, jotka leikkaavat
pisteissd A’ B’ ja C’. Silloin AA" = 2m, BB’ = 2my ja CC’ = 2m¢. Voidaan olettaa,
ettd hy = max{ha, hp, hc}. Koska hy on suorien BC' ja B'C’ etiisyys, on 2mp > ha ja
2mec > ha. Varmasti 2ma > ma > ha. Luvuksi a kelpaa siis 2. Mikdan a < 2 ei tule
kysymykseen; tdmé ndhdaan tarkastelemalla tasakylkisia kolmioita ABC', joille BC' = 2 ja
/ABC = ZACB = z. Tallaisen kolmion suurin korkeusjana on 2sinx ja pienin mediaani
tan z; naiden suhde on 2 cosx, joka tarpeeksi pienilla z:n arvolla suurempi mita hyvansa
lukua o < 2.

95.18. Jana BC halkaisijana piirretty ympyra kulkee pisteiden ) ja H kautta. Kehakul-
malauseen perusteella Z/CHQ = ZCBQ. Jana AB halkaisijana piirretty ympyra kulkee
pisteiden P ja H kautta. ZCHP = 180° — (180° — ZPBA) = ZPBA = ZCBQ. Piste
M on siis kolmion PQH kulman PH() puolittajalla. Olkoon D M :n kohtisuora projektio
BQ:lla. Koska M D puolittaa AC:n, se puolittaa myés PQ:n. Siis M on janan PQ kes-
kinormaalilla. Kolmion QQH P ympaéri piirretyn ympyréan kaaren P(Q) keskipiste on my0s
kulman PH( puolittajalla ja janteen P(Q keskinormaalilla. Kyseinen piste on siis M.
Nain ollen M on samalla ympyralld kuin P, Q ja H.

95.19. Jos ympyra Cs vierii pitkin ympyran C sisapuolta vastapiivaan, niin avaruuslen-
taja kiertdd myotapaivaan. Avataan ympyrda C7 2nm R-pituiseksi janaksi. Jos ympyra Co
vierii tata janaa pitkin, se tekee kaikkiaan — kierrosta. Jokaisella C5:n puolikerroksella
Cs tekee tayden kierroksen. Téten, jos Cy vierisi pitkin janaa, se avaruuslentaja kiertaisi

n kierrosta myotapaivaan. Mutta koska C'; on ympyra ja Cy vierii vastapiivaén, tulee
avaruuslentaja tehneeksi vain n — 1 kierrosta myotapaivaan.

95.20. Viisikulmion ABCDE viiden kérjen joukossa on ainakin kaksi, joiden seka z-
ettd y- koordinaattien erotus on parillinen. Naita karkia yhdistavan janan keskipisteen
M molemmat koordinaatit ovat kokonaislukuja. Kaksi mahdollisuutta: M on viisikul-
mion sisdpiste (koska viisikulmio on kupera) tai viisikulmion sivun keskipiste. Edellisessa
tapauksessa M on viiden sellaisen kolmion yhteinen karki, joiden kaikki kérjet ovat koko-

naislukukoordinaattisia. Kunkin tallaisen kolmion ala on vahintdan 3’ joten kolmioiden

5 1
yhteenlaskettu ala on ainakin 5" (Mainitut alat ovat > 3 siksi, etta kolmion, jonka kaikki

karkipisteet ovat kokonaislukukoordinaattisia, ala saadaan vahentamalla koordinaattiakse-
lien suuntaisen suorakulmion alasta sellaisten suorakulmaisten kolmioiden, joiden kateetit

ovat koordinaattiakselien suuntaisia, aloja. Nama alat ovat muotoa a tai a + 27 missa a

on kokonaisluku.) Jos M on viisikulmion eréén sivun, esim. sivun AB keskipiste. Koska
viisikulmio on kupera, AB on korkeintaan toisen sivuista C'D, DE suuntainen. Oletetaan,
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ettd AB ja DFE ovat erisuuntaiset. Silloin kolmioilla DEA, DEM ja DEB on kaikilla eri

alat (sama kanta, eri korkeudet). Suurin kolmioista on silloin alaltaan ainakin —. Koska
viisikulmio koostuu taméan kolmion lisdksi kahdesta kolmiosta, joilla kummallakin on ala

ainakin 2 viisikulmion ala on ainakin 7"

96.1. Saannollisen 1996-kulmion kérjestd A kahteen vierekkiiseen kiarkeen B ja C' piir-
rettyjen lavistdjien vélinen kulma on puolet kaarta BC' vastaavasta keskuskulmasta eli

¢ = 1996 Kahden kérjesta A piirretyn lavistajan valinen kulma on siten k¢ jolla-
kin k. Jos lavistdjien AB ja CD maardaamat suorat leikkaavat pisteessé P ympyran

sisalld, niin LAPC = /BAD + ZCDA = k¢ + m¢. Jos suorat leikkaavat ympy-
rian ulkopuolella niin, ettd (esimerkiksi) A ja C' ovat ldhempéana leikkauspistettd P, niin
/APC = /BCD — ZABC = n¢ — p¢. Kaikissa tapauksissa lavistajien véliset kulmat
ovat ¢:n monikertoja, joten niiden suhde on rationaaliluku.

96.2. Olkoot janojen AP ja BP pituudet 2r ja 2s. Silloin 397 = g((r—l—s)Q —7r? — 5% 9.

Tasta ratkaistaan rs = 48. Olkoon M AB:n keskipiste, N PB:n keskipiste, O ympyran C
keskipiste ja F' pisteen O kohtisuora projektio janalla AB. Ympyran C sade on 3. Taten
|[MO| =r+s—3, | MF| = |MP|+3 =r—-—s+3, |FN| = s—3 ja |ON| = s+ 3.
Suorakulmaisista kolmioista M FO ja NFO saadaan (r+s—3)? — (r —s+3)? = |OF|? =
(s +3)% — (s — 3)2. Tami sievenee muotoon r(s — 3) = 3s eli 3(r + s) = rs = 48. Siis
|AB| =2(r + s) = 32.

96.3. Piste Q on yhta etailla B:sta ja C:sta eli janan BC keskinormaalilla n. Toisaalta
@ on D-keskiselld A:n kautta kulkevalla ympyralld y. @ on siis jompi kumpi y:n ja s:n
kahdesta leikkauspisteestd @1 (nelion sisilld) ja Q2 (nelion ulkopuolella). Lisdksi QP =
QC, joten riittdd, kun maaritetddn janan QC pituus. Koska @1 on s:la, Q1A = Q1 D;
lisdksi Q1D = AD = 1. Kolmio AQ1D on tasasivuinen, joten ZQ,DC = 30°. Siten

1—cos30° 1
1Q1C| = 2sin 15°. Lisiksi sin 15° = ,/% = 5V2 = V3, joten [Q:C] = V2 - V3.

Kehakulma ZQ1Q2C ja keskuskulma (1 DC' vastaavat samaa y:n kaarta. Siis ZQ1Q2C =
15°. Suorakulmaisesta kolmiosta, jonka karjet ovat C, Q)2 ja BC:n keskipiste, saadaan

1 /
|Q20|—m: 2+\/§

96.4. Oletetaan, ettd AD < BC. Olkoon O suorien AB ja CD leikkauspiste. Tehtavassa
mainittu kulmien maksimaalisuus merkitsee, ettd pisteiden A, () ja B kautta piirretty
ympyra sivuaa suoraa OC' ja pisteiden D, P ja C kautta piirretty ympyra sivuaa suoraa

OB. Peilataan kuvio kulman AOD puolittajassa ¢. Pisteiden D ja C peilikuvat suoralla

OB ovat D’ ja C' ja pisteen P peilikuva suoralla OC on P’. Koska OD’ : OC' = OD :

OC = OA : OB, homotetia, jonka keskus on O ja kerroin gA/

AB. Ympyra D'C’ P’ kuvautuu ympyralle ABQ ja Z/CPD = /C'"P'D' = Z/BQA.

kuvaa janan D’C’ janalle

96.5. Tarkastetaan ensin mielivaltaista kolmiota ABC', jonka sivut ovat a, b ja ¢ ja sisdan-
ja ynpari piirrettyjen ympyroiden siteet ovat r ja R. Silloin patee cos A 4 cos B + cos C =
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r
1+ B Kosinilauseen nojalla yhtélon vasen puoli on nimittain

B2+c2—a? 24a?2—-0 a?+b2-¢2

2bc 2ca 2bc
B ab? + ac? + b2 + a?b+ac+bic—ad -3 -3
N 2abe
(—a+b+c)la—b+c)la+b—c)
= + 1.
2abce

1
Merkitaan viela kolmion alaa 7114 ja piirin puolikasta p:1la. Silloin pr =T = §bc sin A, ja

koska 2R = ,L, saadaan
sin A

r AT*  Ap—a)p—b)(p—c) (—a+b+c)la—b+c)la+b—c)

R pabe abc 2abc

Siirrytaan nyt nelikulmioon. Kaikilla neljalla kolmiolla on sama ympaéripiirretyn ympyran
side R. Jos kaarien AB, BC, CD ja DA suuruudet ovat 2a, 23, 2v ja 26§, niin edella
sanotun perusteella r, = (cos 3 + cosy + cos(a + 6) — 1)R ja r. = (cosa + cosd + cos(F +
d) — 1)R. Mutta koska a + 6 = 180° — (8 + ), niin cos(a + ) = —cos(y + 6), ja
Ta +7e = (cosa + cos 3 + cosy + cosd — 2)R. Mutta aivan samoin saadaan 7, + rq =
(cosa+ cos 3 4 cosy + cosd — 2)R.

d
96.6. Ratkaisija Matti Tuom: Pirkkalasta. Koska ab = cd, niin ¢ _ 7 Jos tassa yhtalossa
c

esiintyva murtoluku on supistetussa muodossa —, niin a = kx, ¢ = ky, d = rx, b = ry,

Y
k > 1,r > 1. Muttasilloin a+b+c+d = kx+ry+ky+re = k(z+y)+r(z+y) = (k+r)(z+y).
Taman tulon kumpikaan tekija ei ole 1, joten a + b+ ¢ + d ei ole alkuluku.

96.7. Jonon alkupédan luvut ovat 1, 2, 7, 29, 22, 23, 49, 26. Modulo 6 jono alkaa siis 1,
2,1,5,4,5, 1, 2. Se, mitd a,42 on modulo 6, riippuu vain siitd, mita a,+1 ja a, ovat
modulo 6. Néin ollen jono on jaksollinen modulo 6, eika yksikaan jonon luvuista ole 6:1la
jaollinen. Erityisesti yksikdan luvuista ei voi olla 0.

96.8. Osoitetaan induktiolla, ettd jonossa (z,) kahden perdkkéisen termin x, xxy1 suurin
yhteinen tekiji (xg, zx41) on 19. Koska xo =95 =519, (z1, x2) = 19. Oletetaan sitten,
ettd xp = 19a ja xpy1 = 19b, missd (a, b) = 1. xx:n ja xpy1:n pienin yhteinen monikerta
on talloin 19ab, ja xgy2 = 19ab+ 19a = 19a(b+ 1). Koska luvuilla a ja b sekd b+ 1 ja b ei
ole yhteisi tekijoitd, (zx+1, Trt+2) = (190, 19a(b+ 1)) = 19. Tehtévén vastaus on siis 19.

n
96.9. Rakennetaan joukko A seuraavasti. Olkoon m = e 1 n-alkioisen joukon k — 1-
alkioisten osajoukkojen lukumaara. Tarkastellaan eri alkulukuja py1, po, ..., pm. Liitetaan
jokainen niisté luvuista p; yhteen ja vain yhteen joukon S = {1, 2, ..., n} osajoukkoon

S;. Olkoon b = p1ps - - - pp,. Olkoon nyt ay, kaikkien niiden p;-lukujen tulo, joille k ei kuulu
joukkoon S;. Todetaan, ettd ndin konstruoitu A = {ai, a, ..., a,} toteuttaa tehtdvan
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ehdot. Valitaan k —1 eri lukua a;,, a;,, ..., a;,_,. Olkoon {i1, ia, ..., i1} = 5;. Tahédn
joukkoon liittyva p; ei konstruktion mukaan ole tekijana yhdessakaan luvuista a;,, mutta
kyll& luvussa b; b ei voi olla tulon a;, a;, - - - a;,_, tekija. Olkoon sitten {a;,, @iy, ..., a;, }

mielivaltainen k-alkioinen A:n osajoukko. Lukuja a;, joissa mielivaltainen p; ei ole tekijéna,
on k — 1 kappaletta, joten jokainen p; on tekijana ainakin yhdessa tulon a; a;, ---ay,
tekijassa. Siten myos b on tamén tulon tekija. Jos i1 # 72, on olemassa joukko .S; niin,
ettd iy € S;, mutta io ¢ S;. Téstd seuraa, ettd p; on a;,:n tekija, mutta ei ole a;, :n tekijé.
Siten a;, ei ole a;,:n tekija.

96.10. Tehtavan luku n on kakkosen potenssi: jos olisi n = mp, missa p on pariton
alkuluku, niin @™ +1 = (a™)P + 17 olisi jaollinen luvulla a” 41 ja olisi siis yhdistetty luku.
Osoitetaan induktiolla, etta d <a2k — 1) > 2% Asia on selvi, jos k = 0. Oletetaan, ettd

d (an _ 1) > 2% Havaitaan, ettd a2t 1 = (an — 1)(a2’c + 1). Mielivaltaiselle luvun

a2’ — 1 tekijille ¢ sekii g ettd g(a®” + 1) ovat a2 — 1:n tekijoiti. Jokainen g(a2" + 1) on
suurempi kuin a2° — 1. Niin ollen d(a2”" —1) > 2d(a?" — 1) > 2. 2k = 2k+1,

96.11. Jokin luvuista z; on pienin; voidaan olettaa, etti se on z1. Nyt W (z) = (z — x1)?
on toisen asteen polynomi, joka on aidosti kasvava, kun = > x1. Tama merkitsee, etta jos
W(z;) = W(x;) = W(xy), niin z; = z; = .

96.12. Polynomin P(z) = 19962 + 1996 juuri on —1. Siis —1 € S. Polynomin Q(z) =
1996 — z — 22 — ... — 2199 eriis juuri on 1; siis 1 € S. Jos R(z) = —219 + 2% — 28 + 27 —
2% + 23 — 22 + 1996, niin R(—2) = 0. Siis -2 € S.

96.13. a) Jos f on parillinen funktio, niin kaikilla z € Z saadaan f(x) = f(—z) =
fl(=2)?—2+1) = f(@®—a+1) = f((z—1)°+2) = f((z - 1)’ + (- 1) +1) = f(z - 1).
Tama on mahdollista vain, jos f on vakio; toisaalta on ilmeista, etta kaikki vakiofunktiot
toteuttavat funktionaaliyht&lon. b) Jos f on pariton, niin sama péaéttely kuin edelld antaa
kaikilla z € Z f(z) = —f(x — 1) = f(1 — z). Koska f on pariton, f(0) = —f(0) = 0.
Edelleen f(1) = f(1 —1) = f(0) = 0. Oletetaan, ettd f(k) =0, k > 0. Silloin f(k+1) =
f(l—=(k+1)) = f(—k) = —f(k) = 0. Induktioperiaatteen nojalla f(k) = 0 kaikilla & > 0.
Luonnollisesti f(k) = —f(k) = 0 myo6s kaikilla k£ < 0.

96.14. Olkoot pisteiden B; ja C; koordinaatit (b;, b) ja (¢;, ¢), i =1, 2, ..., n. Silloin

bi — ¢
t(£B;C; P) = —,
cot( ) P
ja kysytty kotangenttien summa on
1 n
b — ZU)Z — Ci)-
i=1

Mutta luvut b; ja ¢; ovat n:nnen asteen yhtéldiden f(x) —b = 0 ja f(z) — ¢ = 0 kaikki
juuret. Koska m > 1, molemmilla yht#loilla on sama 2™ !m kerroin, joka on sama kun
juurien summan vastaluku. Siis Y ., b; = Y ., ¢;, joten kysytty kotangenttisumma on 0.
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96.15. Jos ©1 = 29 = ... = x,, = x, niin tehtivin epayhtild on nz? > nz?t?. Jotta
tama olisi voimassa, kun x < 1 ja kun x > 1, on oltava 2a + b = 2. Tarkastellaan sitten
tapausta n = 4 ja 1 = 23 = 1, 1o = x4 = . Epiyhtild saa muodon 4z > 2(x2* + ).
Tama epayhtalo voi toteutua suurilla x:n arvoilla vain, jos 2a < 1 ja b < 1. Onkin siis
oltava 2a = 1, b = 1. On viela todistettava, ettd tehtavan epayhtilo todella patee, kun

Al

1
a = 2 ja b = 1. Tama ndhdaan kayttdmalla hyviksi Cauchyn—Schwarzin epayhtiloa
(Craib)” < (0 a?) (327, b?). Kun nimittéin tdhén epéyhtaloon sijoitetaan a; =

(a:la:z+1)1/2 ja bl = ($2+1x2+2> 1/2 (x; = xp—j, jos j > n), saadaan tésmélleen tehtdvin
epayhtdld (toiseen potenssiin korotettuna).

96.16. Numeroidaan vaakarivit ja jaetaan taso 2 x 1- laatoiksi, "dominoiksi”, esim. niin,
etta vaakarivit, joiden jarjestysnumero on kolmella jaollinen, jaetaan kyljelldan makaaviksi
dominoiksi ja naiden rivien valiin jaavat kaksi vaakarivia pystyssa seisoviksi dominoiksi.
Silloin jokaiseen 2 x 2-nelioon sisaltyy ainakin yksi kokonainen domino. Toinen pelaaja
voi estaa aloittajan voiton tayttamalla aina toisen ruudun siitd dominosta, johon aloittaja
on jo tehnyt merkinnan. Téassd prosessissa aloittaja joutuu aina tekeméain merkinnan
dominoon, jossa ei vield ole merkintaa.

96.17. Koska A = 143 — D jal < D < 9, niin 134 < A < 142. A:n ensimmaéinen
numero on 1 ja toinen joko 3 tai 4. Jos A:n toinen numero olisi 4, olisi 140 < A < 142 ja
1 < D < 2. Mutta 0 ja 2 eivat ole sallittuja numeroita, eikd A voi olla 141, joten A: toinen
numero on valttamatta 3. A:n kolmannen numeron ja D:n summan on oltava 13. Tama
voi tapahtua kuudella eri tavalla: 13 =449 =54+8=64+7=7+6=8+5=9+4.
B:n ja C':n viimeisten numeroiden summan on oltava 13. Silloin B:n ja C' ensimmaistenkin
numeroiden summa on 13. Kun A ja D on valittu, jaa jiljelle 4 numeroa, joista voidaan
muodostaa kaksi paria, joiden summa on 13. Naistd kumpi hyvansa voi muodostaa B:n ja
C':n ensimmaiset numerot. Toiset numerot voidaan sitten viela valita kahdella eri tavalla.
Kaikkiaan mahdollisuuksia on 6 - 2 - 2 = 24 kappaletta.

96.18. Jos joka istunnossa erotetaan ainakin 2 jasenta, niin 15 istunnon jalkeen koko tuo-
maristo on erotettu. Jos jossain istunnossa ketédan ei eroteta, ei niin tapahdu tulevissakaan
istunnoissa. Jotta erottamisistuntoja voisi olla enemmaén kuin 15, on joissain istunnoissa
erotettava vain yksi jasen. Olkoon ensimmainen istunto, jossa nain tapahtuu, k:s istunto.
Oletamme, ettd tuossa istunnossa oli 2n + 1 danestdjad ja ettd erotettu henkil6 oli hra
K. Silloin ainakin n + 1 henkil6a piti herra K:ta epapatevani, mutta enintddn n jasenta
piti ketdan muuta epapatevana. Seuraavassa istunnossa on silloin 2n danestajaa, eika yk-
sikdan jasen saa epapatevyysaanta yli puolelta danestajistd. Jos k > 16, niin jurysta on
poistettu ainakin 2 - 15 + 1 edustajaa. Siis £ < 15. Oletamme sitten, ettd istunnossa,
jossa K poistettiin, danesti 2n edustajaa. Seuraavassa istunnossa on silloin pariton maara
aanestdjida. Sama tilanne jatkuu, kunnes poistettavia on taas pariton maari, joko 1 tai
ainakin 3. Tapahtukoon taméa m:nnessa istunnossa. Jos poistettavia on tuolloin 1, poisto
on samalla viimeinen samasta syystd kuin edelld. Samoin kuin edelld, jos m > 16, niin
poistettavien maara on ainakin 14-2+1-+1 = 30. Tama on mahdotonta, koska viimeisessa
istunnossa on ollut vain 1 jasen, joka ei ole voinut poistaa itsedan. Jos taas m:nnessa is-
tunnossa poistetaan yli kolme jasentd, on m:nnen istunnon jilkeen d&nestdjien maara taas
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parillinen. Voidaan palata odottamaan kierrosta, jolla erotetaan yksi jasen; tata kierrosta
ennen erotettujen jasenten maara on tassa tapauksessa ainakin 2 kertaa kierrosten maara.

96.19. Ensimmainen pelaaja voittaa: han voi valita tikkuja kahdesta kasasta niin, etta
tikkujen lukumaarit ovat 38, 38, 38 ja 70. Mita tahansa toinen tekeekin, ensimmainen
pelaaja voi palauttaa tilanteen muotoon a, a, a, b; a < b. Adrellisen vuoroméairin jalkeen
ollaan ensimmaisen pelaajan tekemén noston jalkeen tilanteessa 0, 0, 0, ¢; ¢ > 0, jolloin
toinen pelaaja ei voi enda tehda siirtoaan.

96.20. Koska aritmeettisen jonon maarittaa kaksi lukua, sen ensimméinen termi a ja pe-
rakkéisten lukujen erotus d, on mahdollista asettaa kaikki positiivisista kokonaisluvuista
koostuvat aritmeettiset jonot numerojarjestykseen Aq, As, ... (Parit (a, d) voidaan panna
esim. jonoon (1, 1), (2, 1), (1, 2), (3, 1), (2, 2), (1, 3), ...). Maéritellddn jono (a,) aset-
tamalla a1 = ay = 1 ja maaritelladn a, .1 on A,_1:n pienimmaéksi 2a,,:44 suuremmaksi
termiksi. Véitetddn, ettd joukossa A = {as, as, ...} ei ole kolmea termii, jotka olisivat
aritmeettisessa jonossa. Oletetaan, etta a;, ai ja a,, olisivat téllaisia. Silloin ay, olisi a;:n

1
ja am,:n keskiarvo, mutta koska a; > 1 ja ar < am—1 < iam, ap < i(aj + ay). Osoitetaan

vield, ettd joukon B = N\ A luvuista ei voi muodostaa paattymatonté aritmeettista jonoa:
jos sellainen olisi, se olisi jokin jonoista A,. Mutta jokaisesta jonosta A,, on jo valittu jokin
alkio joukkoon A.

97.1. Koska ratkaisuksi ei sallita identtistd nollafunktiota, voidaan olettaa, ettd f(a) # 0
jollain a. Silloin f(a)f(0) = f(a—0) = f(a), joten f(0) = 1. Edelleen f(x)? = f(z—z) =1,
joten |f(z)| = 1 kaikilla z. Mutta f(2x)f(z) = f(2x — x) = f(x), joten f(2x) = 1 kaikilla
x. Siis f(z) = 1 kaikilla x.

97.2. Olkoon [ pienin indeksi, jolle a; > al. Silloin 2a; —a; on positiivinen, a:td suurempi
luku. Se on jonossa, joten 2a; — a1 = a,, jollain m. Todistus on valmis.

97.3. Havaitaan, etta jos x, = an + b, missa 0 < b < n, niin 41 = z, +a+ 2 =
a(n+ 1)+ b+ 2. Jos erityisesti z,, = an, niin ,41 = a(n+ 1) + 2, x40 = a(n +2) +4,
Tpiz=a(n+3)+6, ..., Tpymo1) =a2n—1)+2(n—1) ja x2, = 2na+2n = 2n(a +1).
Nyt z; =1-1,joten 9 =2-2, 24 =4-3, ..., zor = 28(k +1). Siis 21924 = 11 - 1024 ja
koska 1997 = 1024 + 973, x1997 = 11 - 1024 4+ 2 - 973 = 23913.

97.4. Merkitaan y; = x; —a. Voidaan olettaa, etta luvut y1, yo, ..., yx ovat ei-positiivisia
ja luvut yr+1, Yeto2, - .-, Yo ovat ei-negatiivisia. Koska kaikkien lukujen y; summa on 0,

ony+ Ay =—2=—(Yrp1 + - Fyn)ja lys| o |yrl = |Yrgr| o+ un| = 2
Selvasti

n k n k 2 n 2 n 2
Zy? = Zy?—i— Z y? < (Z?h) + ( Z yi) =27" = %(QZ)Q = % (Z|yz‘|> :
i=1 i=1 i=1 =1

i=k+1 i=k+1

97.5. Oletetaan, etté jollain n on u, > a. Jos u,, on parillinen, u,,+1 = §un < Uyp. JOS Uy,

on pariton, niin u,+1 = a+uy, < 2uy ja u,41 on parillinen luku. Siis w40 = §un+1 < Up,.

Siten jokaista sellaista indeksié, jolle u,, > a kohden on suurempi indeksi n’, jolle u,s < a.
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Nain ollen jonossa on aarettoman monta termia u,,, joille u,, < a. Tama merkitsee, etta
jonossa on ainakin kaksi eri indeksistd mutta yhta suurta termia. Jos w,, = ug, m < k,
jonon on oltava jaksollinen ja jakson pituuden on oltava luvun k& — m tekija.

97.6. Koska a® < 1990, a < 12 (123 = 1728, 132 = 2197). Koska 1990 = 1 mod 9, on
oltava a® = 1 mod 9. Kokonaisluvut a < 12, joille a® = 1 mod 9 ovat a = 1, a = 4 ja
a = 10. Koska 9(b% +¢) < 9 (122 + 12) = 1404, a® > 1990 — 1404 = 586, joten a > 9.
Luvuista 93, 103, 113 ja 123 vain 10 = 1 mod 9. Siis on oltava a = 10.Nyt 9(b?+¢) = 990,
c < b <10. Heti nahdéaén, ettd b = ¢ = 10 on ainoa ratkaisu.

97.7. Tehdaén vastaoletus: Q(P(b)) = 1 jollain kokonaisluvulla b. Koska a ja a+1997 ovat
P:n nollakohtia, P(z) = (x — a)(z —a — 1997) R(z), missd R on kokonaislukukertoiminen
polynomi. Nyt luvuista b — a ja b — a4 1997 toinen on parillinen, joten P(b) on parillinen
luku. Koska Q(1998) on parillinen, polynomin () vakiotermi on parillinen. Muta tésté
seuraa, ettd Q(x) on kaikilla parillisilla  parillinen luku. Siis my6s Q(P(b)) on parillinen
ja on tultu risitiriitaan. Vastaoletus on siis vaara.

97.8. Jos kahden positiivisen luvun yhteenlasku tuottaa luvun, joka kirjoitetaan pel-
killa yhdeksikaoilla, yhteenlaskussa ei ole tarvittu muistinumeroita: allekkaisten numeroiden
summa voi olla 19 ja tuottaa muistinumeron vain, jos summassa on mukana muistinumero;
oikeanpuoleisin numero 9 ei voi olla summan 19 yhdeksikko eiké tuota muistinumeroa, jo-
ten mihinkaan vasemmalla puolella tehtyyn yhteenlaskuun ei voi sisaltyd muistinumeroa.
Tehtéva tulee ratkaistua, jos osoitetaan, ettd jokin tulo (1996 +1997)k = 3993k on muotoa
999...99. Paittely on standardi 3994 lukua 9, 99, 999, ..., 999...99, missa viimeisessa
luvussa on 3994 yhdeksikkoa antavat 3993:1la jaettuina 3994 jakojaanosta, joista jodenkin
kahden on oltava samat. Luku, joka saadaan naiden kahden luvun erotuksena, on muotoa
999...900...0 ja jaollinen 3993:1la. Koska 10*:114 ja 3993:1la ei ole yhteisii tekijoiti, luvun
alkuyhdeksikk6jen muodostama luku on jalinen 3993:1la, ja ratkaisu on valmis.

97.9. Jos maailmat tulkitaan verkon solmuiksi ja Gandalfin siirtymismahdollisuudet ver-
kon sarmiksi, kahden solmun vélisen sarmaketjun olemassaolon todistamiseksi riittaa osoit-
taa, etta molemmat solmut on yhdistettavissa solmuun 1. Riittaa, kun osoitetaan, etta
Gandalf voi aina siirtyd maailmasta n johonkin maailmaan m, missi m < n. Aérelli-
sen siirtymismaaran jalkeen hanen on padyttdva maailmaan 1. Tarkastellaan kolmea eri
tapausta: n = 3k + 1, n = 3k 4+ 2 ja n = 3k. Ensimmaisessa tapauksessa Gandalf voi
siirtya maailmaan k < 3k + 1. Toisessa tapauksessa Gandalf voi siirtyd ensin maaimaan
2n = 6k +4 = 3(2k + 1) + 1 ja sitten maailmaan 2k + 1; 2k + 1 < 3k + 2. Kolmannessa
Gandalf voi sirty4 ensin maailmaan 3n+ 1 = 9k + 1, siten maailmaan 2- (9% +1) = 18k +2,
sitten maailmaan 2- (18k +2) = 36k +4 = 3(12k + 1) + 1, sitten maailmaan 12k + 1, sitten
maailmaan 4k ja sitten maailmaan 2k; 2k < 3k.

97.10. Tarkastellaan jonon 40 ensimmaista lukua. Naista 4 on jaollisia 10:11a ja ainakin yh-
den toinen numero oikealta on enintaan 6. Olkoon tama luku a ja olkoon z sen numeroiden
summa. Nyt luvut a, a+1, ..., a+39 kuuluvat kaikki jonoon. Lukujen a, a+1, ..., a+9
numeroiden summat ovat =, x + 1, ..., x + 9, luvun a + 10 numeroiden summa on z + 1,
joten luvun a + 19 numeroiden summa on x + 10. Vastaavasti nahdaan, etta lukujen a + 29
ja a + 39 numeroiden summat ovat x + 11 ja x + 12. Luvuista z, x + 1, ..., x + 12 tasan
yksi on jaollinen 13:lla.
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97.11. Olkoot pisteet A; suoralla ¢ ja pisteet B; suoralla /5. Valitaan suoralta o pisteet
C1, Co, ... niin, ettd Cy = B; ja C9.1 on janan B;B;11 keskipiste. Silloin kolmiot
Alc'H_lAg, AZ'CQZ'AZ'+1 ja Ci+1AQCZ'+2 ovat yhteneviél. Siis

ZZA’LBZAZ-I-l Z LA; CQZ i+1 = Z ZCZ_HAQCH_Q = 180 — .

97.12. Ympyroiden siteiden, niiden keskipisteiden
etdisyyden ja suoran AB valinnan mukaan tehtévéssa
on useita mahdollisia konfiguraatiota. Jokaisessa ta-
pauksessa kuitenkin kolmiot AXY ja BX Z ovat yhte-
nevia, ja koska AX = BX, on my6s XY = XZ. Esi-
tetaan todistus kuvan tapauksessa. Kolmioissa ovat
/ZAXY ja /BXZ ristikulmina yhta suuret. Jénnene-
likulmiosta AY QP saadaan ZAY Q = ZX PQ. Mutta
kehédkulmalauseen nojalla /X PQ = /BPQ = /BZQ. Siis ZAY X = /BZX, ja kolmiot
AXY ja BXZ ovat yhtenevét (kks).

97.13. Olkoot O, I ja J kolmioiden BDF, BCF

ja CDF sivujen keskinormaalien leikkauspisteet. Ja- F
noilla AD ja BC' on sama keskinormaali ja pisteet G ja .
I ovat molemmat talla keskinormaalilla. Samoin pis-

teet H ja J ovat molemmat janan C'D keskinormaa-

lilla. Sis IG||JH. Pisteet G, O ja J ovat samalla suo- :

ralla, nimittdin janan DF keskinormaalilla. Samoin A B c b B

pisteet I, O ja H ovat samalla suoralla, janan BF kes-

kinormaalilla. Piste O on janan BD keskinormaalilla;

tamé keskinormaali on samalla janojen BC ja CD keskipisteiden muodostaman janan
keskinormaali. Tasté seuraa, ettd O puolittaa janat GJ ja [ H ja edelleen kolmioiden GOI
ja JOH yhtenevyys (sks). Siis IG = JH. Mutta tdma merkitsee, ettd GH.JI on sunnikas.
Koska [ ja J ovat janan C'F keskinormaalilla ja GH||IJ, on GH1CF

97.14. Merkitdén |BC| = a, |CA| = b ja |AB| = ¢. Olkoon R komion ABC' ympéri
piirretyn ympyrin side. Oletus on a? + ¢ = 2b. Kosini- ja sinilauseiden avulla saadaan

cosA P+ —a® 2R (R(V® +2 —a®)
sinA 2bc a abe ’

cot A =

Vastaavasti

R(a? + ¢® — b?)
abc

Niin ollen osoitettavaksi jii epayhtils (a2 +c? —b%)% > (0% +c? —a?)(a? 4+ b? — ¢?). Mutta

kun sovelletaan aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon valistd epayhtaloa ja oletusta,

saadaan todellakin

R(a? 4+ b* — ¢?)

t B =
€0 abc

, cot C =

b+ —a®)(@®+b* — ) < = (V¥ + 2 a2+a2+b2—02)2

=b* = (20> — %)% = (a® + b* — *)*.

.-lklr—‘
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97.15. Olkoon I kolmion ABC kulmanpuolittajien
AA,, BBy ja CC; leikkauspiste. Olkoot M ja Q
suoran B1C7 ja AB sekda AA; leikkauspisteet. Kol-
miossa AB1Q on LQAB, = ZA1AC + LCAB, =
LAAC + /B1BC ja LZAB1QQ = ZACC,. Koska
LAQC, = LABQ + ZQAB,, ZAQM on kolmion
ABC kulmien puolikkaiden summa ja siis 90°. Koska
ZAClBl = ZABBl = ABlBC = ABlClC, ClBl on
kulman ZAC:I puolittaja. Koska AI1ChB;, suora
C1B; on my6s kulman AMI puolittaja. Vastaavasti
osoitetaan, ettd B1C puolittaa kulmat AB1[ ja API.

Nelikulmio, jonka lavistdjat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja puolittavat nelikulmion
kulmat, on neljikéds. Siis IM||AB. Vastaavasti todistetaan, ettd IN||AB. M, N ja I ovat
siis samalla suoralla, niin kuin vaitettiin.

97.16. 5 x 5 -ruudukosta voidaan valita 24 ruutua ja nimeta ne 12:ksi ruutupariksi, joilla
on se ominaisuus, ettd ruutujen valilla voi tehda ratsun sirron. Eréas tapa valita parit on
oheisen kaavion mukainen; sama numero viittaa rutupariin ja 25. ruutu on merkitty X:1la:

X 12 8 3 11
1

5 3 11 7
12 8 6 10 4
2 5 9 7 1
9 6 2 4 10

Pelaajalla A on voittostrategia. Han asettaa ratsun ruutuun X. Pelaaja B siirtdi ratsun
jollakin numerolla merkittyyn ruutuun, ja A siirtdd sen samalla numerolla merkittyyn
ruutuun. Nyt B:n on jilleen sirettava ratsu ruutuun, jonka pari on vield vapaa. A voi siis
aina sirtaa B:n siirron jalkeen.

97.17. Olkoot a ja b seka c ja d suorakaiteen sivuilla olevien neliéiden lukumaarat tehtavan
jaoissa. Silloin ab =n ja cd = n + 76. Toisaalta % — £ ¢li ad = be. Olkoon u lukujen a ja

¢ suurin yhteinen tekija ja v lukujen b ja d surin yhteinen tekija. Silloin a = ux, ¢ = uy,
s.y.t.(z, y) =1jab=wvz,d=ut, s.y.t.(z, t) = 1. Koska uzxvt = uyvz, x on z:n tekija ja z
on x:n tekiji. Siis x = 2 ja samoin y = ¢. Niin ollen 2219 = 76 = ¢d —ab = uv(y? — 2?) =
wo(x +y)(y — x). Koska x + y ovat joko molemmat parittomia tai molemmat parillisia ja
s.y.t.(z,y) =1, vain x + y = 19, y — x = 1 on mahdollista. Siis z = 9, y = 10, uv = 4.
Lopulta n = z?uv = 324.

97.18. Yksi mahdollinen pari saadaan, jos joukkoon A otetaan kaikki ne ei-negatiiviset
kokonaisluvut, joiden kymmenjarjestelméesityksen nollasta eroavat numerot ovat vain oi-
kealta laskettuna parittomissa paikoissa (kuten 3050002) ja joukkoon B kaikki ne ei-
negatiiviset kokonaisluvut, joiden kymmenjarjestelméaesityksen nollasta eroavat numerot
ovat vain oikealta laskettuna parillisissa paikoissa (kuten 206070). Talléin kaikki joukon &
luvut ovat luvun 10 monikertoja.
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Tehtavassa mainitun luvun £ olemassaolo on kuitenkin todistettava yleisesti. Oletetaan
siis, ettd ZT = NU {0} = AU B, missa A:lla ja B:lli on tehtdvissid annetut ominaisuudet
(ja 0 € N). Koska luvun 0 ainoa summaesitys on 040, on oltava 0 € AN B. Koska luvulla
1 on vain esitykset 1 +0 = 0+ 1, 1 on ainakin toisessa joukoista A ja B. Oletetaan, etta
1 € A. Olkoon sitten k pienin positiivinen kokonaisluku, joka ei kuulu joukkoon A. Silloin
k > 1. Jos jokin b, 0 < b < k, kuuluisi joukkoon B, luvulla b olisi kaksi esitysta b + 0,
be A,0€e Bja0+b 0€ A, be B. Siisb¢ B. Luvulla k£ on yksikésitteinen esitys
k=a+b,ac A be B. Tassa b # 0 (koska k ¢ A), joten a < k. Jos olisi a > 0, olisi
b<k. Siisa=0,b=k. Siis k € B.

Olkoon nyt A = A; U A3 U ... joukon A jako erillisiin joukkoihin, joista kukin koostuu
perakkaisista kokonaisluvuista, ja jos i < j, niin Aj;:ssé olevat luvut ovat pienempiéa kuin
Aj:ssé olevat. Erityisesti A ={0,1,..., k—1}. Merkitddn A, +b={a+b|a € A,}.
Oletuksen mukaan

7+ = U A, +b.

neN
beB

Jos a € A, jaa # 0, niin a + nk € A kaikilla n. Ellei néin olisi, olisi pienin n > 1, jolle
a+nk € B. Silloin a + (n — 1)k € A ja luvulla a + nk olisi kaksi esitystd 0 + (a + nk) ja
(a + (n — 1)k) + k. Erityisesti siis joukkojen (A4; \ {0}) + nk yhdiste eli kaikkien niiden
lukujen joukko, jotka eivat ole k:n monikertoja, sisaltyy A:han. Joukko B on siis joukon
{nk|n € N} osajoukko. Jos nyt jokin k:n monikerta mk kuuluisi A:han, kaikki luvut
mk +nk kuuluisivat myos A:han. Silloin B olisi darellinen, vastoin oletusta. B muodostuu
siis k:n kaikista monikerroista.

) o n n(n—1) . U L
97.19. Polkuja on kaikkiaan ( 2) =—5 Jokainen eldin kayttaa n:44 polkua (jokai-

sen n:n eldimen luolaan johtavia polkuja). Kampanjoivien eldinten méara ei siis voi olla

n —
konstruoimalla

enempad kuin . Osoitetaan, etta se voi olla

reittia, joista
millan kahdella ei ole yhteista osaa. Numeroidaan luolat 1:std n:aan. Tallainen reitisto on
0—1—2—-3—--—>n—0
0—-2—-4—6—>---—>n—1—0

0—-3—-6—9—---—>n—-2-0

n—1 3 n-+1

0— —>n—1—>§(n—1)—>-~-ﬁ

— 0,

missa luolien numerot lasketaan mod n. Koska n on alkuluku, jokaisessa reitissa ovat
kaikki luolat.

-1
Kun n =9, kampanjoivia elaimia on enintaan = 4. Reitit

0—-1—-2—-8—->3—-7—-4—-6—>5—0
0—-2—-3—-1—-4—-8—-5—-7—6—0
0—3—-4—-2—-5—-1—-6—-8—=7—0

0—-4—-5—-3—-6—22—->7—-1—-8—0
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osoittavat, ettd 4 on myos mahdollinen kampanjoivien eldinten lukumaara.

97.20. Luokitellaan kortit neljaan luokkaan niiden lajin ja alkuperaisen asennon mukaan.
Luokassa A ovat kortit, joissa on erivariset puolet ja alussa musta pailld, luokassa B
kortit, joissa puolet ovat erivasiset ja alussa valkea pailléd, luokassa C kokonaan valkeat ja
luokassa D kokonaan mustat kortit. Kun kortit 1-6 kaannetaan, mustien ylapuolien maara
viahenee viidelld. Naiden korttien joukossa on oltava 5 luokkaan A kuuluvaa korttia ja yksi
luokkaan C tai D kuuluva kortti (jos joukossa olisi luokkaan B kuuluva kortti, mustien
yldpuolien méaéra voisi lisddntya enintddn neljdlld). Kun kaikki k&dnnot on tehty, kortit
7-12 on kdannetty ympari ja mustien korttien maara on vihentynyt neljalla. Korttien
7-12 joukossa on silloin oltava neljd luokkaan A kuuluvaa korttia ja kaksi muuta ovat a)
yksi luokasta A ja yksi luokasta B, b) yksi luokasta C ja yksi luokasta D, ¢) kaksi luokasta
C tai d) kaksi luokasta D. Jos korttien 1-6 joukossa olisi luokan D kortti, alkuasetelmassa
olisi ainakin 10 mustaa paalla. Korttien 1-6 joukossa on siis viisi A-luokan ja yksi C-
luokan kortti. Luetellut vaihtoehdot a), b) ja d) johtavat myds jokainen tilanteeseen,
jossa alkuasetelman musta paalla -kortteja olisi ainakin 10. Siis ¢) on ainoa mahdollisuus.
Korteista on siis yhdeksian musta-valkoisia ja kolme kokonaan valkoista.

98.1. Osoitetaan ensin, ettéd ehdon téyttavia funktioita on vain yksi. Selvésti f(1, 1) =
1. Olkoon z > 2. Osoitetaan induktiolla, ettd tehtévin ehdot méarittéavat f(z, y):mn
yksikésitteisesti, kun 0 < z < zja 0 < y < z. Koska zf(z —y, y) = yf(z, 2), f(z, 2)
on yksikésitteisesti madritelty, kun 0 < = < z. Koska f(z,y) = f(y, 2), f(z, y) on
yksikésitteisesti méaaritelty, kun 0 < y < z. Koska f(z, z) = z, f(x, y) on yksikésitteisesti
madritelty, kun 0 < z < 24+ 1ja 0 < y < z 4+ 1. Olkoon [z, y] lukujen x ja y pienin
yhteinen monikerta eli pienin yhteinen jaettava ja (z, y) lukujen = ja y suurin yhteinen
tekija. (z, y)[z, y] = zy. Osoitetaan, ettd f(x, y) = [z, y|]. Hmeisesti f(z, y) = [z, y]
toteuttaa tehtdvin kaksi ensimmaista yhtaloa. Koska (x, © +y) = (x, y), on

(z+yzy _ z(z+y)
(=, y) (z, z+y)

(z+y)z, y] = =ylz, z +y].

My6s kolmas yhtélo toteutuu, joten tehtdvén ainoa ratkaisu on f(zx, y) = [z, y].

98.2. Kosinilauseen perusteella kolmikko (a, b, ¢) on kvasipythagoralainen, jos ja vain jos
a b c

c? = a®+ab+b2. Jos d on lukujen a, b ja c yhteinen tekiji, niin my6s kolmikko (3’ 7 8)
on kvasipythagoralainen. Voimme rajoittua tarkastelemaan sellaisia kolmikkoja (a, b, c),
joissa a:n, b:n ja ¢:n suurin yhteinen tekija on 1. Silloin myoskin jokaiset kaksi luvuista
a, b, ¢ ovat yhteistekijattomia. Osoitetaan epasuorasti, etta c ei ole jaollinen luvuilla 2, 3
eikd 5. Jos c olisi parillinen, luvut a ja b eivit molemmat voisi olla parittomia. Siis ¢ ei
ole jaollinen 2:1la. Oletetaan, ettd ¢ on jaollinen kolmella. Silloin a ei ole jaollinen 3:lla.
Koska

4c* = 3a® + (a + 2b)%} (1)

ja a ei ole jaollinen 3:lla, niin 3a? ei ole jaollinen 9:114. Toisaalta (a + 2b)? on jaollinen
3:1la, joten nelioni se on jaollinen my6s 9:114. Siten 3a? on jaollinen 9:114 ja a on jaollinen
kolmella. Ristiriita osoittaa, etta c ei ole jaollinen kolmella. Oletetaan viimein, etta ¢ on
jaollinen 5:114. Silloin a ei ole jaollinen 5:lld, ja a® = £1 mod 5. Edelleen 4¢? — 3a? =
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+2 mod 5. Mutta yhtilon (2) perusteella nelié (a + 2b)? on silloin = £2 mod 5, miki on
mahdotonta. c:n kaikki alkutekijat, ja tietysti suurinkin, ovat suurempia kuin 5.

98.3. Tehtivin yhtilo voidaan kirjoittaa muotoon 222 — zy + 5y? — 102y = —121 ja jakaa
tekujoihin muodossa (2x — y)(5y — =) = 112. Tekijéiden on oltava molempien negatiivisia
tal molempien positiivisia. Jos molemmat tekijat olisivat negatiivisia, olisi 2z < y ja
S5y < z; koska x ja y ovat positiivisia, tdm& on mahdotonta. Siis pari (2z — y, by — x)
voi olla vain jokin pareista (1, 121), (11, 11), (121, 1). Vain ensimméinen pari voi liitty&
kokonaislukuihin z, y. Téll6in (z, y) = (14, 27).

98.4. Oletetaan, ettd P(n) = 0 jollakin kokonaisluvulla n. Silloin P(n) = 0 mod 1998.
Olkoon m € {1, 2, ..., 1998} sellainen luku, ettd m = n mod 1998. Silloin P(m) =
P(n) mod 1998. Nyt 1 < P(m) < 999. Ei voi olla P(m) = 0.

98.5. Jos b = 0, luku 10"a tayttda asetetun vaatimuksen. Oletetaan, ettd b £ 0. Olkoon
n kinted. Osoitetaan, etti jokaisella k, 1 < k < n on olemassa sellainen luku my, < 5%, etti
luvun 2™my, viimeisista k:sta numerosta jokainen on a tai b. Koska 2™ paattyy johonkin
numeroista 2, 4, 6, on olemassa jokaista mahdollista b:tda kohden olemassa m1, 1 < m; < 4,
niin ettd 2™m; paattyy b:hen. Vaite on siis tosi, kun & = 1. Oletetaan sitten, etta
jollekin k, 1 < k < n on olemassa mj niin, etta 2"my:n k viimeista numeroa ovat a tai
b. Olkoon ¢ 2"my:m (k + 1). numero oiekalta laskettuna. Tarkastellaan lukua 52", Se
loppuu tasan k:hon nollaan ja naita nollia edeltava numero on parillinen; olkoon se d. Nyt
oli 7 miki luku hyvinsi, luvun mz2" +75%2" (k +1). numero oikealta on = ¢ +7d mod 10
(vhteenlaskun jalkimmaéinen luku paéttyy nolliin, joten se ei tuota muistinimeroa). Samoin
kuin tapauksessa k = 1 voidaan valita sopiva r, 1 < r < 4 niin, ettd (k 4+ 1). numero
oikealta on joko a (jos ¢ on pariton) tai b (jos ¢ on parillinen). Valitaan nyt mgy; =
my+7r58. Luvun 2"my 1 k+1 viimeistd numeroa kuuluvat kaikki joukkoon {a, b}. Lisiksi
Mpy1 < 5% 4 4.5% = 58+l Prosessia voidaan jatkaa, kunnes saadaan luku m.,, jolle luvun
2"m,, kaikki viimeiset n numeroa ovat joukossa {a, b}. Koska m™ < 5™, luvussa 2"m,, on
enintddn n numeroa. Ne kuuluvat siis kaikki joukkoon {a, b}.

98.6. Polynomin Q(x) = P(x) — P(—z) aste on enintddn 5. (:lla on nollakohdat
a, b, 0, —a, —b. Koska Q’(0) = 0, 0 on ainakin kaksinkertainen @:n nollakohta. Mutta
silloin @:n on oltava vakio 0; siis P(z) = P(—=z) kaikilla z.

98.7. Selvésti funktio f(z) = 0 kaikilla x toteuttaa tehtdvén yhtélon. Osoitetaan, etta
se on ainoa ehdon toteuttava funktio. Olkoon zy mielivaltainen ja f(xg) = a. Sijoitetaan
yhtilooon o = y = x9. Saadaan f(a?) = 2a. Sijoitetaan nyt * = y = a?. Saadaan
f(4a?) = 4a. Toisaalta, jos sijoitetaan x = zg ja y = 4a?, saadaan ba = a + 4a =

f@o) + f((2a)?) = f(f(f(20)f((20)?) = f(a- 2 2a) = f(4a?). Siis 4a = ba, joten a = 0.

98.8. Kerrotaan vaitetyn yhtalon vasen puoli A ja oikea puoli B polynomilla 1 —z. Koska
(1 —2)Py(z) =1— 2" jal— 2% =0, niin binomikaavan perusteella saadaan

n

(l—x)A:];::l(Z)(l—xk):Z(Z)(l—mk):2”—(1+x)”.

k=0



38

1
Toisaalta 1 — x = 2 (1 — %) , joten

(1—93)3:2(1— 1;”3) -2”_1Pn(1;x) — on (1— (1;”3)”) — 2" — (1+2)"

Siis A = B aina. kun z # 1. Koska molemmat puolet ovat polynomeja (tai jatkuvia
funktioita), yhtdlé A = B pétee myos, kun = = 1.

98.9. Tunnetusti
=V1+tan?x,

kun 0 < z < 5 Koska kosinifunktio on valilla [O, 5} positiivinen ja vaheneva, vaitteen

Olkoon f(t) =14 t2. Nyt

COS T

< .
cosy  cosd

todistamiseksi riittaa osoittaa, etta

1
coS 7y

= f(tany) = f <%(tana -l—tanﬁ))

ja

00185:%< : + 1 ):l(f(tanoz)-l-f(tanﬁ)).

cosa  cosf3 2

Viitteen todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan

\/1+ <x;y>2<%<\/1+x2+\/1+y2>,

kun z ja y ovat positiivisia ja x # y. Mutta tdmé viimeksi todistettava epayhtalo osoit-
tautuu kahden neliéon korottamisen jilkeen yhtipitiviksi epiyhtilon (x —y)? > 0 kanssa.

[Viimeiset tarkastelut voi sivuuttaa, jos toteaa funktion f alaspdin kuperaksi esimerkiksi
1

havainnosta f”(z) = ————= > 0.]
(1+22)3

98.10. Olkoon (n — 1)-kulmio AgA;...A,_2 ja n-kulmio ByBj...B,_1. Sovitaan mu-
kavuussyista, etta sen ympyran, jonka sisaan monikulmiot on piirretty, kehéan pituus on
2n(n — 1) (eikd 2m). Kierretddn kehd auki x-akselin vilille [0, 2n(n — 1)] niin, ettd yksi
pisteistd A; on origossa ja pisteessd x = 2n(n — 1). Nyt jokaisen Aj;-pisteen koordinaatti
on jokin luvuista 2kn, 0 < k < n — 2. Koska véleja [2kn, 2kn 4+ 2n], 0 < k < n — 2
on n — 1 kappaletta, jotkin kaksi vierekkaista Bj-karked ovat samalla valilla. Numerointi
voidaan tehddd niin, ettd tamé véli on [0, 2n] ja ettd sanottujen B; pisteiden koordinaa-
tit ovat zg ja 1 = x9 +2(n — 1), 0 < z, 1 < 2n. FErityisesti patee 1 < 1. Jos
pisteen By koordinaatti on zp, niin xp = zo + k- (2(n — 1)), 1 < k < n — 1. Heti ndh-

dadn, ettd jos 1 < k < g, niin (2k — 1)n < x < 2kn ja jos g < k < n-—1, nin

3

2k —2n <z < (2k—1)n. Jossiis 1 < k < > niin By on Ai_1:mn ja Ap:n valissa,
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n

ldhempéana Ajg:ta, ja jos — < k < n — 1, niin Bx on Aip_1:n ja Ag:n valissd, mutta la-
hempana Aj_i:td. Edellisessa tapauksessa Bjy:m ja ldhimméan A;m vélinen etdisyys on
2kn — ), = 2k — xq, jilkimmaisessa xy, — (2k — 2)n = x¢ — 2k + 2n. Lyhimpien etéisyyksien
summa on siis

% n—1
a:o—i—Z(Qk—xo)—i— Z (o — 2k + 2n).
k=1 k=241

Summassa on tasan yhtd monta xg:aa ja (—xg):aa, joten se ei riipu zg:sta. Tama todistaa
vaitteen.

98.11. Olkoon tehtavan kolmio ABC, M sivun AB
keskipiste, O ymparysympyran keskipiste ja keskijana
CM = m,.. Esimerkiksi ns. suunnikaslauseesta seuraa
heti kolmion keskijanalle (tunnettu) lauseke

1
m? = Z(Qa2 + 2% — ¢?).

Todistettava epayhtalo voidaan kirjoittaa muotoihin

4Rm, > a®+b% ja 8Rm. > 4m?2+c? ja |OM|* = R* — AX P B
1
ZCQ > R®>—2Rm.+m? = (R—m.)* = |0C — CM*. \_/

Epayhtalo on siis kolmion COM kolmioepayhtéalo.

Epayhtalossa on yhtasuuruus, jos kolmio surkastuu; néin kay, jos kolmio on tasakylkinen
(a = b) tai suorakulmainen (ZBCA = 90°), jolloin M ja O yhtyvit.

98.12. Olkoon /BAD = x ja ZDAC = y; siis x +y = 90° ja siny = coszx. Silloin
/ZBDA =2x ja ZADC = 2y. Nyt ZABD = 180° — 3z ja LZACB = 180° — 3y. Sovelletaan
sinilausetta kolmioon ABD. Saadaan

AD  sin(3z)
BD  sinz

Mutta sin(3z) = sin(2z + z) = sin(2x) cosz + cos(2z)sinz = sinx(2cos?x + cos?z —

sin? x) = sin (3 cos? x — sin® ), joten

BD = 3cos”x — cos” x.

Kolmiosta ADC saadaan analogisesti

AD
DC

= 3cos? —sin® y = 3sin® y — cos? z.

2

Koska 3 cos? & — cos? z + 3sin? y — cos” x = 2, saadaan viite.
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98.13. Olkoot I' ja IV kolmioiden ADE ja BCD
ymparysympyrat. Olkoon F suoran DP ja I':n toi-
nen leikkauspiste. Koska AF|BC, kolmioiden APE
ja CPB kulmat ovat pareittain yhtd suuret, joten
APE ~ CPB. P-keskinen homotetia vie AE:n ja-
naksi CB. Koska AF ja CB vastavat I':n ja I':n yhté
suuria kehdkulmia, on I':n ja I'":n sdteiden suhde sama
kun AE : CB. Mutta taméa merkitsee sitd, etta I on
I':n kuva mainitussa homotetiassa. Tama homotetia

kuvaa kaaren DE kaareksi BF. Siis ZEAD = /BDF = /BDP. Toinen yhtélo todiste-
taan samalla tavalla.

98.14. Piirretdan F':n kautta D E:n suuntainen suora.
Se leikkaa C'E:n pisteessd, G. Koska DE on kulman
/CAB vieruskulman puolittaja, /ZDAB = ZFAC =
a. Yhdensuuntaisuuksista seuraa ZADB = ZAEC =
/GFC = Z/ZFGC = a. Kolmiot BAD, CEA ja CGF
ovat yhdenmuotoisia tasakylkisia kolmioita. Koska
AB = FC, BAD ja CGF ovat yhtenevia, joten AD =
FG. Selvasti AF = EG. Kulmien /FAD ja /FGE
vieruskulmat ovat yhta suria, joten /FAD = /FGE.
Kolmiot FAD ja EGF ovat siis yhtenevia (sks), joten
FD =FE.

98.15. Téaydennetadn suorakulmainen kolmio ADC
suorakaiteeksi ADCG. Koska

AE DC  AG G
ED ~ BD BD’

suorakulmaiset kolmiot EBD ja EAG ovat yhden- E
muotoiset. Siis /ZDEB = ZAEG. Mutta tasta seu-
raa, ettd B, E ja G ovat samalla suoralla. Koska
/FDG = ZFDE = 90°, F on suorakaiteen ADCG
ymparysympyralla. Koska AC on tdmén ympyran hal-
kaisija, ZAFC = 90°.

98.16. Viritetaan ruudukko neljalla varilla A, B, C ja D niin, ettd ylimman rivin véri on
A, toiseksi ylimmén B, seuraavan C, seuraavan D, seraavan A jne. Keskimmaéinen ruutu
jatetaan varittamatta. Nyt varilla B voritettyja rutuja on 3-13 = 39 ja carilla C varitettyja
13-39 — 1 = 38. Jos vaadittu laudan peitto 1 x 4-laatoilla onnistuisi, niin jokainen laatta
peittaisi nelja samanvarista ruutua tai nelja uutua, jotka kaikki olisivat erivarisia. Tama
merkitsee, ettd mustien ja valkoisten ruutujen lukumaaran erotuksen pitasi olla neljalla
jaollinen. Koska 1 ei ole jaollinen 4:11a, vaadittua peittoa ei ole.

98.17. Jos k = 1, pakkaus voidaan tehda. Oletetaan, ettd se voidaan tehda, kun k =
j. Olkoon sitten esineitd (j + 1)n, jokainen véritettynd jollain j + 1:sté eri vérista, ja
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laatikoita j 4+ 1. Silloin jotakin véarid, esimerkiksi vihreda, on enintdan n kappaletta ja
jotakin véarié, esimerkiksi sinistd, on enemmaéan kun n kappaletta. Otetaan kaikki vihreat,
pannaan ne laatikkoon, ja téytetddn laatikko (jos tarpeen) sinisilld esineilld. Nyt jaljelld
on jn esinettd, kukin véritettyind jollakin j:sté eri vérista (kun vihreét ovat kaikki yhdessa
laatikossa). Induktio-oletuksen mukaan ndma jn esinettd voidaan pakata vaaditulla tavalla
j:hin laatikkoon; (j+1):ssé laatikossa on my6s vain kahdenvérisié esineitd. Vaitteen totuus
seuraa induktioperiaatteesta.

98.18. Tarkastelemalla mahdollisuuksia nahdaan, etta vaadittuja joukkoja ei ole, kun
n =1,2,3. Kun n = 4, joukko {3, 5, 6, 7} kelpaa. Jos {ai, ag, ..., a,} on kelvollinen
joukko, sellainen on my6s {1, 2a1, 2as, ..., 2a,}. Kysyttyjd joukkoja on sis kaikilla n > 4.
98.19. Jos tarkastellaan kahden ei valttdméatta samanakokoisen joukkueen jasenten valisia
pelejé, niin ainakin toisessa joukkueessa on ainakin yksi pelaaja, joka on voittanut ainakin
uolet toisen joukkueen pelaajista. Jos nimittédin joukkueessa A on m ja joukkueessa B
n pelaajaa, niin oteluita on yhtensa mn; ellei kukaan A-joukkueesta ole voittanut aina;z—

kin puolta B-joukkueen pelaajista, A-joukkueen voittamien ottelujen maard on < m - 5

ja ellei kukaan B-joukkueen jdsen ole voittanut ainakin puolta A-joukkueen jésenista, B-
m
joukkueen voittaminen ottelujen maiara on < n - 5 niin ollen ottelujen maara olisikin

< mn. Tarkastellaan nyt kahden 1000-henkisen joukkueen peleja. Toisessa joukkueessa,
esimerkiksi A:ssa, on pelaaja a1, joka on voitanut ainakin 500 B-joukkueen pelaajaa. An-
netaan hanelle mitali, ja poistetaan B-joukkueesta kaikki a;:lle havinneet. Tarkastellaan
tilannetta uudelleen. Jommassakummassa joukkueista on jilleen joku pelaaja, joka on
voittanut ainakin puolet toisen joukkueen pelaajista. Annetaan hénellekin mitali, poiste-
taan hénet ja hanelle havinneet. Prosessia voidaan jatkaa, kunnes toisessa joukkueessa ei
enaa ole yhtaan pelaajaa jaljella. Oletetaan, ettd tama joiukkue on B. Joka kerta, kun
B:sta on poistettu havinneita, nata on ollut ainakin puolet B:n silloisesta vahvuudesta.
Koska aluksi B:ssi oli alle 219 pelaajaa, poistoja on ollut enintéin 10. A:ssa on enintiin
10 mitalinsaajaa. Nyt jokainen B:ssa ollut on havinnyt jollekin A:n mitalinsaajalle. Jos
heita on alle 10, voidaan ryhma taydentad milla hyvansa A:n pelaajilla.

98.20. Olkoot 1 < g < h < i < j < n kiinnteitd kokonaislukuja. Tarkastellaan kaikkia
sellaisa n-numeroisia lukuja a = @yas ... a,, joiden kaikki numerot ovat nollaa suurempia,
joille ag = 1, ap, = a; = 9 ja a; = 8 ja joille "1998” on mahdollisimman alussa, eli joille
ap #1, kunp <g,a, #9, kung<p<hjah<p<ijaa,#8, kuni < p < j. Téllaisia
lukuja on kgpni; = g9—1 . gh—9—1.gi—h=1.gi—i=1.9n—=Jj kappaletta. Nyt kgni; = 1 mod 8
jos javain jos g =1, h=2,1=3ja j =4 ja kgn;; = 0 mod 8 kaikissa muissa tapauksissa.
Koska k(n) on kaikkien lukujen kgp;; summa, kysytty jakojédénnos on 1.

99.1. Sijoittamalla tehtavan yhtéloéihin A =a+1, B=b+1,C=c+1jaD =d+1
saadaan

ABC =2 (1)
BCD =10 (2)
CDA = 10 (3)

ja
DAB = 10. (4)
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Kertomalla kesken#sn (1), (2) ja (3) saadaan C3(DAB)? = 200, josta yhtilon (4) mukaan
seuraa C® = 2. Vastaavasti A% = B3 = 2 ja D3 = 250. Alkuperiisen yhtiloryhmin ainoa
ratkaisuon a =b=c = f’/ﬁ—l,sz\?’/ﬁ—l.

99.2. Yksi ratkaisu on 323 = 32768. Osoitetaan, ettd muita ratkaisuja ei ole. Jos n3 on
ratkaisu, tehtdvin ehtojen mukaan pitee 1000n < n3 < 1000(n+1). Vasemmanpuoleisesta

1
epayhtalosta n? > 1000, eli n > 32. Oikeanpuoleisesta epiyhtilostéa n? < 1000 <1 + —) <
n

32

99.3. Kun n = 3, voidaan kirjoittaa

1
1000 (1 + —) <1032, eli n < 32.

0= (a1 +az+ a3)2 = a% + a% + ag + 2(a1as + asas + asa; > 2(aras + asas + asay).

Kun n = 4, voidaan kirjoittaa

1
ai1ao + asas + asay + aga1 = (a1 + ag)(ag + a4) < 5 (CL1 +asg + as + CL4)2 = 0.
Jos n > 5, valitaan a1 = —1, a0 = -2, a3 = a4 = ... = ap—2=0,a,1 =2 jaa, = 1.
Talloin
ajaz + azaz + -+ + ap_1ay, + anar = 3.
Ratkaisu on siis n = 3 tai n = 4.

99.4. Funktion maaritelmaéasta
flo,y) <=z (5)

ja aritmeettis-geometrisesta epayhtalosta

Y Y 1
< < = —. 6
fley) < 2 +y? T 2y 2u (6)

1
Kerrotaan epiyhtilot (5) ja (6) keskeniiin. Saadaan f(z, y)? < = eli f(z,y) <

[\
Sl
[\

1 1 1 1
Toisaalta f <—2, ) = —. Funktiolla f on siis maksimiarvo —.

V2 V2) V2 V2
V24 1

99.5. Mahdollisia pisteitd on viisi: (0, 1), :I:T, _5>’ ja (£1, 0). Tarkastellaan y-

akselia leikkaavia suoria y = kx+1[. Suora on ympyran tangentti jos toisen asteen yhtalolla
2%+ (kz +1)? = 1 on vain yksi ratkaisu, eli jos diskriminantti on nolla, eli k? — 1% +1 = 0.
Suora kohtaa paraabelin vain yhdessi pisteessi, jos toisen asteen yhtalolla kx + 1 = 2271
on vain yksi ratkaisu, eli jos diskriminantti on nolla, eli k? + 4] — 4 = 0. Niisti kahdesta
ehdosta saadaan kolme ratkaisua £k = 0 jal =1, k = V24 jal = —b seka k = —/24

v24 1

ja I = —5. Ratkaisut vastaavat pisteita (0, 1) ja = T8 | Tarkastellaan y-akselin

suuntaisia suoria. Suora x = 1 toteuttaa tehtavan ehdot, samoin x = —1. Naista suorista
pisteet (£1, 0).
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99.6. Merkitadn Sakkilaudan ruutuja koordinaateilla (z, y), jossa z, y = 1, 2, ..., n.
Matkalla ruudusta (1, 1) ruutuun (n, n) koordinaattien muutosten summa on 2(n — 1).
Yhdella siirrolla koordinaattien yhteinen lisays on korkeintaan 3. Koordinaattien summan

parillisuus muuttuu joka siirrolla. Lisdksi 1+ 1 ja n + n ovat parillisia. Naista paatelldan,

2(n —1
(n Jos n =

etta tarvittavien siirtojen lukumaard on parillinen ja suurempi kuin

4, ratsu paasee vastakkaiseen kulmaan kahdella siirrolla. Helposti loytyvat myos siirrot
tapauksille n = 5 (neljalla siirrolla) ja n = 6 (neljilla siirrolla). Ruudusta (i, ¢) ratsu
padsee ruutuun (7 + 4, i + 4) kahdella siirrolla. Nailla siirroilla ratsu péésee kulmasta

2(n—1)

kulmaan siirtomaaralla, joka on parillinen ja suurempi kuin Taméa on pienin

mahdollinen siirtojen maara.

99.7. Ei voi. Olkoon S kaikkien sellaisten ruutuparien joukko, jotka ovat toistensa naa-
pureita. Kutsutaan joukon S ruutuparia vanhaksi, jos molemmissa parin ruuduissa on
jo kayty. Ensimmaisen siirron jalkeen on yksi vanha pari. Jokainen seuraava siirto luo
parillisen maaran vanhoja pareja. Eli vanhojen parien lukumaaré on jokaisen siirron jal-
keen pariton. Kuitenkin joukossa S on parillinen maaréa pareja, eli kuningas ei voi kayda
kaikissa ruuduissa. Miksi joukossa S on parillinen maara ruutupareja? Kierretdan shak-
kilautaa 180° keskipisteensd ympari. Nyt ldhes jokainen joukon S alkio kuvautuu jollekin
toiselle joukon S alkiolle. Paitsi kaksi ruutuparia keskella; ne, joiden ainut yhteinen piste
on laudan keskipiste. Jokaiselle joukon S alkiolle 10ytyy siis pari, eli alkioita on parillinen
mAAra.

99.8. Valitaan jotkin kolme kolikkoa ensimmaiseen punnitukseen ja vaihdetaan painol-
taan keskimmainen pois. Toistetaan taméa kaikille punnitus 1996 kertaa. Kun viimeisen
operaation jalkeen painoltaan keskimmainen on otettu pois, koneeseen jaa painavin ja ke-
vein kolikoista. Siirretddn ndma syrjadn. Toistetaan sama operaatio jéljelld oleville 1997
kolikolle ja siirretdan naista painavin ja kevein syrjaan. Jatketaan tata kunnes vain yksi
kolikko on jaljella. Se on painoltaan tuhannes. Yhteensa punnituksien maara

1997 + 1995 + - - - + 1 = 9997 < 1000000.

Tehdéan vastaoletus, ettd painoltaan r:s, r # 1000, voidaan 16ytda koneen avulla. Ni-

metaan kolikot jossain jarjestyksessa ai, as, ..., a,. Kolikkoa r etsitdan tekemalla sarja
punnituksia (a;, , aj,, a,), (@iy, @iy, Ak, ), - - ., joista tuloksena tiedetddn keskimmaéiset ko-
likot @y, Gy, - .. Tulosten perusteella voidaan nyt 16ytad, etta as on painojarjestyksessa

r:s. Nyt joku (joka tietdd kolikoiden painojérjestyksen) vaihtaakin kolikkoihin merkityt
nimet niin, ettda painavimman ja keveimman nimet vaihdetaan keskenaan, toiseksi paina-
vimman ja toiseksi keveimmaéan nimet vaihdetaan keskendin jne. kaikille nimille, paitsi
painojérjestyksessd tuhannennelle kolikolle. Kun toistetaan punnitukset (a;,, aj,, ax,),
(@iy,s Qiyy Ak, ), - .. (Samat nimet, eri kolikot), saadaan (samat) tulokset a,,,, am.,, ... TAmA
siksi, etta kolikoista painoltaan keskimmainen ei riipu siita, tarkastellaanko painoja kasva-
vassa vai pienenevassa jarjestyksessa. Lopputulos on my6s muuttumaton: painoltaan r:s
on kolikko as. Tama on ristiriita, silla edellisessd punnituksessa valittiin kolikko asggg_s-
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99.9. Kirjoitetaan 27 rivisummaa

1+2+4=7
3+5+7=15

Jos oikealla puolella on pelkédstaan parittomia lukuja, taytyy vasemmalla puolella olla pa-
rillisia lukuja jokaisella rivilla nolla tai kaksi kappaletta- yhteensa vasemmalla puolella
parillinen maara parillisia lukuja. Tama ei ole mahdollista, koska parillisia lukuja on
vasemmalla puolella yhteensé 3-13 = 39 kappaletta. (Jokainen luvuista 1, 2, ..., 27 kéyte-
tdan vasemmalla puolella tasan kolme kertaa ja parillisia lukuja on kolmetoista erilaista.)
Oikealla puolella on siis ainakin yksi parillinen luku. Tarkastellaan sellaista 3 x 3-tasoa,
jossa jokin rivisumma on parillinen. Valitaan, etta ylimman rivin rivisumma on parillinen.
Oletetaan, ettd kaikki muut rivisummat ovat parittomia. Siis toisen ja kolmannen rivin
rivisummat ovat parittornia ja kaikkien kolmen sarakkeiden rivisummat ovat parittomia.
Tasta seuraa ristiriita, silla sarakkeista laskettuna koko tason numeroiden summa on pari-
ton ja riveisté laskettuna parillinen. Parillisia rivisummia on siis ainakin kaksi. Oletetaan,
etta oikealla puolella on vain kaksi parillista lukua. Parittomia lukuja on 25, eli yhta-
l6iden oikeiden puolien summa on pariton. Vasemalla puolella on kolme kertaa summa
1+2+ .-+ 27, joka on parillinen. Tamé on ristiriita. Parillisia rivisummia on ainakin
kolme. Parittomia rivisummia saadaan korkeintaan 24. Osoitetaan esimerkin avulla, etta
tama ylaraja saavutetaan. Ensimmaiseen tasoon laitetaan luvut

1 1 1
1 1 1
1 1 1

(vain jakojadnnds on merkitty), toiseen tasoon

1 0 0
0 1 0
0 0 1
ja kolmanteen tasoon
1 0 0
0 0 0
0 0 1
99.10. Olkoon piste 0 kiekon keskipiste ja pisteet Py, ..., Ps saannollisen kuusikulmion

karjet kiekon kehalld. Ajatellaan tehtavéan osajoukkoihin jakoa punaiseksi, siniseksi ja
vihredksi varittamisena. Oletetaan, ettd 0 on punainen ja Py, Ps ja Ps sinisia ja Py, Py ja
Py vihreita. Tarkastellaan P;-keskistd ympyrankaarta pisteiden 0 ja P, kautta. Koska P;
on sininen, ovat kaaren pisteet joko punaisia tai vihreita. Vastaavasti P3- ja Ps-keskisille

ympyrankaarille. Tarkastellaan sitten 0-keskistda ympyraa, jonka siade on % Taméan

ympyran ja kolmen ympyrankaaren leikkauspisteet ovat kaikki punaisia tai vihreita ja
etaisyyden yksi paassa toisistaan. Tama on ristiriita. Tehtavassa esitettyd jakoa ei voi
tehda.
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99.11. Piirretaan niin iso ympyra, etta kaikki nelja pistetta ovat sen sisapuolella. Pienen-
netaan ympyran sadetta ja siirretdan sen keskipistetta kunnes ainakin kolme pisteista on
ympyran kehalla. Neljas piste on valttamatta ympyran sisalla tai kehalla.

99.12. Olkoon O kolmion ABC ympari piirretyn ympyréan keskipiste, piste I kolmion
sisadn piirretyn ympyran keskipiste ja pisteet M ja N sivujen AC ja BC keskipisteet.
Osoitetaan, etta M, N ja I ovat ympyralla, jonka halkaisija on OC. Suorien kulmien
ZCMO ja ZONC takia M ja N ovat talla ympyralla. Viela taytyy osoittaa, ettd ZCI1O =
90°. Olkoot sisdan piirretyn ympyréan ja kolmion sivujen AB, BC' ja C'A sivuamispisteet
1
K, Fja E. Nyt BF+ AE = BK + AK = AB ja AB = §(BC+AC) = BN + AM.
Tastda NF = M E. Huomaa, etta janat NF' ja M E ovat janan OI projektiota sivuilla BC
ja AC. Olkoon e; vektorin CA suuntainen yksikkovektori ja €5 vektorin C'B suuntainen
yksikkévektori. Projektioiden pituuksien NF = M E avulla voidaan kirjoittaa |e7 - ol | =
les - (ﬁ% eli ey - Ol = +es - O1 tai (e1 £ e3)- Ol = 0. Tslla yht#lolla on kolme ratkaisua:

1.OI =0 eli0O=1.2. e +e3 101 eli CILIO. 3. e — e3 LOI eli CI||I0. Kun O on
kulmanpuolittajalla, kolmio ABC' on tasakylkinen, AC' = BC'. Nyt ABC on tasasivuinen,
eli 0 =1.

99.13. Valitaan piste F sivulta AB siten, ettd AF = AF ja BF = BD. Jana AD on
kulman A puolittaja. Siksi AD on tasasivuisen kolmion AFE kannan EF keskinormaali
ja DE = DF. Vastaavasti ED = FEF. Siis kolmio DEF on tasasivuinen. Lasketaan
/AFE+ /BDF =120° ja /ZFEFA+ ZBDF = 120°. Nyt myos ZCED + Z/EDC = 120°
ja ZBCA = 60°.

99.14. Olkoon hp pisteen B etaisyys suorasta AC' ja h¢o pisteen C' etaisyys suorasta AB.
Puolisuunnikaiden pinta-alojen mukaan

1

[FBCE] %(CE + BF)hg

Tasakylkisyyden takia hg = h¢, eli tehtavan vaite on yhtapitavasti

BD+CG  AD 0
CE+BF ~ AE’

Olkoon M janan BC' keskipiste. Olkoot F’ ja G’ pisteiden F' ja G peilikuvia pisteen M
suhteen. Téssd samassa peilauksessa C'G kuvautuu janalle BG' ja BF kuvautuu janalle
CF'. Nyt DE|G'F’ ja

AD AG" DG’ DB+CG

AE  AF'  EF'  EC+ BF’
99.15. Olkoon CD =a ja CE = AC = BD = b. Kosilauseen mukaan

1
AB = CA? + BC? —2CA - BC cos60° = b + (a + b)? —2b(a+b)5 = a® + ab + b,
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Edelleen kosinilauseen mukaan
1
ED:EmQ+CD?—ﬂx%0Dammm=w?+f—2m<—§):a?+w+b%

99.16. Osoitetaan, ettd vastaus on 19' — 5! = 14. Vastaoletus: Kokonaisluvuilla m ja
n patee k = 19" — 5™ < 14. Tarkastellaan ensin tapausta n on parillinen. Koska 19 =
—1 mod 10, patee 19" = 1 mod 10, eli k:n viimeinen numero on 6. Vastaoletuksen mukaan
19" — 5™ = 6. Oikea puoli on jaollinen kolmella. Tarkastellaan vasenta puolta modulo 3:
19 = 1 mod 3 ja 19" = 1 mod 3. Vastaavasti 5™ = 1 mod 3 vain jos m on parillinen.

Valitsemalla m = 2m’ ja n = 2n’ voidaan kirjoittaa (19”/ + 5m/) (19”I - 5m/> = 6. Talla

yhtalolla ei ole ratkaisuja silla vasemman puolen tekijoiden erotus on 2 - 5™ eikd luvulla

—1 mod 10, eli luvun £ viimeinen numero on 4. Vastaoletuksen mukaan 19" — 5™ = 4.
Mutta 19" = 1 mod 3 ja 5™ = +1 mod 3, eli 19" — 5™ = 11 mod 3. Tama johtaa
ristiriitaan, silla 4 = 1 mod 3.

99.17. Vastaus: kylla. Esimerkiksi lukujono 0, 2, 8, 14, 26 tayttaa tehtavan ehdot. Kun
a =3 taia =5, luvut a + ¢y, ..., a + c5 ovat alkulukuja. Lukujonon jasenet kuuluvat eri
jaannosluokkiin modulo 5. (Eli viidelld jaettaessa jakojadnnos on jokaisella luvulla eri.)
Kaikilla a:n arvoilla jokin luvuista a + ¢1, ..., @ + ¢5 on viidella jaollinen. Jotta luvut
olisivat alkulukuja, on viidella jaollinen luku 5. Tama on mahdollista vain jos a = 3 tai
a =5.

99.18. Oikeanpuoleisen epayhtalon neliconkorottamisella saadaan
(a—b)? <5+4V4dm + 1

tai yhtapitavasti

(a+b)? <5+4VIm+1+4m = (ViIm +1+2)°,

eli

a+b<vVdm + 1+ 2.

Koska tarkastellaan vain tapauksia a > b, jokainen tekijoihinjako m = ab johtaa eri sum-
man a + b arvoon. Koska m = 2 mod 4, toinen luvuista a ja b on parillinen ja toinen
pariton, eli @ + b on pariton. Lisdksi

a+b>2Vab = Vam.

Edelleen, koska 4m ei ole kokonaisluvun nelié (luku 4 ei ole luvun m tekija), taytyy olla
a+b>+4m + 1. Valilla [v4m + 1, v/4m + 1+ 2] on tasan yksi pariton luku. Koska a+b
on pariton ja suurempi kuin v/4m + 1, voi olla olemassa vain yksi tehtavan ehdot tayttava
(a+b < +4m + 1+ 2) lukupari (a, b).
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99.19. Etsitaan parillisia lukuja, joita ei voida kirjoittaa muodossa ¢ — p?> mink&én alku-
lukujen p ja ¢ avulla. Jos k = q¢ — p? ja p ja ¢ ovat alkulukuja ja jos k = 2 mod 3, tiytyy
olla joko p? =1 (ja ¢ = 0 ei voi olla alkuluku) tai p> = 3 (p = 3 on ainoa mahdollisuus).
Kokeillaan lukuja k = 6n + 2. Namai ovat parillisia, k = 2, ja yhtalosta k = ¢ — p? seuraa
p=3,eli g=06n+11. Nyt jos n = 11m, luku ¢ ei voi olla alkuluku. Siis luvut, jotka ovat
muotoa k = 66n + 2, ovat tehtavassa kysyttyja lukuja.

99.20. Lauseke a? —b? 4 ¢ — d? on pariton, joten yhden alkuluvuista on oltava parillinen.

Pienin luvuista on d, joten d = 2. Alaspiin arvioimalla 1749 = a? — b% + ¢? — d? >

1
9% — b% + 4d? — d? = 8b% + 12, eli b? < % < 218 < 15%, joten b < 13. Lisiksi

b 13
epayhtalosta 4 = 2d < ¢ < 5= 5 saadaan ¢ = 5. Mahdolliset vaihtoehdot ovat b = 11

tai b = 13. Kokeilemalla b = 11 saadaan a? = 1849 = 432. Jos b = 13, saadaan a? = 1897,
joka ei ole kokonaisluvun nelié. Ainoat luvut, jotka toteuttavat yhtélon ovat a = 43,
b=11,c=5jad=2, joista a® + b*> + c? + d? = 1999.
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