42. Kansainviliset matematiikkaolympialaiset
1.-14.7. 2001, Washington, DC, Yhdysvallat
Tehtdvien malliratkaisuja

1. Terdvikulmaisen kolmion ABC ympiéri piirretyn ympyran keskipiste on O. A:sta BC'lle piir-
retyn korkeusjanan kantapiste on P.

Oletetaan, ettd /BCA > Z/ABC + 30°.
Todista, ettd ZCAB + ZCOP < 90°.

Merkitdéin o« = ZCAB, 8 = LABC, v = Z/BCA

ja d = ZCOP. Olkoot K ja @ pisteiden A ja P ku- K A
vapisteet peilauksessa janan BC' keskinormaalin suh- i
teen. Olkoon kolmion ABC' ympéri piirretyn ympy- :
ran side R. Nyt OA = OB = OC = OK = R. Kos- !

ka K QP A on suorakulmio, QP = K A. Havaitaan, et- : .
:
1
1

ti LZAOK = ZAOB — ZKOB = ZAOB — ZAOC =

2y — 23 > 60°. Tésté seuraa, etti KA > R ja QP >

R. Kiytetiin kolmioepiyhtilod: OP + R = OQ +

oC >QC =QP+ PC > R+ PC. Siis OP > PC, -7
joten ZPCO > § kolmiossa COP. Viite o + § < 90° e
seuraa, silli o = 1/BOC = }(180° — 2/PCO) = B \ Q P/ cC
90° — LPCO. O

2. Todista, ettd
a b c

+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 +8ab

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla a, b ja c.
Jakamalla todistettava epayhtéloé puolittain luvulla abc = 1 saadaan yhtépitdva epayhtilo

1 1 1
+ +
V1+8zy  V1+8z2 1+4+8zx3

missd myos uusille muuttujille patee x1, 22,23 > 0 ja x1z223 = 1. Kertomalla puolittain luvul-
la /1 + 8x1y/1 4 8x24/1 + 8x3 saadaan edelleen yhtépitéavisti

3 3
> V1+8zi1/T+ 8z > [[ VI + 82,

i=1 i=1
missd indeksit on ymmarrettivd modulo 3. Korottamalla puolittain nelioén saadaan yhtépitavésti

(koska molemmat puolet ovat positiivisia)

3 3 3
Z(l + 85&4.1)(1 + 8$i+2) + 22(1 + 8.731)\/1 + 841 \/1 + 840 > H 1 + 8.731

i=1 =1

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vilisen epiyhtilon perusteella (1 +8xz;)/9 > (1-25)1/° =

8
»/ , joten toista summattavaa voidaan arvioida alaspéin:

(14 82:) /T + 8251 11/T + 81112 > 92577 - (/9255 - 925/ = 81277,
Riittaa siis todistaa

3 3 3 3 3

3416w+ 64 wivimitn 162 20 > 148 2, + 64 wipi@ige + 512
i=1 =1 =1 i=1 =1



eli
3 3

83 @i +162> /" > 510.
i=1 i=1
Koska Hle x; = 1, aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon viélisesté epdyhtélosté seuraa Zle T; >
3ja 32 2l >3 O
Tehtavan voi ratkaista myo6s todistamalla epayhtalon

(a4/3 + pa/3 +c4/3)2 - (a4/3)2 > 2p2/3:2/3 -4a2/3b1/3cl/3,

josta seuraa

a a4/3

VZ 8 - R L BBLAR

3. Matematiikkakilpailuun osallistui 21 tyttod ja 21 poikaa.
e Jokainen kilpailija ratkaisi enintddn kuusi tehtadvaa.
e Jokaista tyttod ja poikaa kohden oli ainakin yksi tehtédvé, jonka molemmat ratkaisivat.

Todista, ettd oli ainakin yksi tehtédvé, jonka ratkaisi ainakin kolme tytt6d ja ainakin kolme poikaa.

Annetaan 21 x 21-ruudukon jokaisen rivin vastata yhté poikaa ja jokaisen sarakkeen yhté tyttoa.
Kirjoitetaan rivin ja sarakkeen leikkausruutuun jonkin sellaisen tehtédvan numero, jonka kyseiset
tytto ja poika ovat ratkaisseet. Téllainen tehtédvé on olemassa toisen oletuksen nojalla. Varitetdan
punaiseksi jokainen sellainen ruutu, johon kirjoitettu numero esiintyy ainakin kolmessa saman rivin
ruudussa. Jokaisessa rivissé on vahintdan 11 punaista ruutua, joten kaikkiaan punaisia ruutuja on
vihintddn 11 x 21 = 231. Viaritetdin vastaavasti siniseksi jokainen sellainen ruutu, johon kirjoitettu
numero esiintyy ainakin kolmessa saman sarakkeen ruudussa. Sinisiédkin ruutuja on vahintdan 231,
joten jotkin ruudut on viritetty kummallakin vérillda. Jokaiseen téllaiseen ruutuun on kirjoitettu

sellaisen tehtdvin numero, jonka on ratkaissut vdhintaan kolme poikaa ja kolme tyttoa. O
4. Olkoon n pariton kokonaisluku, n > 1, ja olkoot ki, ko, ..., k, annettuja kokonaislukuja.
Olkoon jokaiselle joukon {1, 2, ..., n} nl:lle permutaatiolle a = (a1, az, ..., an)

S(a) = zn: klal
i=1

Osoita, ettd on olemassa ainakin kaksi permutaatiota b ja ¢, b # ¢, siten, ettd S(b) — S(c) on
jaollinen n!:lla.
Lasketaan > S(a), lukujen S(a) summa modulo n! kaikille permutaatioille a, kahdella tavalla.
Ensimmdinen tapa. Summa Y, S(a) sisiltdd luvun ky kerrottuna kullakin luvulla j € {1,...,n}
kaikkiaan (n — 1)! kertaa. Siis téssd summassa luvun k7 kerroin on

n=D!'1+2+--4+n)=(n+1)/2.

Sama pitee kaikille k;, joten

n

ZS(a)z @Z’% (1)

i=1
Toinen tapa. Oletetaan vastoin véitettd, ettd n! ei jaa mitdén erotusta S(a)—S(b), a # b. Silloin

luvuilla S(a) on eri jddnnokset modulo n!, ja koska permutaatioita on n!, ndiden jddnnosten on
oltava tdsmiilleen 0,1,2,...,n! — 1. Siis

> S(a) = w (mod n!). (2)



Yhdistamalld tulokset (1) ja (2) saadaan

n+DI<,  (n—1)n! |
Kun n on pariton, kongruenssin (3) vasen puoli on valttdmittd 0 (mod n!), mutta kun n > 1, sen
oikea puoli ei voi olla 0. Saatiin siis ristiriita. g
P//

5. Olkoon kolmiossa ABC' kulman BAC puolittaja
AP, missd P on sivulla BC, ja olkoon kulman ABC
puolittaja BQ, missd @ on sivulla C'A.

Tiedetédén, ettd /BAC = 60° ja ettd AB+ BP =
AQ + @B.

Mitké ovat kolmion ABC' mahdolliset kulmat?

Olkoot kolmion ABC kulmat a = 60°, 8 ja ~.
Jatketaan janaa AB pisteeseen P’ jolle BP' = BP,
ja valitaan suoralta AQ piste P”, jolle AP” = AP’
Nyt BP'P on tasakylkinen kolmio, jonka kantakulmat
ovat 3/2. Koska AQ+QP" = AB+BP' = AB+BP =
AQ + QB, saadaan QP" = QB. Koska kolmio AP’ P"
on tasasivuinen ja AP on kulman P’AP” puolittaja,
PP =PP".

Viite. Pisteet B, P ja P" ovat samalla suoralla, joten P = C.

Todistus. Oletetaan vastoin viitettd, ettd BPP” on kolmio. Koska /PBQ = /PP'B =
ZPP"Q = /2, tilanne on sellainen kuin jommassakummassa seuraavista kuvista. Kummassakin
tapauksessa BP = PP"” = PP’, joten kolmio BP P’ on tasasivuinen ja siis 3/2 = 60° eli 5 = 120°.
Talloin « + 8 = 180°, miké on ristiriita. Siis pisteet B, P ja P ovat samalla suoralla ja P” = C.

P// P//

N 4

A B P’

O\ A\

B B
Koska kolmio BC'Q on tasakylkinen, v = 5/2 ja 60° + (3/2)5 = 180°, mistd voidaan ratkais-
ta B = 80° ja v = 40°.



6. Olkoot a, b, ¢ ja d kokonaislukuja ja a > b > ¢ > d > 0. Oletetaan, ettd
ac+bd=((b+d+a—-c)(b+d—a+c).

Osoita, ettd ab + cd ei ole alkuluku.

Suurimman yhteisen tekijin tunnettujen ominaisuuksien perusteella ab + c¢d = (a + d)c+ (b —
c)a = m - syt(a + d,b — ¢) jollain kokonaisluvulla m. Oletetaan vastoin viitettd, ettd ab + cd on
alkuluku. Silloin joko m =1 tai syt(a + d,b — ¢) = 1.

Jos m =1, niin

syt(a +d,b—c) =ab+ cd
>ab+cd—(a—b+c+d)
=(a+d)c=1)+(b—-c)(a+1)
> syt(a+d,b—c),
miké on ristiriita, joten syt(a + d,b — ¢) = 1. Tehtdvén oletuksesta saadaan (b+d+a—c¢)(b+d—
a+c)=ac+bd=(a+d)b— (b—c)a ja siis

(a+d)la—c—d)=(b—-c)(b+c+d).
On siis olemassa positiivinen kokonaisluku &, jolle

a—c—d=kb-c),
b+c+d=k(a+d).

Laskemalla yhtilst puolittain yhteen saadaan a + b = k(a + d — ¢ + d), misté seuraa k(c — d) =
(k—1)(a+b). Jos k =1, niin ¢ = d, mik4 on ristiriita. Jos & > 2, niin

k a+b
y - > 2,
“ k-1 c¢—d
miké on jélleen ristiriita. (Té#ssé tarvittiin oletusta a > b > ¢ > d.) O

Toinen mahdollinen ratkaisu perustuu havaintoon
(ac+ bd)(a* — ac + ¢*) = (ab+ cd)(ad + be).

Tehtédvian ehdot tidyttdvid lukunelikoita (a,b,c,d) ovat esimerkiksi (21,18,14,1)
ja (65,50,34,11).



