IMO 2004 — tehtavat ja ratkaisut

1. Olkoon ABC' teravakulmainen kolmio ja AB # AC. Ympyra, jonka halkaisija on BC,
leikkaa sivun AB pisteessa M ja sivun AC pisteessa N. Olkoon O sivun BC keskipiste.
Kulmien BAC ja MON puolittajat leikkaavat toisensa pisteessi R. Todista, ettd kol-
mioiden BM R ja C'NR ympari piirretylla ympyroilla on yhteinen piste, joka on sivulla
BC.

Ratkaisu. Koska BC'N M on jannenelikulmio, A
ZMNA=180° - ZCNM = LABC. M
Samoin ZAMN = ZACB. Oletuksesta seuraa, etta N

LABC # LACB, joten ZAMN # ZANM. Kol-
mio OMN on tasakylkinen, joten kulman ZMON
puolittaja on my6s sivun M N keskinormaali. Siis B\ oL / c

MR = NR. Kolmioissa AMR ja ANR on kaksi pa-

ria yhta pitkia sivuja ja yksi pari yhta suuria kulmia.

Koska kulmat ZAMN ja ZANM ovat eri suuria,

mutta /ZNMR = ZMNR, on ZAMR # ZANR. Yhtenevyyslauseen ssk perusteella on
siis ZAMR = 180° — ZANR. Tama merkitsee, ettd AM RN on jannenelikulmio. Tasta
puolestaan seuraa, ettd /M RA = ZMNA ja ZARN = ZAMN. Leikatkoon AR sivun
BC pisteessa L. Kolmiosta ABL saadaan ZALC = ZABC + ZBAL ja kolmiosta AMR
samoin /ZRMB = ZMRA+ ZRAM. Edella sanotun perusteella kulmat ZALC ja ZRM B
ovat samat. Taméa merkitsee, ettd M BLR on jannenelikulmio. Aivan samoin todistetaan,
ettd NRLC on jannenelikulmio. Sivun BC piste L on siis molempien kolmioiden M BR
ja N RC yhteinen piste.

2. Maaritéa kaikki reaalikertoimiset polynomit P(z), jotka toteuttavat yht&lon
Pla—b)+P(b—c)+ Plc—a)=2P(a+b+c)

kaikilla ehdon ab + bc 4+ ca = 0 toteuttavilla reaaliluvuilla a, b ja c.

Ratkaisu. Osoitetaan, etti kysytyt polynomit ovat P(z) = asz* + asz?, missi a4 ja as

ovat mielivaltaisia reaalilukuja. Koska a = b = ¢ = 0 toteuttaa tehtavéssa annetun ehdon,
on 3P(0) = 2P(0) eli P(0) = 0. Edelleen kaikilla z luvut a = z, b = ¢ = 0 toteuttavat
annetun ehdon, joten P(x) 4+ P(—z) = 2P(z) = 0. Siis P(z) = P(—x). Polynomissa, joka
on samalla parillinen funktio, kaikkien x:n parittomien potenssien kertoimet ovat nollia.
Tehtavén ehdon toteuttavia lukukolmikkoja on dérettoméan paljon: jos (a, b, ¢) toteuttaa
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yhtélon, myds (ta, tb, tc) toteuttaa sen kaikilla ¢ € R. Esimerkiksi (1, 2, _§) toteuttaa

ehdon ja siten kaikki lukukolmikot (3t, 6¢t, —2t). Siis P(—3t) + P(8t) + P(—5t) = 2P(7t)
kaikilla ¢ € R. Kaksi polynomia on identtisesti samoja vain, jos niiden kaikki kertoimet
ovat samoja. Jos siis P(z) = agz? + aqz* + .. ., niin agi(32F 4+ 82F + 52F) = 2. 72*qy;,. Nyt
32482452 = 98 = 2.7% ja 3*4+-8*+5% = 4802 = 2-7*. Mutta 86—2.76 = 2(217—493) > 2(128-
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1000—125000) > 0, ja kun k > 8, niin 8% —2.7%F = (7T+1)* —2.78 > 7k 4+ k. 78—1 2.7k > 0.
Ainoat polynomit, jotka voivat toteuttaa ehdon, ovat polynomit P(x) = asz? + asz?. On
vield osoitettava, etté kaikki téllaiset polynomit toteuttavat tehtdvan ehdot. Jos P;(x) ja
P5(x) ovat tehtdvén ehdot tayttévid polynomeja, niin aP; (x) 4 (P (x) ovat my0s tehtavén
ehdot tdyttivid polynomeja kaikilla a, 3 € R. Riittdi siis, etti todetaan polynomien z2
ja x? toteuttavan tehtivin ehdot. Jos ab+bc+ca = 0, niin (a —b)? + (b—c)? + (c—a)? =
2(a® + b + ¢®) — 4(ab + be + ca) = 2(a®? + b% + %) ja 2(a + b+ ¢)? = 2(a® + b* + 2) +
4(ab+ be + ca) = 2(a® + b* + ¢?). Polynomi z? toteuttaa tehtivin ehdon. Samoin ehdoin
2(a+b+c)* =2(a? +b%+c?)? = 2(a* +b* + ) +4(a®b? + b2c? + c?a?) ja (a — b)* + (b —
o)t +(c—a)t = 2(a* +b* +ct) — 4(a3b+ ab® + b3c+be +ac® + a3c) + 6(a?b? + b2 c? + c2a?).
On siis néytettivi, ettd 2(a®b + ab® + b3c + be + ac® + a3c) = a?b? + b2c? + c?a?. Mutta
0 = (ab+bc+ca)? = a?b? +b%c? + c2a® +2(ab’c+ a’be+ abc?). Onkin siis ndytettivi, etti
a’b+ab>+b3c+bc+acd+a3c+ab?c+a*bet+abc® = 0. Mutta ab+a?be = a?(ab+be) = —adc,
b3c+ ab?c = b2 (bc+ ca) = —ab® ja ac® + abc? = c¢*(ca + ab) = —bc®. Kun nimi sijoitetaan
edelliseen lausekkeeseen, nihdain, ettd yhtdld toteutuu. Siis z# toteuttaa yhtilon, ja viite
on todistettu.

3. Olkoon koukku oheisen kuvion mukaisesti kuu-
desta yksikkoneliosta muodostuva kuvio tai mika hy-
vansa tasta kuviosta kierroilla tai peilauksilla muo-
dostuva kuvio. Maarita kaikki m x n-suorakaiteet,
jotka voidaan peittaa koukuilla niin, etta suorakaide
peittyy aukottomasti eivatka koukut peita toisiaan,
mutta mikaan koukku ei peita suorakaiteen ulkopuo-
lista aluetta.

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd peitto on mahdollinen jos ja vain jos luvuista m ja n yksi on
jaollinen kolmella ja yksi neljalla eikda kumpikaan luvuista m, n ole 1, 2 tai 5. Oletetaan
ensin, ettd jokin m X n-suorakaide on peitetty koukuilla. Jokaista koukkua A kohden
on yksi ja vain yksi koukku B, joka peittad koukun A sisdan jaavan "poukaman”. A ja
B voivat yhdistya vain kahdella eri tavalla, joko 3 x 4-suorakaiteeksi tai ei-konveksiksi
kahdeksankulmioksi, jonka sivut ovat 3, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2. Kummassakin kuviossa on 12
nelioté, joten peitto voi onnistua vain, jos mn on jaollinen 12:1la. Osoitetaan, ettd joko m
tai n on jaollinen 4:114. Ellei nain ole, seka m etta n ovat parillisia. Numeroidaan rivit ja
sarakkeet ja kirjoitetaan luku 1 jokaiseen sellaiseen ruutuun, jonka rivi- ja sarakenumeroista
tasan toinen on neljalla jaollinen ja 2 jokaiseen sellaiseen ruutuun, jonka seka rivi- etta
sarakenumero on neljalla jaollinen. Koska riveja ja sarakkeita on parillinen maara, koko
ruudukkoon kirjoitettujen lukujen summa on parillinen. Toisaalta 3 x 4-suorakaiteeseen
kirjoitettujen lukujen summa voi olla vain 3 tai 7 ja edella kuvattuun kahdeksankulmaiseen
koukkuyhdistelméan kirjoitettujen lukujen summa voi olla vain 5 tai 7. Tasta seuraa, etta
koukkupareja on oltava parillinen maara, josta puolestaan seuraa, ettd mn on jaollinen
24:11a. Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd kumpikaan luvuista m ja n ei olisi jaollinen
neljalla. On selvéa, ettd kumpikaan luvuista m ja n ei voi olla 1 tai 2. Myoskaéan 5 ei tule
kyseeseen, kuten helposti ndhdéan, jos yritetaan sijoittaa koukkuja viiden nelion pituiselle
sivulle.
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On vield osoitettava, etté esitetyt valttdméattomat ehdot ovat riittavia. Jos 3 | m ja 4 |n
tai 4 | m ja 3 | n, asia on triviaali: 3 x 4-suorakaiteet riittéavat. Jos 12 | m jan ¢ {1, 2, 5},
3 /n, 4 /n, niin n = 3a + 4b joillain positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b (riittdd, kun
havaitaan, ettd 7, 11, 13, 14, 17 ja 19 ovat tdtd muotoa). m X n suorakaide voidaan jakaa
m X 3a- ja m x 4b-suorakaiteiksi, jotka voidaan peittaa 3 x 4-suorakaiteilla.

4. Olkoon n > 3 kokonaisluku ja olkoot ti, to, ..., t, positiivisia reaalilukuja, joille on
voimassa

5 11 1
nS+1> @t +to+-+ty) | —+F -+ +— .
t1 ot tn

Osoita, etta t;, t;, tj ovat kaikilla 7, j, k, 1 <7 < j < k < n, kolmion sivujen pituuksia.
Ratkaisu. Symmetrian perusteella riittaéa, kun osoitetaan, etté t; < t5 +t3. On voimassa
. 11 1 ti t
ty tii=n4t | —+— )+ —(tat+t3)+ =+ 2.
N L A TR VI A
=1 =1 1<i<j<n
(i, 9)#(1,2), (1, 3)

Aritmeettis-geometrisen epayhtdlon perusteella

1 1 2 t; t;
— > lyF 13> 2/l ja — + L >2.
ty  t3 ot 2rEE 2 i i
Oletuksen perusteella on siis, kun merkitdan a = t1/+/tot3,
2t 2¢/tot 2
n24l>n+— V2B Lo (M) o) —9q 4 Z4p2 -4
\/t2t3 t1 2 a

a toteuttaa toisen asteen epdyhtélon 2a + 2/a — 5 < 0, jonka ratkaisujoukko on (1/2, 2).
Siis t1 < 2¢/tatg < tg + t3.

5. Kuperan nelikulmion ABCD lavistdja BD ei ole kulman ABC eikd kulman CDA
puolittaja. Piste P on nelikulmion ABCD sisélla ja toteuttaa ehdot
/PBC =/DBA ja /PDC = /BDA.

Todista, ettd ABCD on jannenelikulmio, jos ja vain jos AP = CP.

Ratkaisu. Voidaan olettaa, ettd P on kolmiossa BC'D
ja kolmiossa ABC'. Oletetaan ensin, ettd ABCD
on jannenelikulmio. Leikatkoon BP AC:n pisteessa
K ja DP AC:n pisteessd L. Tehtavan oletuksesta
ja kehdkulmalauseen seurauksista ZABD = ZACD,
/BCA = ZBDA seuraa, ettd kolmiot ABD, KBC
ja LCD ovat yhdenmuotoiset. Tasta seuraa /PLK =
/PKL,joten PK = PL. My0s kolmiot ADL ja BDC'
ovat yhdenmuotoisia. Siis

AL AD KC
BC BD BC’

Siis AL = KC. Mutta tasta seuraa, ettd kolmiot ALP
ja CK P ovat yhtenevia (sks). Siis AP = CP.
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Oletetaan sitten, ettd AP = PC. Oletetaan, ettd kolmion BC'P ympari piirretty ympyra
leikkaa suoran DC' myo6s pisteessd X ja suoran PD myos pisteessa Y. Silloin ZPXC =
/PBC = ZABP. Tasta seuraa, etta kolmioit ABD ja PX D ovat yhdenmuotoisia. Siis

AD BD
PD DX’

Tasté seuraa, ettd kolmiot PDA ja X DB ovat yhdenmuotoisia (sks), joten

BX BD XD )
AP AD PD’

Koska PY XC' on jannenelikulmio, ZPY X = ZPCD. Kolmiot DPC ja DXY ovat siis
yhdenmuotoisia. Siis
YX XD @)
CP  PD’

Koska AP = PC, yhtéléista (1) ja (2) seuraa BX =Y X. Niin ollen ZDCB = ZDCP +
/PCB = /PYX + /PYB = /XYB = /XBY = /XPY = /PDX + /PXD =
LADB+/ZABD = 180°—4ZDAB. Edellisen yhtaloketjun ensimmaéisen ja viimeisen kulman
yhtasuuruus osoittaa, ettd ABC'D on jénnenelikulmio.

6. Positiivista kokonaislukua kutsutaan vuorottelevaksi, jos sen kymmenjarjestelmaesityk-
sessa, jokaisesta kahdesta periakkaisestd numerosta toinen on parillinen ja toinen pariton.
Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut, joilla on vuorotteleva monikerta.

Ratkaisu. Jos luku paattyy nollaan ja sen toiseksi viimeinen numero on parillinen, luvulla
ei ole vuorottelevaa monikertaa. Osoitetaan, etta kaikilla muilla luvuilla, siis luvuilla, jotka
eivat ole jaollisia 20:11a, sellainen on. Merkitdan numeroin ay, ag_1, ..., a1 kirjoitettavaa
lukua @raryi---a;. Merkinti u*||a tarkoittaa, ettd u* | a, mutta u**1 Ja. Osoitetaan
ensin, etta kaikilla luvun 2 potensseilla on vuorotteleva monikerta, jonka numeroiden lu-
kumaara on parillinen. Tahan riittaa, jos voidaan konstruoida paattyméton jono valiin
[0, 9] kuuluvia kokonaislukuja a,, niin, etti a, = n + 1 mod 2, 22"~ !||as, 162, -2 ...a1 ja
22| Gg, a9, -1 .- - a7 kaikilla n. Aloitetaan konstruktio luvuista a; = 2 ja as = 7. Olete-
taan, ettd jono on jo konstruoitu lukuun as, asti. Asetetaan as,.1 = 4. Koska 22" %2||4 .
102" ja 22"T1||@a,a2, 1 ... a1, niin 22"V ag, 1a2, ... a1. Merkitddn G, 102, ...a1 =
227+l A missi A on pariton luku. Luvun as,,2 on nyt oltava pariton ja on oltava
22n+3 Ha2n+2a2n+1 Lo.a1 = a2n+2-102”+1+a2n+1a2n Lo.a1 = 22”+1(a2n+252”+1+A). Tama
toteutuu, jos Has,+2 + A =4 mod 8. Lineaarisella kongruenssiyhtalolla on ratkaisu ag, 1 9;
ratkaisu voidaan aina valita joukosta {0, 1, 2, ..., 7}. Konstruktiota voidaan siis jatkaa.

Osoitetaan sitten, etta jokaisella muotoa 2 - 5™ olevalla luvulla on vuorotteleva monikerta,
jossa on parillinen maara numeroita. Tahan riittaa, ettd konstruoidaan paattymaton jono
valiin [0, 9] kuuluvia kokonaislukuja b, joille b, = n + 1 mod 2 ja 2 - 5"|byby—1...b1
kaikilla n. Aloitetaan asettamalla b; = 0, by = 5. Oletetaan, ettd luvut by, bo, ...b, on
jo maaritelty ja olkoon b,b,_1...b; = 59B, missa B ei ole jaollinen viidella ja ¢ > n.
Luvun b, 4, on toteutettava b, ;1 = n+2 mod 2, ja 5"*1m on oltava luvun b,y 1b, ...b; =
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bp+110™ + bybp—1...b1 = 5"(bp412" + 597" B) tekija. Luvun b,2"™ + 597" B on oltava
viidelld jaollinen. Kiinalaisen jaannoslauseen nojalla kongruenssiparilla

r=2"(n+1) mod 2"*!
x=-57""B mod 5

on ratkaisu x. Lisaksi x = 2™y, missa y on kokonaisluku. Kongruenssiparilla

y=n+1mod 2
2"y +597"B =0mod 5
on siis ratkaisu y. Ratkaisu voidaan aina valita joukosta {0, 1, ..., 9}.
Siirrytéén sitten yleisen luvun n = 2%5°k, missid k ei ole jaollinen kahdella eiki vii-

delli. Jos 20 /n, niin 2%5° on joko kahden tai viiden potenssi tai muotoa 2 - 5°.Edelli
sanotun perusteella 2%57:1la on kaikissa niissi tapauksissa vuorotteleva monikerta M,
jonka numeroiden maara on parillinen, 2m. Kaikilla p > 1 luku CpM, missa C), =
1+ 10% +10% + .- 4 10P=12m on 2956:1 vuorotteleva monikerta. Luvuista C, jotkin
kaksi, esimerkiksi C), ja Cp,, ovat laatikkoperiaatteen perusteella kongruentteja modulo
k. Mutta Cp, — Cp, = Cp,—p, 10P22™ joten k|Cp,—_,,. Luku Cp,—,, M on siten luvun
n = 2°5°k vuorotteleva monikerta.



